Unidad 5 - Curvas en el espacio

Ejercicio 5.5.5 - Elipse dada por su centro y sus semiejes
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 3.
Determine unas ecuaciones paramétricas y una ecuacion vectorial de la elipse con centro

en C(—2,1,5), semieje menor de longitud 3 y paralelo al eje de las abscisas, y semieje
mayor de longitud 4 y paralelo al eje de las cotas.

Resoluciéon.

1. Plano: los semiejes son paralelos a x (abscisas) y a z (cotas); la elipse esta en el plano
y = 1 que pasa por el centro.
2. Paramétricas (seccién 5.1.4): el semieje 3 multiplica en x, el 4 en z:

x = —2+ 3 cost, y=1, z =5+ 4sent, t €[0,2r).

3. Vectorial: p = (=2 +3cost, 1, 5+4sent) = (=2,1,5) + 3costi+ 4sentk.

2 ey
4. Comprobacion: @ + % = cos?t +sen’t = 1, y = 1; focos ( —-2,1,5+ \/7)
Resultado: x=-2+3cost,y=1,z=>5+4sent, t € [0,27); p = (~2,1,5) + 3costi+
4sentk.

Ejercicio 5.5.6 - Hipérbola con secante y tangente (Plan 2016)

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2016-1, tipo A, problema 5.

Sea la curva C representada por 7(t) = (1, 2sect, 4tant). Determine: a) unas ecuaciones
paramétricas de C; b) unas ecuaciones cartesianas de C e identifiquela.

Resolucion.

1. a)yx =1,y =2sect,z =4tant,cont # % + k.

2. b) Despeje: sect = %, tant = i. Con sec?t — tan®t = 1:

Y _2_
C 4 16
x=1

3. Identificacién: hipérbola en el plano x = 1, centro (1,0, 0), eje focal paralelo al eje
yvia=2b=4c=J4+16 = 24/5. Vértices (1, +2,0), focos (1,12\/5, 0), asintotas
z=%x2y,x=1.

2 2
Resultado: yT - f—é = 1, x = 1: hipérbola de centro (1,0, 0), vértices (1,=+2,0), focos
(1,£2+5,0). Es el mismo tipo que el ejemplo 5.4.

5.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.5.
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Se cumple: las rectas estan en un mismo plano y, como no son paralelas, se cortan.
No se cruzan.
4. Punto de interseccidn: se igualan las paramétricas con parametros distintos:

1+t=4, 2—t=7+34, 1-2t=4- A

Con la primera en la segunda: 2 —t =7+ 3 + 3t,de dondet = -2y A = —1.
5. Comprobacion en la tercera: 1 — 2(—2) = 5y 4 — (—1) = 5. Se cumple.
6. Punto: cont = —2enLy: (1—-2,2+2, 1+4) =(-1,4,5);con A = —1en Ly:
(-1, 4, 5). Coinciden.
Resultado: las rectas se cortan en I(—1,4,5). No son paralelas (no hay un unico
plano que pedir por ese caso) ni se cruzan (su distancia es 0).

4.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4.5.1 - Plano por tres puntos y distancia de un punto

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo C, problema 6.

Los puntos A(1,—2,0), B(3,—1,1) y C(4, 1, —2) pertenecen al plano . Determine: a) una

ecuacion vectorial de 7 y sus ecuaciones paramétricas; b) una ecuacion cartesiana de r; c)

la distancia del punto P(-2,5,1) a 7.

Resolucion.

1. Vectores del plano: AB = (2,1,1), AC = (3,3,-2).

2. a)m: p=1(1,-2,0)+r(2,1,1)+s(3,3,—2); paramétricas x = 1+2r+3s,y = —2+r+3s,
z=r—2s.

3. Normal:

k

1|=(-2-3,3+4, 6-3)=(=5,7,3).

—2

W =~

4. b) =5(x — 1) + 7(y + 2) + 3z = 0, es decir, 5x — 7y — 3z — 19 = 0. Comprobacién con C:

20—-7+6—-19=0.
I5(-2) - 7(5) 30 - 19 _ 67 _ 6783

5.¢)d= =
V25 +49+9 83 83
Resultado: p = (1,-2,0) +7(2,1,1) + (3,3, -2); 7 : 5x —7y—3z—-19=0;d = %g.

Ejercicio 4.5.2 - Plano que contiene dos rectas paralelas y su distancia

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo A, problema 6.

Sean las rectas

2y —4 2 - 2z —

Y _zZ+5 y R: x—6= Yy _ 2z 20.
8 3 4 6

Determine: a) la ecuacion cartesiana del plano 7 que contiene a L y a R; b) la distancia

entre Ly R.

L: 4—x

Resolucién.
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1. Despeje: 2L = cos6 +send y A cos @ — senf.
242 343

2. Identidad: al sumar los cuadrados se cancelan los productos +2 sen 8 cos 6:
(cos O + sen0)? + (cos 0 — sen)? = 2( sen® 0 + cos? 0) =2.

3. Sustitucion: ) )
2 2
P P NS G
8 27 16 54
4. Identificacidn: elipse en el plano z = 4, centro C(0, 0, 4), eje mayor paralelo al eje y

(54 > 16);a = V54 =36, b = 4, ¢ = /54 — 16 = /38. Vértices (0, +34/6, 4), extremos
del eje menor (£4, 0, 4), focos (0, ++/38, 4).

v (0,0, 4) ) v
2 \FZ //E/ 1

2 2
Resultado: C: }16_6 + % =1, z = 4: elipse de centro (0,0, 4), eje mayor paralelo al eje y,

a =3y6,b = 4, focos (0, £4/38,4).
Ejercicio 5.5.3 - Intervalo paramétrico y extension con raices soLO PLAN 2010
Adaptado de: ler final 2012-1, tipo C, problema 6.

Sea la curva C de ecuacion vectorial

p= (\%)i+(@)i+(\%+l)k

Obtenga: a) unas ecuaciones paramétricas de C; b) el intervalo paramétrico; c) el conjunto
de valores que pueden tomar las coordenadas x, y y z de los puntos de la curva.

Resolucién.
1. a)xzi,y: 25 —12, z = +1
NVt+4 Vt+4

2. b) Condiciones: en x y z la raiz est4 en el denominador: t +4 > 0,t > —4. En y:
25 — 1% >0, =5 < t < 5. Interseccién: t € (—4,5].

3. ¢) x: t + 4 recorre (0,9], asi que vVt +4 € (0,3] y x = J%T es decreciente: x = 1 en

t=5yx > cuando t - —4". Entonces x € [1, ).
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5.0)1 1, =-2-3—4=-9|n| =3 ] = V29

9 387
cosf = — =——.
J87 29
(El &ngulo obtuso entre las normales tiene coseno —3‘2—?.)
L h=(— o 1) M (2 =1 _5). = 38
Resultado: L: p =(-1,3,0) +#(1,-2,-1); M(s’ 3 3), cosO = TR

Ejercicio 4.5.4 - Los dos planos de una figura
Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 5.

Sean los planos 7y y 7, de la figura. Obtenga: a) la ecuacion cartesiana de cada uno; b) el
angulo 6 que forman; c) unas ecuaciones paramétricas de la recta L, interseccién de 7y y
7; d) la distancia del origen a 7.

€(0,0,5)

D(0,4,0)

A(3,4,0

Resolucion.

1. Lectura de la figura: 7; pasa por O, C(0,0,5) y A(3,4,0); m,, por D(0,4,0), E(0,4,5)
y A. B esta sobre la vertical de A, a la altura de C'y E: B(3,4,5).

2. a) my: OCx OA = (0,0,5) x (3,4,0) = (—20,15,0), o sea fi; = (4, —3,0). Como pasa por
el origen: 7y : 4x — 3y = 0. Comprobacién con A: 12 — 12 = 0.

3. a)my:D,Ey Atieneny = 4: my: y—4 =0, i, = (0, 1,0). (Con productos: DE x DA =
(0,0,5) % (3,0,0) = (0, 15,0).)

i - n — —
4. b) cosf = |_,1 _,2| = § Lo confirma la figura: BC = (—3,—4,0), BE = (=3,0,0),
|"31||”2| 5 5
cosf = 53 = 5- Entonces 0 = ang cos 5 =53.1%

5. ¢) 1y x ity = (4,—3,0) x (0,1,0) = (0,0, 4): direccién lAc, porA:x=3,y=4z=t.

6. d)d(0, m,) = ")—;4' =4
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Resolucién.

1. a) soLopLAN 2010 tan @'y sec 6 existen para cos 6 # 0; z = 3 no restringe. El intervalo
paramétricoes € R, 6 # % + k7 (k entero); para recorrer la curva una vez basta
0 € [0,2r) sin % y 37”

2. b) Paramétricas: x =1+ 3tan0,y = —2 + 2sec, z = 3.

— + 2
X 1,sec9:yT.

3. Despeje: tanf =
4. Identidad sec? 0 — tan® 0 = 1:
+2? (x-1)°

C: 4 9
z=3

=1

5. Identificacion: hipérbola en el plano z = 3, con centro C(1,—-2,3) y eje focal
paralelo al eje y (el término positivo es el de y);a=2,b=3,¢c =4+ 9 = /13,
= vértices V(1,-2 + 2,3): V1(1,0,3) y Vo(1,—-4,3);
= focos F(l, —2 + /13, 3);
= asintotas: y+2 = i%(x —-1),z=3.

Conf € (—E, %) sec >1yy>0:ramade Vi;conf € (;—r 37”
de V. Se recorren las dos ramas completas.

6. ¢) Bosquejo: el plano z = 3, el centro, los vértices, las asintotas y las dos ramas.

), y < —4: rama

z

Vy(1,-4,3)

V1(1,0,3)

2 a2
Resultado: soLorian2oi0 intervalo 6 # % + km; C: @ - % =1,z = 3:
hipérbola de centro (1, -2, 3), eje focal paralelo al eje y, a = 2, b = 3, vértices (1,0, 3)

y (1,-4,3), focos (1, -2 + /13, 3).
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3. Perpendicular comun: 513 Uy =6s—4t—2=0 y@’) Uy =4s—8t+4=0.Dela
segunda, s = 2t — 1; en la primera, 84 —8 =0:t = 1,s = 1.

4. a) B=P(1) = (4,1,3). (El punto de M maés cercano es Q(1) = (2,1,5); @ =(2,0,-2)
es perpendicular a las dos rectas y la distancia entre ellas es 2v/2.)

5. byn =y xup =(4-0, 2—2, 0—4) = (4,0,—4),0 (1,0, —1). Por A: (x—1)—(z—0) = 0.

Resultado: B(4,1,3);7: x—z—1=0.

Ejercicio 4.5.7 - Distancia entre rectas que se cruzan y plano por dos rectas
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 3.

Sean las rectas

x=5+4r
Ly: 1___2x = _Lz_ Z-;-S’ Ly: ﬁ:(5+2t, —5—3¢, 1+5t), Ly: y=2+2r
z=—4+r

Determine: a) la distancia entre L; y L; b) una ecuacidn cartesiana del plano = al que
pertenecen Ly y Ls; c) las coordenadas del punto de interseccion del plano z + 4 = 0 con
la recta L.

Resolucién.

1. Datos: 1_‘—2" = %‘1: Py(1,0,-5), i = (2,-2,3); Po(5,—5,1), i, = (2,-3,5); P5(5, 2, —4),
iz = (4,2,1). .

2. a) ity xip = (~10+9, 6~ 10, =6+ 4) = (~1,~4,~2), de modulo V21; PP, = (4,-5,6)

y PPy« (g x tiy) = —4 + 20 — 12 = 4 # 0: se cruzan, y

4 42

J210 21

3.b)u; xuz = (-2—6, 12—2, 4+ 8) = (=8,10,12), o (4,—5,—6). Son coplanares:
PiP; = (4,2,1)y (4,2,1)-(4,—5,—6) = 16—10—6 = 0. Por P;: 4(x—1)—5y—6(z+5) = 0,
es decir, 4x — 5y — 6z — 34 = 0. Comprobacién con P3: 20 — 10 4+ 24 — 34 = 0.

4. 0)1+5t=—4=t=-1:(5-2 -5+3,1—5) = (3,-2,-4).

d=

Resultado: d = 42—‘?; 7 4x — 5y — 6z —34 =0; (3,-2,—4).

Ejercicio 4.5.8 - Plano equidistante y perpendicular coman
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2019-1, tipo C, problema 6.

Sean las rectas

_ —2— _
L: ?(t):(3,4,—7)+t(1,—1,1) Yy R: x3 ' = ly = 222 2.

Determine: a) la distancia entre Ly R; b) la ecuacion cartesiana del plano  que es paralelo
a Ly a Ry equidista de ellas; c¢) una ecuacion vectorial de la recta P perpendiculara Ly a
R que contiene al punto A(2,3,-1).

Resolucion.
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«ecuacién vectorial» p = (...)y reescribir componente 5.3.1
«unas ecuaciones paramétricas»,  por componente
o al revés
«ecuaciones cartesianas», «una eliminar el pardmetro, 5.3.2
pareja de ecuaciones», nombre y elementos
«identificarla»
sec y tan; csc; cos 20; cos @ = senf  la identidad que 53.2
corresponde

SOLO PLAN 2010 «intervalo dominio comun de las 5.3.3

paramétrico» funciones

SOLO PLAN 2010 «intervalos de recorrido de cada funciéon 5.3.4

variacién», «conjunto de valores

de x, y, z»
«bosquejar la grafica de C», «<enel  dibujo en su plano, con 5.3.5
plano z = 3» ejes 3D

la curva dada con dos ecuaciones
cartesianas, o una conica con

paramétricas y vectorial 5.3.6

«centro» y «semiejes»

5.3 Procedimientos

5.3.1 Paramétricas y ecuacion vectorial

1. De vectorial a paramétricas: cada componente de p es una ecuaciéon: p = (1 +
3tanf, —2 + 2sech, 3)dax = 1+3tanf, y = -2+ 2secf, z = 3.

2. De paramétricas a vectorial: p(t) = (x(t), y(), z(t)), o separando punto fijo y térmi-
nos con el parametro: p = (—2,1,5) + 3costi+ 4sentk.

3. Simplifica lo que se pueda antes de seguir: f = 4sen, ﬁ = secf. Anota el

co
intervalo del pardmetro junto a las ecuaciones.

5.3.2 Ecuaciones cartesianas e identificacion

1. Plano: la coordenada constante da la primera ecuacién (z = 3).

2. Despeje: de las otras dos, aisla la funcion trigonométrica: tan 6 = 1 sech = yTJrZ

3. Identidad: sustituye en la identidad de la seccién 5.1.3. Con cos 26, escribelo como
1 — 2 sen” 0 si la otra ecuacién trae sen 6, o como 2 cos? 0 — 1 si trae cos6.

4. Forma ordinaria: ordena la ecuacién como en la tabla de la seccién 5.1.4 (completa
cuadrados si la curva viene en forma general).

5. Identificacion: nombre de la cénica y elementos: plano, centro o vértice, eje focal
(paralelo a qué eje), semiejes, vértices, focos; asintotas o directriz si aplica. Con la
tercera coordenada en cada punto.

6. Recorte: soLorian2010 sila extension (5.3.4) no cubre toda la conica, dilo: «arco de
paréabola», «semicircunferencia», «elipse sin los puntos ...».
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2. a) El plano XZ tiene normal j; 7 contiene las direcciones 'y J:

J
n=uxj=\4 -5
0 1

—>

= (=3,0,4).

S W A

Por Py: —=3(x — 2) + 4(z + 1) = 0, es decir, 3x — 4z — 10 = 0. (No tiene término en y,
como todo plano perpendicular al XZ.)

3. b) 0Py xii = (2,—1,-1) x (4,—5,3) = (=3 — 5, —4 — 6, —10 + 4) = (—8,—10,—6), de
moédulo /200 = 104/2; [i] = /50 = 5v/2.d = 2.

Resultado: 7: 3x —4z—10=0;d = 2.
Ejercicio 4.5.11 - Punto simétrico respecto a una recta
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 3.

Determine las coordenadas cartesianas del punto B, simétrico del punto A(0, 0, 1) respecto
. . > 2 [2 [2
alarecta L que contiene al origen y es paralela al vector u = (\/g , \/g , \/g )

Resolucion.
1. Recta: i es paraleloa (1,1,1): L: p=t(1,1,1).

OA-(1,1,1 —
2. Pie de la perpendicular: t = % = % M (% % %) Comprobacién: MA =
1 12\ 777 _
(—3,—5, 5) yMA (1, l, 1) =0.

3. Simétrico: M es el punto medio de AB: B=2M — A = (% % % - 1).

z

A(0,0,1)

|4

Resultado: B (% g —%)

Ejercicio 4.5.12 - Parametro para un angulo de 30° entre recta y plano
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 5.

SeanlarectaR: 3_+—x = # = %}rz y el plano 7 : x+By+z = 0. Determine el conjunto
de valores que puede tomar B para que Ry & formen un angulo de 30°.
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> s e . ’ . .
donde p es el vector de posicion del punto. Las ecuaciones paramétricas son las mismas
tres funciones escritas por separado:

x = x(t)
C: Jy=y@®)
z=2z(t)

Pasar de una forma a la otra es solo reescribir: las componentes del vector son las para-
métricas. Una misma curva admite muchas parametrizaciones distintas.

5.1.2 Curva en un plano paralelo a uno coordenado; ecuaciones cartesianas

Si una de las coordenadas es constante, por ejemplo z(t) = 3 para todo t, la curva esta en
el plano z = 3, paralelo al plano coordenado XY. Lo mismo con x = k (paralelo al plano
YZ) o y = k (paralelo al plano XZ).

Una curva en el espacio se describe en forma cartesiana con dos ecuaciones (dos superfi-
cies que se cortan en ella). Para una curva plana son la ecuacion del plano y la de la curva
dentro de él:
+2? x-1° _
C: 4 9 B
z=3

1

La primera ecuacion, sola, seria una superficie (un cilindro); la segunda la recorta al
plano. Por eso el examen pide «unas ecuaciones cartesianas» o «una pareja de ecuaciones
cartesianas»: siempre son dos.

5.1.3 Identidades para eliminar el parametro

Para obtener las ecuaciones cartesianas se elimina el parametro. Con funciones trigono-
métricas se despejan sent, cost, tant... y se usa una identidad:

sen’t + cos?t = 1, sec’t —tant = 1, csc?t —cot?t = 1,

1
csct = ——

COSZl’ZI—ZSCnZtZZCOSZt—l, .
sent

sen2t = 2sent cost,

Si aparece cost + sent y cost — sent, se usa (cost + sent)? + (cost — sent)? = 2. Si el
parametro aparece sin funciones trigonométricas (x = 2t, z = %) se despeja t de una
ecuacion y se sustituye en las otras.

5.1.4 Conicas en forma paramétrica

Las formas ordinarias de las conicas se repasan en la Unidad 1, Parte B. En un plano con
coordenadas (u, v) (dos de x, y, z; la tercera es constante), con centro o vértice (h, k):

Conica Paramétricas Cartesiana

Circunferencia u=h+rcost,v=k+rsent

(u—h?+@w-k)?=r
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Resultado: L: x = 2s, y = 2s, z = s (cortaa M en F(4, 4, 2)).

Ejercicio 4.5.16 - Plano en paramétricas, recta en forma general y recta perpendi-
cular

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 2.

Sean el plano 7 y la recta L dados por

x=1+r
x+y—z—13—0:O

T =2-r L:
Y Y 2x—=3y—2z=0

z=2r+s
a) Determine el angulo entre 7 y L. b) Obtenga unas ecuaciones cartesianas de la recta R
perpendicular a 7 que contiene al punto C, intersecciéon de 7 con L.
Resolucion.
1. Plano: vectores (1,—1,2) y (0,0,1); 7 = (1,—1,2)x(0,0,1) = (-1,-1,0), 0 (1, 1,0). Por
(1,2,0):7r: x+y—-3=0.
2. Recta:ii = (1,1,—-1)x (2,-3,-2) = (-2 —3, -2+ 2, =3 —2) = (=5,0,-5), 0 (1,0, 1).

[1+0+0 1 .
3. a)seng = ——— = —:p =30".
V242 2
4. Punto C: con x + y = 3 en la primera ecuacion de L,3 —z = l?(),z:—%;en la segunda,
—_2. —3.y=4 ,_35 54 1
2x =3y = 3,conx+y—3.y—3,x—3. (3,3, 3).
5. b) R tiene direccién 7 = (1, 1,0): x—g =y- g; z= —%.

Resultado: ¢ = 30°; R : x—ézy—g, z=—

1
3 3

Ejercicio 4.5.17 - Rectas y plano en un prisma

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 4.

En el paralelepipedo recto de la figura, la base ABFE es un cuadrado de lado 2 en el plano
z = 0, sus caras son paralelas a los planos coordenados y la altura es el doble del lado de
la base. Determine: a) una ecuacion vectorial de la recta L; que contiene a los vértices A y
G; b) unas ecuaciones paramétricas de la recta L, que contiene a F y a D; c) la ecuaciéon
cartesiana del plano 7 que contiene a A, Fy C.

! 7
! ’
D f /
N Cl»s
AN
N\
’
N
%4
N
I/
2 N\
/\E \\
P R
ad F
B
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9. Punto de larecta general sin comprobar. El punto obtenido con z = 0 debe satisfacer
las dos ecuaciones de los planos.

4.8 Formulario de emergencia de la unidad
% = y—Tyo = ? - general: 4 = 1y X .

. Plano:Ax+By+Cz+D:0,fi=(A,B,C)-ﬁ:ﬁo+r7i+szv,r_i:2ix77.

= Recta: p = py +tii -

» Paralelas: i x il, = 0 - perpendiculares: #; - i, = 0 (igual con normales). Recta || plano:

u-n=0;recta L plano: u xn = 0.

= Angulos: cosf = \‘gll.lzgll (rectas o normales) - recta—plano: sen¢ = %
11142
|Axp+Byy+Czp+D| [P,0xiil
- d(Qm) = PP g 1 = i
_ PPy xihy)| . |D1=Dy|
w d(Ly,Ly) = A - planos paralelos: o

R
= Posicion de dos rectas: u; x iy = 0 paralelas; si no, producto mixto = 0 se cortan, = 0 se
cruzan.

= Pie en unarecta: t = - simétrico: Q’ = 2M — Q.

PyQ-i
—=
Ui

4.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe de cada recta su punto y su vector, y de cada plano su normal, antes de cualquier
otra cosa; ordena las formas simétricas.

2. Haz un dibujo a mano alzada: qué es paralelo, qué se corta, qué distancia se pide.

3. Calcula los productos cruz con el determinante completo y comprueba el resultado
con un producto punto (debe dar 0 con cada factor).

4. Antes de un plano por dos rectas o de una distancia entre rectas o planos, decide la
posicion relativa.

5. Comprueba cada ecuacion de plano con un punto que no usaste y cada interseccion en
la ecuacién que no usaste.

6. Deja los resultados exactos y racionalizados; los angulos no notables, con ang cos o
ang sen.

Si el tiempo no alcanza, el punto y el vector de cada recta y la normal de cada plano, bien
escritos, ya son una parte importante del puntaje.
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Ejercicio propuesto 4.6.4
Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 3.

El vector normal N del plano 7 es perpendicular al vector v = (3, 5, 8). Ademas, 7 contiene
2-2x _ yt5 _ : .z .

— = —3 = 2 Determine una ecuacién cartesiana de 7.
Resultado: 7 : 29x + 5y — 14z —4 = 0.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 140.

alarectaL:

Ejercicio propuesto 4.6.5
Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 3.

x+3y—2=0

Sean la recta L : y el plano 7 : — 2x — 6y + 6z = 38. Determine la

z=7
interseccion de la recta con el plano.
Resultado: la recta esta contenida en el plano: la interseccién es toda la recta, x =
2+3t, y=-t, z=17.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 4.6.6

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 5.

Seanlasrectas M : x =3—-2ty;, y=—1+ty, z2=2t)yyN: x=—-1-ty, y = -3+tN, 2=
—4 + 2ty, y el plano 7 : 5x — y 4+ 2z — 2 = 0. Determine la ecuacion cartesiana del plano
7, paralelo a 7 que contiene al punto A, interseccién de las rectas M y N.

Resultado: A(—9,5,12); 11 : 5x —y + 2z + 26 = 0.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 141.

Ejercicio propuesto 4.6.7

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 6.

Determine la distancia entre los planos 77y : 2x +y +4z = 16 ymy: x = 4r —4s, y =
8s, z=2-—2r.

Resultado: d = %.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 141.

Ejercicio propuesto 4.6.8

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo A, problema 6.

Los puntos A(—1,1,1) y B(1,—2,0) pertenecen al plano =, que contiene al origen. Deter-
mine: a) una ecuacion vectorial y la ecuacién cartesiana de 7; b) la distancia del punto

C(3,0,—1) a ; ) las ecuaciones en forma simétrica de la recta L perpendicular a 7 que
contiene a C.

Resultado: p = r(—1,1,1) + s(1,-2,0), 7 : 2x+y+z=0;d:¥;L: x—;3:y22+1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 141.
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1. Forma simétrica ordenada:

— -2 — -2
L:x 4:)/ :z+5’ R:x 6:y :z+10‘

-1 4 3 1 —4 -3

Entonces Pr(4,2,—5), u, = (—1,4,3); Pr(6,2,—10), tig = (1, —4,-3) = —u;.

2. Posicion: dp = —i;: son paralelas (se cumple). Pg no esta en L (%1 =-2% % =0):
no coinciden.

3. Normal del plano: con PL—P; =(2,0,-5),

i
aLXPLPR =-1 4
2 0

k
3| =(=20, 1, -8).
-5

4. a)Conn = (20,-1,8) y P;: 20(x—4)—(y—2)+8(z+5) = 0, es decir, 20x—y+8z—38 = 0.
Comprobacién con Pg: 120 — 2 — 80 — 38 = 0.
5. b) Distancia de Py a L: el producto cruz ya esta hecho,

g PLPR> L _ 400+ 1+6d _ V465 _ [465
iz | JI+16+9 26 26
Resultado: 7 : 20x —y+8z—-38=0;d = % = “15290 =~ 4.2.

Ejercicio 4.5.3 - Recta interseccion de dos planos y punto mas préoximo

Adaptado de: ler final 2014-1, tipo A, problema 3.

Sean el punto Q(3,1,—2) ylosplanos 7 : —x—y+z+2=0ym: 2x+3y—4z—-7=
0. Determine: a) una ecuacién vectorial de la recta L interseccién de 7; y my; b) las
coordenadas del punto M de L mas proximo a Q; c) el coseno del angulo entre 7y y 7.

Resolucion.
1. Direccion: ni; = (—=1,-1,1), 11y = (2,3,-4),

ik
U=nxmp=-1 -1 1|=04-3,2-4,-3+2)=(1,-2,-1).
2 3 —4

2. Punto:conz =0:x+y =2y 2x+3y =7,dedonde y = 3, x = —1. Py(—1,3,0) cumple
las dos ecuaciones.
3.a)L: p=(-1,3,0)+t(1,-2,-1).

P()Q{l>

4. )P0 = (4,-2,-2);t = =iz

= =. Entonces

3
<
[oN

——

Comprobacién: MQ = (

Wi

4 _1 s=l_8,1_
,5,—§)yMQ~u—3 37370
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4. y: en (=4, 5], t* toma todos los valores de [0,25] (t = 0 da 0; t = 5 da 25). Entonces
25—t €[0,25]yy € [0,5].

5. z:z:2-ﬁ+l=2x+l;conxe[1,00),26[3,00).

Observacion. De z = 2x + 1 se ve que la curva esta en ese plano, que no es paralelo a
uno coordenado; el problema solo pide intervalos, no la identificacion.

Resultado: intervalo paramétrico (—4,5]; x € [1,0), y € [0,5], z € [3, ).

Ejercicio 5.5.4 - Parabola en el plano x = 5: de cartesianas a paramétricas
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 5.

SealacurvaC: x =5, y?> — 2y — 4z + 9 = 0. a) Obtenga unas ecuaciones paramétricas
de C. b) Determine una ecuacién vectorial de C. c) Identifique a C y bosqueje su grafica.

Resolucion.
1. Forma ordinaria: y> — 2y + 1 = 4z — 9 + 1, es decir, (y — 1)? = 4(z — 2).
2. a) Paramétricas: con y — 1 = 2t queda 4t? = 4(z — 2), z = 2 + t%

x =5, y=1+2t z2=2+1% teRr

Comprobacion: (1+2t)% —2(1+2t) —4(2+1%) +9 = 1+ 4t +4t* —2 -4t —8 -4 +9 = 0.
3. b) Vectorial: p = (5, 1 +2t, 2 +t2) = (5,1,2) + 2t j + t* k.
4. c¢) Identificacidén: parabola en el plano x = 5, vértice V(5, 1, 2), eje paralelo al eje z,
4p = 4, p = 1: abre hacia las z positivas; foco F(5, 1,3), directriz z = 1, x = 5; lado
recto 4.

Resultado: x =5,y = 1+2t,z =2 + £2; p=(,1,2)+2tj+ 2 lAc; parabola de vértice
(5,1, 2), eje paralelo al eje z, foco (5, 1, 3).
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Resultado: 7; : 4x —3y =0, 75 : y:4;9=angcos§;L: x=3,y=4,z=td=4.

Ejercicio 4.5.5 - Recta de interseccion, plano por dos rectas y angulo recta—plano

Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 3.

Sean la recta L, interseccion de los planos 77y : x—=3y+z+2 =0y m : x—4y+2z+1=0,y

el plano 73 que contiene a las rectas L : ﬁ =(1,1,4)+t(1,-1,5)y Ly : ﬁ =(-1,-1,-2)+

r(1,3,1). a) Determine las coordenadas del punto I de interseccién de L y 3. b) Obtenga

el coseno de uno de los angulos que forman L y 7.

Resolucion.

1. Recta L: (1,-3,1) x (1,-4,2) = (-6 +4, 1 — 2, —4 +3) = (-2,—1,—1); se toma
4 =1(211.Conz=0x—-3y =-2x—4y = —1,dedonde y = -1, x = —5.
L: p=(=5-1,0)+t(2,1,1).

2. Plano 73:
ik
Uy xty=1{1 -1 5|=(-1-15,5-1,3+1)=(-16,4,4).
1 3 1

Se comprueba que L; y L, son coplanares: PP, = (~2,-2,-6) y (=2,-2,-6) -
(—16,4,4) =32—-8-24=0.Con7i = (4,-1,-1) y (1, 1,4): 4(x—1)—(y—1)—(z—4) = 0,
esdecir,m3: dx—y—2z+1=0.

3. a)Enmy: 4(-5+2t) —(-1+t)—t+1 =6t —18 = 0, ¢t = 3. I(1, 2, 3); comprobacién:
4-2-3+1=0.

4. b)u-n=8-1-1=6, i =6, i = V18 = 3v/2:

6 1 _ 1_1_\/_6
cos@ =,/ 375

seng = ——— = —,
V6372 V3
Resultado: 1(1,2,3); cos¢ = \/TE, con ¢ el angulo entre L y 73 (el angulo entre L y la

normal tiene coseno g).

Ejercicio 4.5.6 - Punto mas cercano entre dos rectas y plano paralelo a ambas
Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 3.

Sean el punto A(1,-3,0) y las rectas

_—y-1_ 2,
-2 -1

L: x—3 y M: p=1(0,1,3)+1t(2,0,2), t €R.

Determine: a) las coordenadas del punto B de la recta L mas cercano a M; b) una ecuacién

cartesiana del plano 7 paralelo a L y a M que contiene al punto A.

Resolucion.

1. Datos de L: %;1 = x1 27;12 =z—2:L: x—-3= yTH =z-2,con P[(3,-1,2) y
i; = (1,2,1). De M: Py(0,1,3), tiys = (2,0,2).

2. Puntos genéricos: P(s) = (3+s, —1+2s,2+s) € Ly Q@) = (2t, 1, 3+ 2t) € M, con
OP=(3+s—2t, —2+2s, —1+s—20).
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5.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 5.5.1 - Parabola con coseno del 4ngulo doble

Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 5.

SealacurvaC: x = 4senf, y = 2cos20, z = 3; 6 > 0. a) Obtenga las ecuaciones
cartesianas de C y el intervalo de valores para x, y y z. b) Bosqueje la grafica de C en el
plano z = 3.

Resolucion.

1. a) Identidad: como x trae sen#, se usa cos 20 = 1 — 2sen” § con sen 6 = Z—C:

2 2
y=2(1—2~x—)=2—x— —

2
= —4(y-2).
7 2 x (y-2)

2. Cartesianas: C: x2 = —4(y — 2), z = 3. Parabola de vértice V(0, 2, 3), eje paralelo al
eje y, 4p = —4, p = —1: abre hacia las y negativas, foco (0, 1, 3), directriz y = 3, z = 3.

3. Intervalos (0 > 0 contiene periodos completos): —1 < senf < 1da x € [—4,4];
—1<cos20<1daye[-22];z=3.

4. Recorte: la parabola completa no tiene limite en x; aqui solo se recorre el arco con
|x| < 4, que va de (—4,-2,3) a (4, -2, 3) pasando por el vértice. Al crecer 6 el punto va
y viene sobre ese arco.

5. b) Bosquejo: el arco en el plano z = 3, con sus extremos.

Resultado: x> = —4(y — 2), z = 3: arco de paréabola con vértice (0,2,3); x € [—4,4],
ye[-2,2],z=3.

Ejercicio 5.5.2 - Elipse con suma y diferencia de seno y coseno

Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 4.

SealacurvaC: x = 2y2cos6 + 2/2senb, y= 3v3cos0 — 33 sen, z = 4. Determine
unas ecuaciones cartesianas de C e identifiquela.

Resolucion.
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2z—2
2

1. Datos de R: %;y =y+2y
up = (1,-1,1).

2. Direcciéon comun: tp xtg = (—-1—1, 3—1, 1+3) = (-2,2,4);se usaw = (1,—1,-2),
[w| = V6.

3. a) PLPr = (-2,-6,8), PLPp-w=—-2+6—16 = —12:

12
d=—==2V6.
J6

4. b) Los planos con normal w que contienen a cada recta son x — y — 2z = 13 (por P;:
3—-4+14)yx—y—2z =1 (por Pg: 1+ 2 — 2). El equidistante tiene el término medio:

=z—1: Pp(1,-2,1), dg = (3,1,1). De L: Pr(3,4,-7),

x —y — 2z = 7. Comprobacién: su distancia a Pj es 7 V6, la mitad de d.

J6
5. ¢) Perpendicular a las dos: direcciéon w. P : ﬁ =(2,3,-1) +t(1,-1,-2).

Resultado:d = 2V6; 7: x—y—2z—-7=0;P: p=(2,3,-1) +t(1,-1,-2).

Ejercicio 4.5.9 - Interseccién de dos rectas, plano que las contiene y distancia
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo C, problema 6.

SeanlasrectasL: 1—x = }17_3; z=4yR: p=(4—t, 12t 2+ 2t). Determine: a) si

existen, las coordenadas del punto I de interseccion de L y R; b) una ecuacién vectorial
del plano 7 que contiene a L y a R; ¢) la distancia del punto B(3,4,5) a L.
Resolucién.

1 Datos: L: = = 22 7= 4: P(1,3,4), i = (-1,2,0). R: Pp(4,1,2), iig = (1,-2,2).

2.a)1—s=4—-13+2s=1-2t,4=2+2t Delatercera, t = 1; de la primera, s = —2;
en la segunda, 3 —4 = —1 = 1 — 2: se cumple. I(3,—1,4).

3. b)Secortan; 7 : p = (3, —1,4)+r(—1,2,0)+s(—1, -2, 2). (Sunormal es tiy xzig = (4, 2,4):
2x+y+2z-13=0)

4. ¢)PB=(2,1,1),

. ik
PLBXIYL: 2 1 1 =(—2,—1,5), d:@:\@,
-1 2 0 J§

Resultado: I(3,—1,4); 7: p = (3,-1,4) +r(-1,2,0) + s(~1,-2,2); d = V6.

Ejercicio 4.5.10 - Plano perpendicular al plano X7 y distancia del origen a una
recta

Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 3.

Sealarecta [ : 24— 2yl _zH Obtenga: a) la ecuacién cartesiana del plano 7 que

5
es perpendicular al plano coordenado XZ y contiene a la recta L; b) la distancia del origen
alarecta L.
Resolucion.
2x—4 _ x— —y-1 _ y+1
5 = -5

1. Datos:T = —zy—

n 1 Py(2,-1,-1), 4 = (4,-5,3).
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5.3.3 Intervalo paramétrico soLO PLAN 2010

1. Si el enunciado da el intervalo, ese es; pasa al paso 4.

2. Para cada componente, escribe su condicion: radicando > 0 (o > 0 si la raiz esti en un
denominador), denominador # 0, puntos excluidos de tan, sec, csc, cot.

3. Intersecta las condiciones: t > —4 y —5 < t < 5 dan (-4, 5].

4. Escribelo con intervalos. Si es peridédico, da también un periodo que recorra la curva
una vez.

5.3.4 Extension (intervalos de variacion) soLo pLAN 2010

1. Para cada coordenada, calcula el recorrido de su funcién en el intervalo paramétrico.

2. Trigonométricas: parte de —1 < sent < 1 (o del intervalo de sent en el intervalo
dado), 0 < sen®t < 1, [sect| > 1, tant € R, y aplica las operaciones de la componente
(multiplicar por un negativo invierte la desigualdad).

3. Raices y cocientes: si la funcion es creciente o decreciente, evalia en los extremos del
intervalo y toma el limite en los extremos excluidos (x — oo cuando el denominador
tiende a 0).

4. La coordenada constante tiene un solo valor: z = 3.

5. Compara con la cénica completa: si la extension es menor, la curva es solo un arco.

5.3.5 Bosquejo en su plano

1. Traza los ejes x, y, z en perspectiva (x oblicuo hacia el frente).

2. Dibuja el plano de la curva (un paralelogramo) y una linea guia desde el centro o el
vértice hasta el plano coordenado.

3. Marca el centro (o vértice), los vértices y, si aplica, las asintotas de la hipérbola, con
sus coordenadas completas.

4. Traza la curva solo en la extension obtenida; los puntos excluidos, vacios.

5.3.6 De cartesianas a paramétricas

1. Lleva la ecuacidn de la curva a la forma ordinaria (completa cuadrados).

2. Usa la tabla de la seccién 5.1.4: en la elipse, u — h = acost y v —k = bsent; en la
paréabola (u — h)? = 4p(v — k), toma u — h proporcional a t de modo que v quede sin
fracciones (y — 1 =2t en (y — 1)? = 4(z — 2) da z = 2 + t2).

3. Sila cénica se da por sus elementos (centro, semiejes y a qué eje son paralelos), el
semieje paralelo a un eje multiplica a cost o sent en esa coordenada.

4. La coordenada constante es la tercera ecuacion. Escribe la ecuacion vectorial con 5.3.1
y comprueba sustituyendo en la cartesiana.

5.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Hipérbola con tangente y secante

Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 4.

Sea la curva C representada por la ecuacion vectorial p = (1+3 tan 6, —2+2secd, 3). a)
Obtenga el intervalo paramétrico. b) Determine una pareja de ecuaciones cartesianas
de C e identifiquela. c) Bosqueje C.

91



Unidad 4 - La recta y el plano en el espacio

Resolucion.
. ., —y—1 1 —z42 — +1 —2
1. D1recc1ondeR:f—1:yT i—lzz— R: X3y _ 22

- Ju=(-1,1,1).
2. Angulo recta-plano (seno): 7 = (1, B, 1),

-1 1

2.
1
i-n=-14+B+1=8:

B
sen30° = 1 1Bl

2 Bz B

3. Ecuacion: 2|B| = V3y2 + B2 = 4B = 6+ 3B? = B® = 6.
Resultado: B € {—6, 6}

Ejercicio 4.5.13 - Angulo e intersecciéon de una recta y un plano

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo A, problema 7.

R y__—35 = Z= y el plano 7 : x —y —z + 19 = 0. Determine: a) el
angulo entre L y r; b) las coordenadas del punto I de interseccién de Ly 7.

Sean larecta L :

Resolucién.

1. Datos: Z—;Z = %: Py(—3,5,2), 1 = (3,-3,-3), paralelo a (1,—1, —1). # = (1, —1,—1).

2. a) i = 31: la recta es paralela a la normal, es decir, perpendicular al plano. Con la
formula: seng = |?/;‘E| =1,¢=90".

3.b)ConL: (-3+t,5-t,2—-1t):(-3+t)-(5-)—-2-t)+19=3t+9=0,t=-3.
I(—6,8,5); comprobacién: —6 —8 — 5+ 19 = 0.
Resultado: ¢ = 90°; I(—6,8,5).

Ejercicio 4.5.14 - Punto de un plano mas cercano a un punto

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2024-1, tipo C, problema 6.

Obtenga las coordenadas del punto P del plano 7 : 3x — y + 2z = 4 mas cercano al punto

M(1,5,—4).

Resolucién.

1. Recta perpendicular por M: direccion i = (3,—1,2): (1 +3t, 5—t, —4 + 2t).

2. Interseccion con 7: 3(1+3t) — (5—1) +2(—4+2t) = 14t — 10 = 4,¢ = 1.

3. Punto: P(4,4,—2); comprobacioén: 12 — 4 — 4 = 4. (La distancia de M al plano es
[MP| = il = V14

Resultado: P(4,4, -2).

Ejercicio 4.5.15 - Recta por el origen que corta perpendicularmente a otra
Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 1.

Sealarecta M: x =4, y =5+1t, z=—2t. Obtenga unas ecuaciones paramétricas de la
recta L que contiene al origen y corta perpendicularmente a M.

Resolucién.

1. Datos: uy; = (0,1, —2); punto genérico de M: F(4, 5 +t, —2t).

2. Perpendicularidad: OF - Uyy=5+t+4t=0,t=-1,F(44,2).

3. Recta: por O y F, direccion (4,4,2),0(2,2,1).

80

Unidad 5 - Curvas en el espacio

Conica Paramétricas Cartesiana
Y N2
Elipse u=h+acost,v=k+bsent M+%=l
Eh 2 ( fk)Z
Hipérbola u=h+asect,v=k+btant (uz) - =
a b
2
Parabola u=h+t,v=k+L (w—h?=4p(v-k)

4p

En la elipse y la circunferencia, t € [0, 27) recorre la curva una vez. En la hipérbola,
e (—%, %) dalaramaconu >h+a(sect >0)yt e (%, 37”) la otra. El eje focal de la
hipérbola es el de la variable que lleva sec.

Elementos que se piden al identificar: centro (o vértice en la parabola), plano que la
contiene, semiejes a y b, vértices, focos (con =d®-b’enla elipse, c=d?+b%enla
hipérbola, p en la parabola), asintotas de la hipérbola y directriz de la parabola. Todos
son puntos o rectas del espacio: llevan la tercera coordenada constante.

5.1.5 Intervalo paramétrico SoLO PLAN 2010

soLo pLaN 2010 El intervalo paramétrico es el conjunto de valores del parametro para
los que la ecuacién vectorial esta definida: el dominio comiin de las tres funciones x(2),
(), z(¢). Si el enunciado da un intervalo (6 > 0, —% <t< %), es ese. Las restricciones

vienen de:

, ;1. . . 1.
= raices de indice par: \/u exige u > 0; en un denominador, —= exige u > 0;

Ju
» cocientes: denominador # 0; % excluye t = 0;
= trigonomeétricas: tant y sect excluyen t = % + ki; cott y csct excluyen t = k.
Con funciones periddicas basta dar un periodo que recorra la curva una vez (por ejemplo
[0, 27) sin los puntos excluidos), o todos los reales sin los puntos excluidos.

5.1.6 Extension: intervalos de variacién soLo pLAN 2010

soLopLaN 2010 La extension de la curva son los intervalos de variacion de x, y y z: el
conjunto de valores que toma cada funcion en el intervalo paramétrico (su recorrido). Es
lo que el examen llama «el conjunto de valores que pueden tomar las coordenadas».
La extension puede recortar la conica: las ecuaciones cartesianas describen la conica
completa, pero las paramétricas solo recorren una parte. Casos tipicos:

= y =2cos20, x = 4sen0: la cartesiana es una parabola completa, pero |x| < 4y y > —2;

solo se recorre un arco (figura del ejercicio 5.5.1);
" y=a—bsen2t: como 0 < sen’t < 1l,yvadea—baa;

= raices: y = 2sent,z = 2costcont € [—%, %] da z > 0: media circunferencia;
» puntos excluidos: z = 3 + ?ﬁe = 3 4 4senf no existe donde send = 0, asi que a la

elipse le faltan dos puntos.

5.2 Cémo reconocer el problema
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Resolucion.

1. Ejes: el enunciado no da coordenadas; se elige el origen en E, con los ejes sobre EA,
EF y EH (figura). Entonces A(2,0,0), B(2,2,0), F(0,2,0), D(2,0,4), C(2,2,4), G(0, 2,4),
H(0,0,4). Con otra eleccion los niimeros cambian, pero no el procedimiento.

2. a) AG = (=2,2,4),0 (=1,1,2): L; : p=(2,0,0) +#(—1,1,2).

3. b)FD=(2,-2,4),0(1,-1,2): Ly: x =5, y=2—s5, z=25.

4. ¢) AF = (-2,2,0), AC = (0,2,4); AF x AC = (8,8,—4), 0 (2,2,—1). Por A: 2(x — 2) +
2y —z = 0. Comprobacion conC: 4 +4—-4—-4=0.

Resultado: L, : p = (2,0,0)+t(=1,1,2);Ly: x =5, y = 2—s, z = 25; 71 : 2x+2y—2—4 =0

(con el origen en E).

4.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
secciéon E.4.

Ejercicio propuesto 4.6.1

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 4.

Sea el plano 7, perpendicular al plano cartesiano XY, que contiene a la recta L: p =
£(2,1,-3), y sea el plano 7 que contiene a las rectas Ly y Ly, paralelas a los vectores

Uy = 21+ k y iy = 51 + 4] + mk, respectivamente. Obtenga el conjunto de valores que
puede tomar m para que 7 y 7, formen un angulo de 90°.

Resultado: m = % (un solo valor).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 4.6.2
Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 4.

il

Sea el plano 7 que contiene a la recta L : X LR il 2;36 y es perpendicular al plano

2
XZ. a) Obtenga una ecuacion cartesiana de 7. b) Calcule la distancia del origen a .
Resultado: 7: x —z+8 = 0;d = 44/2.

S

— Resolucion en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 4.6.3

Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 4.

x_z
Seanlarectal: {# ¥3  yelplano 7 que contiene al punto Q(1,2,3) y es paralelo al
y=4

plano coordenado YZ. Determine el conjunto de valores de h para los cuales el angulo
entre Ly 7 es de 60°.

Resultado: 1 € {-3, 3}.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 140.
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Unidad 5 - Curvas en el espacio

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno obtendra ecuaciones
paramétricas y en forma vectorial de curvas en el espacio e identificara curvas
a partir de sus ecuaciones.

Plan 2016 (Calculo y Geometria Analitica, tema 6). No tiene objetivo
propio: el tema esta en los subtemas 6.12 («Representacion cartesiana, paramé-
trica y vectorial de las conicas») y 6.13 («Curvas en el espacio. Representacion
cartesiana, paramétrica y vectorial») del tema 6.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: en el Plan 2010, un problema en cada uno de los 9 finales revisados

(el problema 4 en los cinco mas recientes; el 5 o el 6 en los de 2012-1 a 2013-

1): intervalo paramétrico y extension (intervalos de variacion de x, y, z) en 6,

ecuaciones cartesianas e identificacién en 7 (hipérbola con sec y tan, parabola

con cos 20 o en el plano x = 5, elipse, circunferencia) y bosquejo en 4. En 8 de los

9 la curva esta en un plano paralelo a uno coordenado. El tercer parcial 2006-2

trae otros tres problemas. En el Plan 2016 sali6 1 vez en 39 finales (2° final 2016-1,

problema 5: hipérbola con sec y tan); el intervalo paramétrico y la extension solo

los evaluda el Plan 2010.

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad (Plan 2016: 45 minutos).
= Ruta corta:

1. Lee las secciones 5.1.3 y 5.1.4 (20 min): identidades y conicas en paramétricas.

2. Aprende el procedimiento 5.3.2 (eliminar el parametro e identificar) y sigue el
ejemplo 5.4 tapando la resolucion.

3. Resuelve los ejercicios 5.5.1 y 5.5.2 con cronémetro: 15 min cada uno, con
bosquejo.

4. Plan 2010: agrega los procedimientos 5.3.3 y 5.3.4 (intervalo paramétrico y
extension), el ejercicio 5.5.3 y los propuestos 5.6.1 a 5.6.3, que son problemas
completos de final.

5. Plan 2016: basta con los pasos 1 a 3 y el ejercicio 5.5.6.

5.1 Conceptos y expresiones
5.1.1 Ecuacidn vectorial y ecuaciones paramétricas

Una curva C en el espacio se describe con un parametro ¢ (o 0): a cada valor del parametro
le corresponde un punto P(x, y,z) de la curva. En forma vectorial,

C: p(t)= (x(t), (@), z(t)) =x@)i+y@®)j+z@) lAc,
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Ejercicio propuesto 4.6.9

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo D, problema 6.

Sean los planos 7y : 3x —y+3z—9=0ymy: x+ fy+z+ D = 0. Determine: a) el valor
de S para que 7y y 7, sean paralelos y el valor de D para que m, contenga al origen; b) la
distancia del origen a 7r1; ¢) una ecuacion vectorial de s;; d) unas ecuaciones paramétricas
de la recta L perpendicular a 7; que contiene al punto A(0, 0, 3).

Resultado: f = —%, D=0;d= %;79; ﬁ: (3,0,0) +r(1,3,0) +s(0,3,1); L: x=3t, y =
—t, z =3+ 3t.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 141.

Ejercicio propuesto 4.6.10
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo A, problema 7.

Sean los puntos A(2,1,—1) y B(—2,1,2) y el plano ; : 2x + 3y + 4z — 8 = 0. Determine:

a) unas ecuaciones cartesianas en forma simétrica de la recta L que contiene a A y es
perpendicular a 7;; b) la distancia de B a 7;; ¢) unas ecuaciones paramétricas del plano ,
que contienea By a L.

Resultado: L : XT_Z = rt_ ﬂ;d = @2”2 D x =242r—4s, y = 143r, z = —1+4r+3s.

3 4 29
— Resolucién en el Apéndice E, p. 141.
Ejercicio propuesto 4.6.11
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-2, tipo A, problema 7.
Sean los planos 71y : x =2y +3z—-1=0ym,: x—y—z+ 1= 0. Obtenga: a) el angulo
entre 7 y 7y; b) unas ecuaciones paramétricas de la recta L interseccion de m; y 7.
Resultado: 90°; L: x = —3+5t, y=—-2+4t, z=1.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 4.6.12

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2016-2, tipo A, problema 6.

Sean los planos 7y : 3x+2y+z+4=0ymy: x =4—3t—2r, y = 3t, z = 2r. a) Determine
la distancia entre 7; y m,. b) Obtenga unas ecuaciones paramétricas de la recta L que
contiene al punto P(2,3,—1) y es paralela a 7; y a 7.

Resultado: los planos no son paralelos: se cortan y su distanciaes 0; L: x =2+t, y =
3—-2t, z=—-1+1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 4.6.13

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2019-1, tipo A, problema 6.

Seanlarectal: x =1+4+2t, y=2—t, z=—2tyelplano 7 : 2x —3y+ 2z = —7. Obtenga:

a) las coordenadas del punto P de interseccion de Ly r; b) las coordenadas de un punto Q
de L que diste % unidades de 7.

V17
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Resultado: P(-1,3,2); 0(1,2,0) 0 OQ(-3,4,4).

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 4.6.14
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2018-2, tipo A, problema 6.

Sean las rectas L : XTH = %18 =2—-zyR: sz—_g = y7+8; z = —5. Obtenga: a) la distancia
entre Ly R; b) el coseno del angulo entre Ly R.
144205

Resultado: d = 6; cos0 = 205

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 4.6.15

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo C, problema 6.

Sealarecta L: 218

=y —8; z = 6. Obtenga las coordenadas del punto B de L que se
encuentra a 3 unidades del punto Q(—1, 3, 4).
Resultado: B(0,5,6) o B(—3,4,6).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 143.

Ejercicio propuesto 4.6.16
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2026-1, tipo A, problema 6.

Determine una ecuacion cartesiana de un plano que es perpendicular a larecta L : 7 =
(-1,8,1) +£(3,—2,6) y cuya distancia al origen es 7.
Resultado: 3x — 2y + 6z —49 =0 (0 3x — 2y + 62 + 49 = 0).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 143.

4.7 Errores frecuentes

PP 2— 2x—4
1. Leer mal la forma simétrica. En 4 — x, Ty o<
. . . .z X—X
directo: primero se deja cada fracciéon como - 2.

el punto y el vector no se leen

2. Coseno en el angulo recta—plano. El angulo entre i y 7i es el complemento del que
se pide; con i y 1 va seno.

3. Confundir las condiciones recta-plano. Recta paralela al plano: i - 7 = 0; perpendi-
cular: # || 7. Es al revés que entre dos rectas.

4. Plano por dos rectas paralelas con #; x i,. Ese producto es 0; el segundo vector es
P,P,.

5. Plano por dos rectas que se cruzan. No existe: antes de calcular el plano se revisa
con el producto mixto que las rectas sean coplanares.

6. Mismo parametro en las dos rectas. Al igualar paramétricas, cada recta lleva su
parametro (¢ y A); con el mismo se «pierde» la interseccion.

. . D,-D,| . .
7. Distancia entre planos que no son paralelos. % exige el mismo vector normal

en las dos ecuaciones; si no son paralelos, se cortan y d = 0 (propuesto 4.6.12).
8. Una sola soluciéon con valor absoluto. «El conjunto de valores» de un parametro o
«un punto a distancia k» casi siempre tiene dos respuestas.
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