Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

45°

Resultado: el semieje menor mide 2+/2.

1B.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.1B.

Ejercicio propuesto 1B.6.1
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2024-2, tipo A, problema 1.

Identifique la curva x* — y? + 8y — 17 = 0 y trace su gréfica.

Resultado: x? — (y — 4) = 1: hipérbola equilatera de eje transverso horizontal, C(0, 4),
V(£1,4), F (i\/i, 4), asintotas y = 4 + x.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 134.
Ejercicio propuesto 1B.6.2
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-1, tipo A, problema 1.

Obtenga la ecuacioén general de la circunferencia de radio 3 cuyo centro es el punto de
interseccion de la recta 2x — y — 6 = 0 con el eje de las ordenadas, y trace su grafica.

Resultado: x% + y% + 12y + 27 = 0.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 134.
Ejercicio propuesto 1B.6.3
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, serie de ejercicios de secciones conicas, ejercicio 1.

Determine si la ecuacién 4x? — 20x — 24y 4+ 97 = 0 representa una parabola y, en caso
afirmativo, obtenga las coordenadas de su vértice.

Resultado: Si: (x - g)z = 6(y — 3), con vértice (g 3).

24

CUADERNO DE ESTUDIO INTENSIVO

Curso de Emergencia

Geometria Analitica

Teoria breve, procedimientos y ejercicios de examen resueltos

Fritanga Collective

Version 0.2.0 - 2026 - CC BY-NC-SA 4.0



Indice

Indice

Presentacion y como usar este cuaderno

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen
Unidad 1 - Parte A - Introduccién a la Geometria Analitica (solo Plan 2010)
Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

Unidad 2 - Curvas en el plano polar (solo Plan 2010)
Unidad 3 - Algebra vectorial

Unidad 4 - La recta y el plano en el espacio

Unidad 5 - Curvas en el espacio

Unidad 6 - Superficies (solo Plan 2010)

Apéndice A - Formulario

Apéndice B - Examenes

Apéndice C - Fe de erratas

Apéndice D - Fuentes

Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

11

13

27

43

65

87

100

121

124

131

132

134

Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

Completar el cuadrado con m como letra:
2 m? m Y
(x +mx+r)—y =T = —_E_l (m #0).
4

m g bl
4Y 2"

Semieje transverso: el término positivo es el de x, asi que a® =

Condicidon: @ =3,dedonde m =6 0om = —6.

(€55 ) S

9
hipérbola equilatera con centro (=3,0) y @ = 3. (Conm = 0 la ecuacién serfa x>~ y? = 0,

dos rectas: caso degenerado.)

Comprobacién conm = 6: x> +6x—y? = 0da (x+3)>—y? = 9, es decir,

Resultado: m = 6 (también sirve m = —6).

Ejercicio 1B.5.6 - Semieje menor de una elipse girada soLo PLAN 2016

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2024-2, tipo A, problema 2.

s0L0 pLAN 2016 Determine la longitud del semieje menor de la elipse 3x2 + 2xy + 3y% = 32.

Resolucién.
1. Indicador: A=3,B=2,C =3;1 =4—36 =—32 < 0: elipse.
2. Angulo de rotacién: cot20 = ? = 0, asi que 20 = 90" y § = 45°, con
senf = cosf = g
3. Coeficientes nuevos:
r_g.1 L1 - 4 1 5.1 1_
A'=3 2+22+32—4, C—32 22+32—2

Comprobacién: A’ +C" =6 = A+C.Como D = E = 0, también D’ = E' =0y
F’ = -32.

. Forma ordinaria en el sistema girado:

2 2 vyt
X' +2y’""=32 = —4+—=1
8 16

. Semiejes: a’> = 16 (sobre el eje y’) y b® = 8 (sobre el eje x’):a = 4y b = 2/2.

Comprobacidn: el punto (2, 2), sobre la recta y = x (el eje x”), cumple 12 + 8 + 12 = 32
y esta a 24/2 del origen.
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Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

Resultado: centro C(—2,4) y radior = 2.

Ejercicio 1B.5.4 - Elipse por su centro y dos puntos

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-2, tipo C, problema 1.

Obtenga la ecuacion general de la elipse cuyo eje mayor es paralelo al eje de las abscisas,

si los puntos Q(6, 2) y R(3,4) pertenecen a ella y su centro es C(3, 2). Trace su grafica.

Resolucion.
_2)2 )2
1. Forma: eje mayor horizontal y centro (3, 2): % + % =1
2. Semieje mayor: Q(6, 2) tiene la misma ordenada que el centro, asi que esta sobre el
eje mayor: es un vérticeya =6 —3 = 3.
3. Semieje menor: R(3,4) tiene la misma abscisa que el centro: es un extremo del eje
menor y b =4 — 2 = 2. Se cumple a > b, como pide el enunciado.
. L (x=3) ) (=22
4. Forma ordinaria: ot = 1.

5. Ecuacién general: multiplicando por 36, 4(x — 3)2 + 9(y — 2)% = 36, es decir,

4x? —24x +36+9y> —36y+36—36 =0 = 4x°+9y* — 24x — 36y + 36 = 0.

. Elementos para la grafica: vértices (0, 2) y (6, 2); extremos del eje menor (3, 0) y (3,4);

¢ =+9—4=1/5 focos (3 £ +/5, 2). La elipse es tangente a los dos ejes coordenados.
y

R(3,4)

V, C 0=V

(3,0)

Resultado: 4x? + 9y — 24x — 36y + 36 = 0.

Ejercicio 1B.5.5 - Hipérbola con un parametro

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-1, tipo C, problema 1.

Calcule un valor de m de forma que la longitud del semieje transverso de la hipérbola
x% +mx — y? = 0 sea igual a 3.

Resolucion.
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Presentacion y como usar este cuaderno

1 Volver al indice

Este cuaderno esta pensado para quien tiene que aprobar Geometria Analitica en poco
tiempo: en un examen extraordinario, en un final o después de varias semanas sin estudiar
la materia.

Sirve a los dos planes de estudio de la Facultad:

= Plan 2010: la asignatura Geometria Analitica, con el programa aprobado en 2008. Seis
temas: introduccién, curvas en el plano polar, algebra vectorial, la recta y el plano en el
espacio, curvas en el espacio y superficies.
= Plan 2016: no hay una asignatura con ese nombre. La geometria esta en Calculo y
Geometria Analitica: el tema 1 (secciones conicas), el tema 6 (algebra vectorial, con las
cOnicas en forma paramétrica y las curvas en el espacio) y el tema 7 (recta y plano).
Los temas 2 a 5 son de calculo y estan en el cuaderno de Calculo Diferencial. Las curvas
polares y las superficies pasaron a Calculo Vectorial.
El cuaderno sigue el orden del programa de 2010 y marca lo que es de un solo plan:
0. Antes de empezar: qué viene en el examen y qué plan es el tuyo.
1. Parte A: Introduccidén a la Geometria Analitica (solo Plan 2010). Parte B: Secciones
conicas (Plan 2016; repaso para el Plan 2010).
. Curvas en el plano polar (solo Plan 2010).
. Algebra vectorial.
. Larectay el plano en el espacio.
. Curvas en el espacio.
. Superficies (solo Plan 2010).
Cada unidad se ensefa igual que en clase: objetivo, conceptos, ejemplo resuelto y ejercicios.
La diferencia es que todo esta recortado a lo que se pregunta en los exdmenes.

AN U W N

Plan 2016: dos cuadernos para un examen. El final de Calculo y Geometria Analitica

casi siempre tiene seis problemas: los cuatro primeros son de calculo y estan en Curso de

Emergencia, Calculo Diferencial; el 5 (vectores) y el 6 (recta y plano) estan en las Unidades

3y 4 de este cuaderno. Cuando trae siete, la geometria son el 6 y el 7 (Apéndice B). Entre

los dos cubren el examen completo.

Objetivo de la asignatura (programa).

= Plan 2010, Geometria Analitica: «<El alumno aplicara los conceptos fundamentales del
algebra vectorial en la solucién de problemas de geometria analitica tridimensional y
analizara las curvas y superficies cuando sus ecuaciones estén dadas en forma cartesiana,
vectorial o paramétrica.»

= Plan 2016, Calculo y Geometria Analitica: «El alumno analizara los conceptos fundamen-
tales del calculo diferencial de funciones reales de variable real y del algebra vectorial,
y los aplicara en la resolucion de problemas fisicos y geométricos.»

De donde salen los ejercicios.

= Plan 2010: los 9 examenes finales publicados de Geometria Analitica, de 2012-1
a 2014-2, y tres examenes parciales de 2005-2 y 2006-2 (de la versién anterior del
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programa, con los mismos temas). Ninguno tiene resolucién publicada.

= Plan 2016: los problemas de geometria de los 39 examenes finales de Calculo y
Geometria Analitica, de 2016-1 a 2026-2, y los de conicas de sus 12 primeros examenes
parciales, de 2024-1 a 2026-2. Ninguno tiene resolucién publicada.

= Todas las resoluciones de este cuaderno son propias y cada resultado se verifico
con algebra computacional.

= Cada ejercicio indica el examen del que se adapto; los del Plan 2016 dicen también la
asignatura. Los enunciados estan redactados de nuevo, con los mismos datos, y las
figuras estan redibujadas.

Sin calculadora. Ningiin examen reciente permite dispositivos electrénicos, y desde 2026
tampoco formulario: las resoluciones usan valores exactos (fracciones, radicales, angulos
notables). Un angulo que no es notable se deja indicado, como ang cos 3

Coémo usar este cuaderno

Cada unidad tiene la misma estructura:

1. Unrecuadro de Instrucciones de emergencia: cuanto sale en el examen de cada plan,
cuanto tiempo dedicarle y la ruta corta.

. Conceptos y expresiones, en tono de libro.

Como reconocer el problema: una tabla que lleva del enunciado al procedimiento.

. Procedimientos, paso a paso.

Ejemplo resuelto.

. Ejercicios de examen resueltos.

. Ejercicios propuestos, con el resultado. Las resoluciones completas estan en el Apén-
dice E.

8. Errores frecuentes, formulario de la unidad y procedimiento recomendado en

el examen.

Marcas de plan. Una unidad de un solo plan lo dice en su titulo. Dentro de una unidad
compartida, lo que es de un solo plan lleva el rotulo soLoPLAN 2016 0 SOLO PLAN 2010 : pOr
ejemplo, la rotacion de ejes de las conicas (solo Plan 2016) o el intervalo paramétrico de
las curvas en el espacio (solo Plan 2010).

Formato de cada resolucion. Planteamiento — pasos numerados — resultado en
negritas. En los problemas de «posicion relativa de dos rectas» y de «identificacién de
superficies», cada condicion se revisa por separado, con «se cumple» 0 «no se cumple».
Rutas de estudio. La Unidad 0 dice qué estudiar segin tu plan y propone, para cada plan,
una ruta de 5 semanas y otra de 2 semanas.

Regla de emergencia. Nunca dos dias seguidos sin estudiar. Un dia minimo (30 minutos
y un ejercicio) cuenta como dia cumplido.

Licencia

© 2026 luigisrs.me. Publicado por Fritanga Collective. Esta obra esta bajo una licencia
Creative Commons Atribucién-NoComercial-Compartirlgual 4.0 Internacional
(CC BY-NC-SA 4.0): https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.
0/deed.es

Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

. . 5
directriz x = =3 y

v cje y

(6,0)

Resultado: (y — 4)? = 2(x + 2): parabola con V(~2,4), F (—%, 4) y directriz x = —g, que
abre a la derecha.

Ejercicio 1B.5.3 - Centro y radio de una circunferencia
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2024-2, tipo C, problema 2.

Determine las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia (2x +4)% +(2y —8)? =
16.

Resolucion.
1. Factorizar el 2 de cada paréntesis: 2x + 4 = 2(x + 2) y 2y — 8 = 2(y — 4), asi que
4(x +2)2 +4(y — 4)% = 16.

2. Forma ordinaria: dividiendo entre 4, (x + 2)? + (y — 4)? = 4.
3. Elementos: C(—2,4) y r = 2. Como |h| = r, la circunferencia es tangente al eje y en
(0,4). (Ecuacién general: x + y? + 4x — 8y + 16 = 0.)

y

(=2,6)

C(-2,4) (0,4)

(-2,2)
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Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

y=-x-1 .
(0.2 +V10)

y=x+5

Resultado: (y — 2)? — (x + 3)? = 1: hipérbola equilatera con C(-3,2), V(-3,3) y (-3, 1),
F (—3, 2+ \@) asintotas y =x+5,y=—x— 1.

También en: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-2, tipo B, problema 1 (x2 -
y% 4+ 6x + 4y + 6 = 0 es la misma ecuacion multiplicada por —1).

Ejercicio 1B.5.2 - Parabola de eje horizontal
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2026-2, tipo C, problema 1.
Trace la grafica de la cénica y? — 2x — 8y + 12 = 0.

Resolucion.

1. Identificacién: solo y aparece al cuadrado: parabola de eje horizontal.
2. Completar el cuadrado:
y2—8y+16=2x-12+16 = (y—4)>=2(x+2).

3. Elementos: V(-2,4);4p =2, p = % > 0: abre a la derecha. Foco F (—% 4), directriz
5 _3 _3
x=-3,eey= 4, lado recto 2 con extremos ( > 3) y ( > 5).
4. Intersecciones: con x = 0, y2 —8y+12=0,y=2yy=6;cony=0,x =6.
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Puedes copiarla, distribuirla y adaptarla con fines no comerciales, siempre que cites al
autor (luigisrs.me) y compartas las adaptaciones con la misma licencia.

Los enunciados de los examenes se citan como fuente y pertenecen a sus autores. Las
referencias completas estan en el Apéndice D.



Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

1 Volver al indice

Instrucciones de emergencia

= Tiempo: 30 minutos, mas el repaso exprés de la seccion 0.6 si hace falta. Léela
completa antes de cualquier otra unidad.

= Para qué: saber qué plan es el tuyo, qué unidades estudiar y en qué orden.

= Sieres dela Generacién 2027 o posterior, tu plan es el 2026: usa Curso de Emergencia,
Algebra y Geometria Analitica.

0.1 ;Qué plan es el tuyo?

La geometria analitica se ensefia con dos planes de estudio, y en cada uno con otra

organizacion:

= Plan 2010: es una materia propia, Geometria Analitica, de primer semestre. Su examen
trae curvas polares, vectores, recta y plano, curvas en el espacio y superficies.

= Plan 2016: la materia de primer semestre es Calculo y Geometria Analitica. Sus temas
2 a 5 son de calculo (cuaderno de Célculo Diferencial); los temas 1, 6 y 7 son los de este
cuaderno: secciones conicas, algebra vectorial, y recta y plano. Las curvas polares y las
superficies son temas de Calculo Vectorial.

= Coémo saberlo: lo dice tu historia académica, que indica el plan de estudios de tu
carrera y el nombre de la materia que debes. Si ingresaste antes de 2016, casi seguro es
el Plan 2010. Confirmalo antes de inscribir el examen: el temario cambia.

Plan 2010: Geometria Analitica

Plan 2016: Calculo y Geometria
Analitica

Estudia

No estudies

El examen trae

Este cuaderno
cubre

Unidades 2 a 6; la 1B como
repaso de las formas ordinarias
— (la 1A solo se lee)

polar, vectores, recta y plano,
curva en el espacio, superficie
por generatrices e
identificacién de cuédricas (6 a
8 problemas, 2 h)

todo el examen

Unidades 3 y 4; la 1B si
presentas parciales; la 5, breve
Unidades 1A, 2 y 6 (solo Plan
2010)

problemas 1 a 4 de calculo (otro
cuaderno), 5 vectores y 6
rectay plano (2 h)

2 de los 6 problemas

Si tu plan es el 2016: lo que falta. Los problemas 1 a 4 del final (funciones, limites y
continuidad, derivadas, variacion) estan en Curso de Emergencia, Calculo Diferencial. Entre
los dos cuadernos cubren el examen completo. Las secciones conicas (Unidad 1, Parte B)
salen en el primer examen parcial, no en el final.

Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

5. Puntos para la grafica: con x = 0,2y +3 =0y y = —%; por simetria respecto al

eje, también pasa por (1, —%) Cony =0, 8x% — 8x + 3 = 0 tiene discriminante
—32 < 0: no corta al eje x.

y

abre hacia abajo
=-1
T

ejex = -

2
Rbes.ultado: (x - %) = —i (y + %), parabola con vértice (%, —%) que abre hacia
abajo.

1B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 1B.5.1 - Hipérbola de eje vertical

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-2, tipo A, problema 1.

Trace la grafica de la curva —x%+3? —6x—4y—6 = 0, indicando sus elementos geométricos
caracteristicos.

Resolucion.

1. Identificacién: A = —1 y C = 1 tienen signos contrarios: hipérbola.
2. Completar cuadrados:

(y2—4y)—(x2+6x):6
(P —4y+4)—(x*+6x+9)=6+4-9
y-2P—-(x+3)2=1

3. Elementos: el término positivo es el de y: eje transverso vertical. C(-3,2), a = 1,
b = 1 (equilatera), ¢ = /2. Vértices V;(—3, 3), Va(-3, 1); focos F (—3, 2+ \/E) asintotas

- P - . W,
y- —t(x+3),esdec1r,y—x+5yy——x—l,ladorecto7—2,e—ﬁ.
4. Intersecciones: con x = 0, (y —2)> = 10, y = 2+ 10; con y = 0, (x + 3)> = 3,
x=-3+43



Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

3.

4.

Usa cada punto dado para obtener una incdégnita: un punto sobre el eje de simetria da
directamente un semieje.
Desarrolla si se pide la ecuacién general.

1B.3.4 Cénica con un parametro

1.
2.
3.

Completa cuadrados dejando el parametro como letra.
Escribe el elemento pedido (semieje, radio, foco) en términos del parametro.
Iguala al valor dado y resuelve; revisa que cada solucién dé una cénica del tipo pedido.

1B.3.5 Identificacion y rotacion de ejes soLo PLAN 2016

1.

2.
3.

Calcula I = B? — 4AC y nombra la cénica.

Obtén 0 de cot 20 = 2=C (si A = C, § = 45°).

Sustituye x = x’ cos@ — y” sen, y = x” send + y’ cos b, o usa las férmulas de A" y C’
y comprueba A’ + C’ = A+ C.

. Completa cuadrados en x’, y’ si quedan términos lineales y lee los elementos en el

sistema girado.

1B.3.6 Forma paramétrica y vectorial

1.
2.

3.

Escribe la forma ordinaria.

Iguala cada fraccion al cuadrado de cost, sent, sect o tant segun la tabla de la seccién
1B.1.9.

Escribe F(t) = x(t)1 + y(t) j con el intervalo de t.

1B.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Parabola: forma ordinaria y grafica

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-1, tipo D, problema 1.

Escriba la ecuacién ordinaria de la conica 8x? — 8x + 2y + 3 = 0 y trace su grafica.
Resolucién.

1. Identificacidn: solo x aparece al cuadrado (C = 0): es una parabola de eje vertical.
2. Completar el cuadrado:

8(x2—x)=—2y—3
8(x*—x+7)=-2y-3+2
s(x-1) = —zy-1=-2(y+1).

3. Forma ordinaria: dividiendo entre 8,

1\2 1 1
(x=3) =-31(r+3)-
11 1 1 . . 19
4. Elementos: V(E’_E); 4p = P = abre hacia abajo. Foco F(E’_E)’
directriz y = —%, ejex = %, lado recto i.

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Las unidades de un solo plan lo dicen en su titulo, y las secciones de un solo plan llevan
el rétulo soLOPLAN 2016 O SOLO PLAN 2010 .

0.2 Cémo es el examen

Segun los 9 finales del Plan 2010 (de 2012-1 a 2014-2) y los 39 finales de Calculo y Geometria
Analitica (de 2016-1 a 2026-2):

= Duracién: 2 horas (2.5 horas en los finales del Plan 2010 de 2012).
= Problemas: Plan 2010, de 6 a 8 con puntos impresos que suman 100; Plan 2016, 6 (7 en
cuatro finales), dos de ellos de geometria.
= Material: ninguno. Los examenes dicen «No se permite el uso de algtin dispositivo
elgectrénico» g desde 2026, tampoco formulario. Los resultados se dejan exactos: J14,
Jog> ANgCOS 5. No hace falta sacar decimales.
= Plantilla fija: los temas salen siempre en el mismo orden.
« Plan 2010: curva polar (problema 1), dlgebra vectorial (a veces dos problemas), recta y
plano (a veces dos), curva en el espacio, superficie por generatrices (cono o cilindro)
e identificacién de cuddricas. Cuando un tema trae dos problemas, los nimeros de
los siguientes se recorren: la curva en el espacio es el problema 4, 5 0 6.
« Plan 2016: (1) a (4) calculo, (5) vectores, (6) recta y plano. En los finales de 7 problemas,
vectores y recta y plano son el 6 y el 7.

0.3 Qué tan seguido sale cada tema

Unidad Tema Plan 2010 (9 finales) Plan 2016 (39 finales)

1A Introduccién 0 —

1B Secciones conicas 0(seusanen 2,5y 6) 0;enlos 12 primeros
parciales, 14
problemas

2 Curvas en el plano polar 9de9 — (Célculo Vectorial)

3 Algebra vectorial 9 de 9 (11 problemas) 38 de 39

4 Recta y plano 9 de 9 (13 problemas) 39 de 39

5 Curvas en el espacio 9de9 1de 39

6 Superficies 9 de 9 (16 problemas) — (Célculo Vectorial)

Observaciones:

= Plan 2010: todas las unidades salen en los 9 finales y ninguna se puede saltar. La
Unidad 6 vale dos problemas (un tercio del examen): una superficie por generatrices y
la identificacién de tres o cuatro cuédricas.
= Plan 2016: las Unidades 3 y 4 son los problemas 5 y 6 en 34 de los 39 finales, un tercio
del examen. En los cuatro finales de siete problemas (1er final 2017-1 y 2017-2, tipo A;
ler final 2018-2, tipo A; 2° final 2017-2) son el 6 y el 7, y en el 2° final 2016-1 el problema
5 es una curva en el espacio (Unidad 5). Lo que maés sale:



Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

« vectores: area de un paralelogramo o un tridngulo, componente escalar o vectorial,
coordenadas de un punto en una figura y volumen con el producto mixto;

« recta y plano: plano que contiene dos rectas o una recta y un punto, distancias
de un punto a un plano o a una recta, rectas y planos perpendiculares, angulos e
intersecciones.

= Nunca se evalfan: la historia y las geometrias no euclidianas (Unidad 1A), las superfi-
cies regladas o de revolucion por nombre y las ecuaciones paramétricas de las cuadricas
fuera de los conos y cilindros.

0.4 Orden de estudio

El cuaderno sigue el orden del programa, pero conviene estudiar por peso y por depen-
dencia: la Unidad 3 (vectores) se usa en todas las demas; la recta y el plano, las curvas en
el espacio y las superficies por generatrices son vectores aplicados. En el Plan 2010, la
Unidad 6 va antes que la 5 porque vale el doble.

Semana  Plan 2010 Plan 2016

1 Unidad 0 y Unidad 3 Unidad 0 y Unidad 3

2 Unidad 4 Unidad 4
Unidad 1B (formas ordinarias) y Unidad 1B (si presentas parciales) y
Unidad 6 Unidad 5, breve
Unidades 5y 2 Cuaderno de Célculo Diferencial

5 Simulacros del Plan 2010 (Apéndice ~ Simulacro completo: problemas 1 a 4
B) del otro cuaderno y 5y 6 de este

(Apéndice B)

Ruta de 2 semanas.

= Plan 2010. Primera semana: Unidades 3 y 4 y la identificacién de cuéadricas (Unidad 6).
Segunda semana: superficies por generatrices (Unidad 6), Unidades 5 y 2 y un simulacro.

= Plan 2016. Las Unidades 3 y 4 van en la primera mitad de la ruta corta del cuaderno
de Calculo Diferencial. Para un final o un extraordinario, salta las Unidades 1B y 5.

En cada unidad, la ruta corta del recuadro de instrucciones dice qué leer primero. Si

el tiempo no alcanza, se recorta dentro de cada unidad, nunca una unidad de tu plan

completa:

1. la Unidad 1A vy las superficies de revolucion y regladas (Unidad 6);

2. las conicas con rotacion de ejes (Unidad 1B), salvo que presentes el primer parcial del
Plan 2016;

3. las cénicas en coordenadas polares (Unidad 2), que salieron una sola vez.

0.5 En el examen (120 minutos)

1. Lee todo el examen (5 minutos) y reparte el tiempo: unos 18 minutos por problema; en
el Plan 2010, un poco mas para los dos de superficies.

Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

1B.2 Como reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
una ecuacion general sin término xy y completar cuadrados, 1B.3.1, 1B.3.2
«forma ordinaria», «identifica», «traza nombrar la conica y
la grafica» graficar
«indicando sus elementos» centro, vértices, focos, 1B.3.2
asintotas, directriz
«centro en...», «pasa por...», «radio...» construir la ecuaciéon 1B.3.3
un coeficiente literal (m, k) y una ecuacion para el parametro  1B.3.4
longitud dada
SOLO PLAN 2016 término xy, «semieje» de  indicador y rotacion 1B.3.5
una coénica girada
«forma paramétrica», «forma vectorial» ~ paramétricas de la conica 1B.3.6

1B.3 Procedimientos

1B.3.1 De la ecuacion general a la forma ordinaria

1. Agrupa los términos en x y los términos en y; pasa la constante al segundo miembro.

2. Factoriza el coeficiente del cuadrado de cada grupo: 8x? — 8x = 8 (x2 - x), —x2—6x =
- (x2 + 6x).

coeficiente de x |

3. Completa el cuadrado dentro de cada paréntesis sumando ( > ) , y suma al
segundo miembro lo mismo multiplicado por el factor de fuera.

4. Divide entre el segundo miembro para que quede 1 (elipse, hipérbola) o despeja el
término lineal (parébola: (x — h)? = 4p(y — k)).

5. Comprueba desarrollando la forma ordinaria: debe dar la ecuacién general (o un
multiplo de ella).

1B.3.2 Elementos y grifica

1. Nombra la cénica y la direccion de su eje (focal, mayor o transverso).

2. Lee (h,k) con su signo: (x + 3% dah=-3.

3. Calcula a, b, c (0 p) y escribe los elementos: vértices, focos, asintotas o directriz, lado
recto.

4. Para graficar: marca el centro o vértice, los vértices y extremos del lado recto o eje
menor; en la hipérbola dibuja primero el rectingulo de lados 2a y 2b y sus diagonales
(las asintotas).

5. Si es rapido, agrega las intersecciones con los ejes (haz x = 0 0 y = 0 en la ecuacién
general).

1B.3.3 Cénica dada por condiciones

1. Elige la forma ordinaria que corresponde a los datos (circunferencia; elipse con eje
mayor horizontal o vertical, etc.).
2. Sustituye el centro o vértice dado.
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Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

1B.1.8 Rotacion de ejes soLo PLAN 2016

soLo pLAN 2016 El término Bxy indica que los ejes de la conica estan girados. Si se giran
los ejes coordenados un angulo 0, las coordenadas viejas (x, y) y las nuevas (x’,y") de un
mismo punto cumplen

x =x"cosf —y senb, y =x"senf + y’ cosf.

El término x”y” desaparece si se elige

A-C

cot 20 = 5 0° <60 <90°%;

en particular, si A = C, § = 45°. Los coeficientes nuevos son

A’ = Acos?0 + Bsenf cos @ + Csen? 6,

C’ = Asen?0 — Bsenfcos6 + C cos® 9,
con A’ +C’ = A+ C como comprobaciéon, D’ = Dcos0+ Esen6, E' = —Dsen0 + E cos 0
y F’ = F. Por ejemplo, 2xy = 1 tiene A=C = 0,asique § = 45°, A’ =1,C" = =1y queda
x - y’2 = 1: una hipérbola equilatera con vértices sobre la recta y = x. Véase la figura
del ejercicio 1B.5.6.
1B.1.9 Forma paramétrica y vectorial

Con las identidades cos® t + sen®t = 1 y sec?t—tan®t = 1, cada forma ordinaria se escribe
con un parametro:

Forma ordinaria Paramétricas

(x—h?+(@y-k?=r? x =h+rcost,y =k+rsent

b Ok

~ = =1 x=h+acost,y=k+bsent
“y2 Ay

%—(yzk) =1 x=h+asect,y =k +btant
a ., b ,

(y;Zk) - (x;z,h) =1 x=h+btant,y =k +asect

(y —k)? = ap(x — h) x=h+i—;,y=k+t

En la circunferencia y la elipse, t € [0,27) recorre la curva una vez; en la hipérbola,
e (—%, %) da la rama de la derecha (o la de arriba) y ¢t € (%, 37”) la otra. La forma
vectorial junta las dos paramétricas en un vector de posicion: la elipse del ejercicio 1B.5.4
es

7(t) = (3+3cost)i+ (2+2sent)], t € [0, 27).

El camino inverso, eliminar el pardmetro con esas identidades, es el tema de la Unidad 5,
donde la cénica vive en un plano paralelo a uno coordenado.
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Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

2. Empieza por lo mecanico: los productos punto, cruz y mixto, las ecuaciones de planos
y la identificacién de cuadricas. Deja para después el bosquejo de la curva polar y la
superficie por generatrices, que piden mas planteamiento.

3. Escribe el planteamiento antes de operar: qué vector es normal, qué punto esta en la
recta, qué parametro se elimina.

4. Cada inciso se califica por separado. Si un inciso no sale, usa un valor razonable en el
siguiente y dilo.

5. Comprueba al final: sustituye los puntos dados en la ecuacion del plano o de la recta,
revisa que el producto punto de dos vectores perpendiculares dé 0, y que la ecuacion
cartesiana de una curva o superficie se cumpla con un punto de las paramétricas.

0.6 Repaso exprés

Cuatro herramientas que se usan en todo el cuaderno. El Plan 2010 ve los determinantes
en Algebra, el mismo semestre: aqui basta saber calcularlos.

Determinantes de 2x2 y de 3x3.

ap a; as
a b b, b by b b, b
=ad — bC, bl bz b3 =a 2 3 - 1 3 + as 1 2 .
c d o ) g o
G G G

Se desarrolla por el primer renglén con signos + — +. Ejemplo:

1 2 0
3 -1 2/=1(-4-2)—2(12-0)+0=—6—24 = —-30.
0 1 4

Propiedades ttiles: si dos renglones son iguales o proporcionales, el determinante vale
0; intercambiar dos renglones cambia el signo. El producto cruz (Unidad 3) es un deter-
minante con i, ], k en el primer renglén, y el producto mixto es el determinante de las
componentes de los tres vectores.

Completar cuadrados. Para ax? + bx con a # 0:

2
ax2+bx:a(x+£) - E
2a 4a
Ejemplo: x2 —6x = (x —3)? —9;4y* + 8y = 4 [(y +1)2 - 1] = 4(y+1)? — 4. Es el paso que
lleva una cénica (Unidad 1B) o una cuadrica (Unidad 6) a su forma ordinaria: se completa
el cuadrado en cada variable por separado y lo que sobra se pasa al otro lado.
Valores exactos.

0 0° 30° 45° 60° 90°
1 V2 ¥3

sen 0 0 } \/77 7 1
3 2 1

cos 6 1 7 7 E 0

tan @ 0 ‘/; 1 NE} -




Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

1

Para otro cuadrante se usa el angulo de referencia y el signo del cuadrante: cos 120° = —3»
sen210° = —%, cos315° = \/75 En las curvas polares (Unidad 2) los angulos van en grados.

Identidades para eliminar un parametro.

sen?t + cos?t = 1, sec?t — tan®t = 1, csc?t — cot?t = 1,

cos2t = cos’t —sen?t =1—2sen’t = 2cos?t — 1, sen 2t = 2sent cost.

2 _1)\2
Six =h+acostyy=k+bsent, entonces (xa_—zh) + % = 1 (una elipse); con sec y tan
sale una hipérbola (Unidades 1B y 5).

0.7 Formulario de emergencia

El formulario de todas las unidades esta en el Apéndice A. El examen no permite for-
mulario: conviene escribirlo a mano, desde cero, unos minutos cada dia, hasta saberlo de
memoria.
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Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

El denominador mayor es a? e indica la direccién del eje mayor. Los elementos son:

w 2=a®—p? (distancia del centro a cada foco);

= vértices a distancia a del centro sobre el eje mayor; extremos del eje menor (covértices)
a distancia b;

= focos a distancia ¢ sobre el eje mayor;

» lado recto 27172; excentricidad e = f—l < 1.

Sia = b, es una circunferencia. Véase la figura del ejercicio 1B.5.4.

1B.1.5 Hipérbola

Es el conjunto de puntos cuya diferencia de distancias (en valor absoluto) a dos focos es
constante, 2a. El término positivo indica la direccién del eje transverso, el que contiene
a los vértices:
(x—h? (-k?
= "z !
a b
G-k c—h?
a? b?
Aqui a es el semieje transverso y b el semieje conjugado; a puede ser menor que b.
Los elementos son:
w ?=a+ b
= vértices a distancia a del centro y focos a distancia c, sobre el eje transverso;

(transverso horizontal),

1 (transverso vertical).

= asintotas y —k = ig(x — h) (transverso horizontal) o y — k = i%(x — h) (transverso
vertical); se obtienen igualando a cero el primer miembro de la forma ordinaria;

2
» lado recto %; excentricidad e = f—l > 1.

Sia = b, la hipérbola es equilatera y sus asintotas son perpendiculares (pendientes +1).
(x=h)* _ (y=k)® (y=k)® _ (x=h)
2 2 b2

—— = l: tiene las mismas

=1les

La hipérbola conjugada de
asintotas. Véase la figura del ejercicio 1B.5.1.

1B.1.6 Casos degenerados

Si al completar cuadrados el segundo miembro resulta 0 o de signo contrario al esperado,

2 12
la ecuacién no es una cénica propia: (x — h)? +(y —k)> =0 o (xa—zh) + (yb—zk) =0esun

Ge=h)® _ (=k)?
b2

punto y con —1 no tiene puntos reales; =z = 0 son dos rectas que se cortan;

(x — h)? = ¢ son dos rectas paralelas (c > 0), una recta (c = 0) o nada (c < 0).

1B.1.7 Indicador soLo pLAN 2016

soLo pLaN 2016 Cuando B # 0, el tipo de conica se lee del indicador (o discriminante)

I=B2—-4AC : I <0 elipse, I = 0 parabola, I > 0 hipérbola,

salvo casos degenerados. Con B = 0 se reduce a la tabla de la seccién 1B.1.1: I = —4AC.
El indicador no cambia al girar los ejes.
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Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

Coeficientes (con B = 0) Coénica
A=C=#0 circunferencia
A o Cigual a 0 (no los dos) parabola

Ay C del mismo signo, A = C elipse

Ay C de signos contrarios hipérbola

Para conocer sus elementos se pasa a la forma ordinaria completando cuadrados (proce-
dimiento 1B.3.1). En todo lo que sigue, (h, k) es el centro (o el vértice, en la parabola).

1B.1.2 Circunferencia
Es el conjunto de puntos a distancia r del centro C(h, k):
(x—h)? + (y- k)? =2
Desarrollada, x2 + y? + Dx + Ey + F =0 conh = —g, k= —g yr? = h? + k% — F. Véase
la figura del ejercicio 1B.5.3.
1B.1.3 Parabola

Es el conjunto de puntos que equidistan de un punto fijo, el foco F, y de una recta fija, la
directriz. El vértice V(h, k) esta a la mitad, a distancia |p| de cada uno.

Eje horizontal Eje vertical

Ecuacién (y—k)? = 4p(x —h) (x —h)? = 4p(y — k)

Abre aladerechasip>0,ala hacia arriba si p > 0, hacia abajo
izquierda si p < 0 sip<O

Foco (h+p, k) (h, k+ p)

Directriz x=h-p y=k-p

Eje y=k x=h

Ellado recto es la cuerda que pasa por el foco perpendicular al eje; mide |4p| y sus extremos
estan a |2p| del foco. Ayuda a trazar la grafica con su abertura correcta. Excentricidad:
e = 1. Véanse las figuras del ejemplo 1B.4 y del ejercicio 1B.5.2.

1B.1.4 Elipse

Es el conjunto de puntos cuya suma de distancias a dos focos es constante, 2a. Con centro
C(h, k), semieje mayor a y semieje menor b (a > b > 0):
(x—h?  G-k?_
& e
(x—h?  G-k?
- - 4= =
b? a?

1 (eje mayor horizontal),

1 (eje mayor vertical).

Unidad 1 - Parte A - Introduccion a la Geometria Analitica (solo Plan 2010)

Unidad 1 - Parte A - Introduccion a la Geometria Analitica (solo
Plan 2010)

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura, Plan 2010). El alumno identificara
los antecedentes histdricos y principios de la geometria analitica: Geometria
Euclidiana y geometrias no Euclidianas.

Instrucciones de emergencia

= Plan: solo Plan 2010. En el Plan 2016 la Unidad 1 es «Secciones conicas»: salta a
la Parte B.

= Frecuencia: no aparece en ninguno de los 9 finales del Plan 2010.

= Tiempo: 15 minutos de lectura. No tiene ejercicios, pero la seccién 1A.2 (coorde-
nadas en el espacio) se usa en todo el cuaderno.

1A.1 Breve resefia historica

= La geometria euclidiana. Hacia el afio 300 a. C., Euclides reuni6 en los Elementos la
geometria de su tiempo: a partir de unas cuantas definiciones y cinco postulados dedujo,
con demostraciones, todos los teoremas sobre rectas, tridngulos y circunferencias. El
quinto postulado (por un punto exterior a una recta pasa una sola paralela, en la forma
de Playfair) parecia menos evidente que los otros cuatro, y durante dos mil afios se
intenté demostrarlo a partir de ellos.

= Las cénicas. Apolonio de Perga (siglo III a.C.) estudi6 la elipse, la parabola y la
hipérbola como cortes de un cono por un plano y les dio sus nombres (Unidad 1B).

» La geometria analitica. En el siglo XVII, Descartes y Fermat, cada uno por su lado,
asociaron a cada punto del plano un par de numeros y a cada curva una ecuacién. Con
eso, un problema de geometria se resuelve con algebra, y una ecuacion se ve como
curva. Es la idea de todo este cuaderno: la recta es una ecuacion de primer grado; las
conicas, ecuaciones de segundo grado.

= Los vectores. En el siglo XIX, Hamilton, Grassmann vy, al final, Gibbs y Heaviside
dieron el dlgebra de vectores con los productos escalar y vectorial (Unidad 3), que hoy
se usa en toda la fisica y la ingenieria.

= Las geometrias no euclidianas. Hacia 1830, Lobachevski y Bolyai mostraron que, si
se cambia el quinto postulado por «por un punto exterior pasan infinitas paralelas»,
se obtiene una geometria tan coherente como la de Euclides: la hiperbélica, donde los
angulos de un tridngulo suman menos de 180°. Riemann construy6 después la eliptica
(no hay paralelas; los angulos suman mas de 180°), cuyo modelo es la superficie de una
esfera con los circulos maximos como «rectas». Gauss habia llegado a las mismas ideas
sin publicarlas. Estas geometrias son la base de la relatividad general.

1A.2 Coordenadas en el plano y en el espacio

En el plano. Dos rectas numéricas perpendiculares (los ejes x y y) que se cortan en el
origen O. Cada punto P tiene un par ordenado (x, y) y los ejes dividen el plano en cuatro



Unidad 1 - Parte A - Introduccion a la Geometria Analitica (solo Plan 2010)

cuadrantes. La distancia entre P;(x1, y;) y Po(x2, ) es

d =G —x) + G~ W

En el espacio. Se agrega un tercer eje, z, perpendicular a los otros dos. El sistema es
derecho: si los dedos de la mano derecha van del eje x hacia el eje y, el pulgar apunta
hacia el eje z positivo. Cada punto tiene una terna (x, y, z). Los tres planos coordenados
(XY:z2=0;XZ:y=0;YZ: x = 0) dividen el espacio en ocho octantes; el primero es el
de x,y,z > 0. La distancia es

d= (e —x)? + G — ) + (2 — 2p)°.

I 4
// /‘
N XY P
I I :

I I
I

I I
I

I I
I

I I
I

I I
I I :
I I |

| T Z y

I 1,73

.

QW e e e e - - %4
(2,3,0)

En las figuras de este cuaderno el eje x sale hacia el lector (abajo a la izquierda), el y va a
la derecha y el z hacia arriba. Para ubicar P(2,3,4): se avanza 2 en x, 3 en y y se sube 4.

Simetria de puntos. El simétrico de P(x, y, z):

Respecto a... Simétrico

el origen (—x,—y,—2)
el eje x (x,—y,—2)
elejey (—x,y,—2)
el eje z (—x,—y,2)
el plano XY (x,y,—2)

el plano XZ (x,—y,2)

el plano YZ (—x,y.2)

Regla: respecto a un eje, se conserva la coordenada de ese eje y las otras dos cambian

de signo; respecto a un plano, solo cambia la coordenada que no aparece en su nombre.

El simétrico de P respecto a un punto M es P’ = 2M — P (M es el punto medio de PP’);
respecto a una recta o a un plano cualquiera se obtiene en la Unidad 4.

Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura, Plan 2016: Calculo y Geometria
Analitica, tema 1). El alumno reafirmara los conocimientos de las secciones
conicas.

Plan 2010 (Geometria Analitica). No tiene este tema; las formas ordinarias
se usan sin ensenarse en las Unidades 2, 5 y 6.

Instrucciones de emergencia

= Plan: en el Plan 2010 esta parte es repaso: no hay problemas de cénicas en sus
finales, pero la cénica en polares (Unidad 2), las curvas en el espacio (Unidad 5) y
las trazas de las cuadricas (Unidad 6) piden reconocer una forma ordinaria. En el
Plan 2016 se evalta solo en el primer parcial.
= Frecuencia: en el Plan 2016 aparece en los 12 primeros parciales revisados (2024-1
a2026-2), con 14 problemas: forma ordinaria y grafica a partir de la ecuacion general
en 9 (7 hipérbolas y 2 parabolas; dos pares de examenes traen la misma ecuacion),
circunferencia en 2, elipse dada por su centro y dos puntos en 1, hipérbola con un
parametro en 1y rotacion de ejes en 1. No aparece en ninguno de los 39 finales: los
4 problemas de optimizacion con una figura inscrita en una conica son de Calculo
Diferencial y estan en ese cuaderno.
= Tiempo: de 2 a 3 horas en el Plan 2016; una hora de lectura en el Plan 2010.
= Ruta corta:
1. Lee las secciones 1B.1.1 a 1B.1.5 (30 min): las cuatro formas ordinarias y sus
elementos.
2. Aprende los procedimientos 1B.3.1 y 1B.3.2: completar cuadrados y graficar con
elementos.
3. Sigue el ejemplo 1B.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios 1B.5.1, 1B.5.2 y 1B.5.4 con cronémetro (12 min cada uno,
con grafica).
5. Plan 2016: agrega las secciones 1B.1.7 y 1B.1.8, el ejercicio 1B.5.6 y el propuesto
1B.6.5. Plan 2010: agrega la seccion 1B.1.9 (forma paramétrica), que se usa en la
Unidad 5.

1B.1 Conceptos y expresiones
1B.1.1 Ecuacion general y clasificacion

Una seccion cénica es la curva que resulta de cortar un cono circular doble con un plano
que no pasa por su vértice: segun la inclinacion del plano se obtiene una circunferencia,
una elipse, una parabola o una hipérbola. Toda cénica tiene una ecuaciéon de segundo
grado, la ecuacién general

Ax? +Bxy +Cy? + Dx+Ey+F = 0.

Si B = 0, los ejes de la conica son paralelos a los ejes coordenados y el tipo se lee de Ay C:
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Unidad 3 - Algebra vectorial

3.2 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«de médulo 5 y paralelo a», «cosenos un vector conméduloy  3.3.1

directores», «angulos directores» direccion

«coseno del angulo», «angulo entre», coseno o angulo 332
«éangulo interior», «angulo A»

«componente escalar», «componente proyeccion 333
vectorial», «en la direccién de», «comp

esc», «comp vect»

«unitario perpendicular tanto a ... como un vector por 334
a», «paralelo al plano XZ y a 45°» condiciones

«area del paralelogramo», «del tridngulo», area 3.3.5
«diagonales», «cuadrilatero»

«volumen del paralelepipedo», «aristas volumen 3.3.6
concurrentes», «tetraedro», «producto

mixto»

una figura con puntos sin coordenadas: coordenadas 3.3.7

«coordenadas del punto», «cuarto

vértice», «punto medio»

«el valor de b», «el conjunto de valores»,  parametro 3.3.8
«tal que su area sea 6»

3.3 Procedimientos

3.3.1 Vector con médulo y direccion dados
;

1. Paralelo a v con médulor:d = +rv = + 5 v. Si el enunciado no da el sentido, hay

dos respuestas.
2. Con cosenos directores: completa el que falta con cos® & + cos?  + cos’? y = 1 (hay
dos signos si no se especifica) y escribe @ = r(cos @, cos f, cos y).

V2

3. Con angulos directores: cos30° = ‘/;, cos 60° = %, cos45° = > Cos 90° = 0.Siel

que falta da cos® = 0, el angulo es 90°.
4. Comprueba el médulo al final.

3.3.2 Angulo entre vectores y angulos de un triangulo

1. Escribe los dos vectores que salen del vértice del angulo pedido (para el angulo A del
tridngulo ABC: ABy AC).

2. Calculad-b, [d| y Ib) y sustituye en cos 6 = %.
a
3. Racionaliza; si el coseno es notable, da el &ngulo en grados; si no, 6 = ang cos(...).
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Unidad 1 - Parte B - Secciones conicas

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 134.

Ejercicio propuesto 1B.6.4

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, serie de ejercicios de secciones conicas, ejercicio 7.

Sea la elipse x%+4y?—4x = 0. Obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la circunferencia
con centro en C(2, 2) que contiene al centro de la elipse.

Resultado: (x — 2)% + (y - 2)? = 4.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 134.

Ejercicio propuesto 1B.6.5

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, serie de ejercicios de secciones conicas, ejercicio 8.
s0LO P Identifique 1 2 2=4yob iej
soLo PLAN 2016 Identifique la curva x“ + xy + y° = 4 y obtenga sus semiejes.

’2 72
Resultado: Elipse; en ejes girados 45°, ;% + y? = 1: semieje mayor 2v/2 (sobre y = —x)

y semieje menor ZT\% (sobre y = x).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 134.

1B.7 Errores frecuentes

1. Completar el cuadrado sin el factor de fuera. En 8 (xz —x+ ‘—1) se agrego 8- 1-2
no 71;; al segundo miembro va 2.

2. Signo del centro. (x +3)? dah = —3,no 3.

3. Confundir a y b en la elipse. a va con el denominador mayor, sin importar si esta
bajo x o bajo y.

4. Eje de la hipérbola por el tamaiio de los denominadores. En la hipérbola lo decide
el signo: el término positivo da el eje transverso.

5. ¢ con la férmula equivocada. Elipse: ¢? = a® — b%; hipérbola: ¢? = a? + b

6. Parabola sin despejar 4p. De (x - %)2 = _711 (y + %) sale 4p = —i, nop = —i; el
signo de p dice hacia donde abre.

7. Asintotas con la pendiente invertida. Con eje transverso vertical la pendiente es
i%, no =+ S

8. Rotacion con el angulo en lugar de su doble. cot20 = 0da 20 = 90° y 0 = 45°. Y el
semieje se lee de la forma girada, no de la ecuacién original.

9. No revisar el caso degenerado. Si al completar cuadrados el segundo miembro es 0

o negativo, la ecuacién puede ser un punto, dos rectas o ningun punto.

1B.8 Formulario de emergencia de la unidad

» General: Ax? + Bxy+Cy?+Dx+Ey+F = 0.Con B = 0: A = C circunferencia, AC = 0
parabola, AC > 0 elipse, AC < 0 hipérbola.

» Circunferencia: (x — h)? + (y — k)? = r2.

» Parabola: (y — k)2 = 4p(x — h) o (x — h)? = 4p(y — k); foco a p del vértice, directriz a
—p, lado recto |4p|.
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)2 )2
= Elipse: (xa# + (y%) =1 (a con el denominador mayor), c2
G=h? _ (y=k)?

b2

a2

az—bz,e=§<l.

= Hipérbola: = 1 (eje con el término positivo), ¢Z = a® + b?, asintotas

= 1b(x = =¢
y—k—ia(x h),e—a>1.

2
Lado recto de elipse e hipérbola: %

= soloran20is [ = B2 — 4AC: < 0 elipse, = 0 parabola, > 0 hipérbola.
= SOLOPLAN 2016 cot 20 = %;

A+C.

x =x"cosf —y send,y = x"senf + y’ cos0; A’ +C’ =

= Paramétricas: elipse x = h+acost, y = k+b sent; hipérbola x = h+asect,y = k+btant.

1B.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Nombra la conica por los coeficientes antes de operar (o con el indicador, si hay término
xy).

Completa cuadrados con el factor de fuera y comprueba desarrollando.

Escribe la forma ordinaria en un renglon aparte: es lo que mas puntos vale.

Lista los elementos: centro o vértice, a, b, ¢ o p, vértices, focos, asintotas o directriz.
Dibuja con los elementos marcados y al menos dos intersecciones con los ejes.

ok LN

Si la grafica no sale, la forma ordinaria y la lista de elementos ya son la mayor parte del
problema.
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3.1.8 Producto mixto, volumen y coplanaridad

R
El producto mixto de @, b, ¢ es un numero que se calcula con un determinante:

4 a; a3
G-(bxd) =, by b
C1 Co C3

Algunos enunciados lo escriben [db ] Una permutacion ciclica (Zija, ¢ — Z, ¢,d) no lo
cambia; intercambiar dos vectores le cambia el signo. Su valor absoluto es el volumen del
paralelepipedo de aristas concurrentes 4, b, ¢ (area de la base |b x ¢| por la altura):

Vv

- 7 11> 7
paralelepipedo = la- (o), Vietraedro = g|a “(bx0)l.

Para un tetraedro de vértices A, B, C, D se usan las tres aristas que salen de un vértice:
AB, AC, AD. Tres vectores son coplanares si y solo si su producto mixto es cero (el
paralelepipedo es plano); cuatro puntos estan en un mismo plano si las tres aristas que
salen de uno de ellos son coplanares.

Ql
Ql

V=i G0l V=t (xol

3.1.9 Coordenadas de puntos en una figura

Los problemas de «coordenadas de un punto» se resuelven sumando vectores a puntos

conocidos (B= A + fTB} Las relaciones que mas se usan:

= Paralelogramo: los lados opuestos son el mismo vector. Si los vértices en orden son
A, B, C, D, entonces AB=DC y D = A+ C — B (el vértice que falta es la suma de sus
dos vecinos menos el opuesto). Las diagonales se cortan en su punto medio comun.

= Rectangulo y cuadrado: ademas, lados consecutivos perpendiculares (a b= 0)y, en
el cuadrado, del mismo moddulo.

= Segmento con direcciéon y longitud dadas: AB = |ﬁ| 4, con u el unitario de la
direccion y el sentido que indique la figura.

= Pie de la perpendicular desde B alarecta AC:Q = A+ E‘d“rﬁ*ﬁ;ﬁ AB.

= Simétrico de P respecto a un punto M: P’ = 2M — P.

Se lee la figura con cuidado: el orden de los vértices en el nombre (ABCD, ADCB) y el

sentido de cada flecha deciden los signos.
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[l

Unidad 2 - Curvas en el plano polar (solo Plan 2010)
1 Volver al indice
Objetivo (programa de la asignatura). El alumno obtendra ecuaciones en

forma polar de curvas en el plano y determinara las caracteristicas de éstas a
partir de su ecuacion en forma polar.

(.

0
comp; d b Instrucciones de emergencia
comp;d = [l cos0 = Frecuencia: en el Plan 2010, un problema en cada uno de los 9 finales revisados,
y siempre es el problema 1. Curvas: cardioide 3, lemniscata 3, circunferencia 3,
rosa 2, caracol 1y conica en polares 1 (varios problemas traen dos o tres curvas).
3.1.7 Producto vectorial, paralelismo y drea Lo que piden: bosquejo 7, intersecciones con el eje polar o con la recta a 90° 6,
El producto vectorial (o producto cruz) es el vector simetria 5, ecuacion cartesiana 3, tres puntos o puntos méas alejados del polo 3 y
. area de un tridangulo formado con los vértices de una conica 1.
R i ] k = Plan 2016: en el Plan 2016 este tema estd en Calculo Vectorial.
axb=la; ay as|= (a2b3 —agby, asby — aibs, a1by — azbl). = Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad; en el examen, de 15 a 20 minutos para el
by by b problema.
. . . = Ruta corta:
(Los dftermmantes de3x3se ripasan en la Unidad 0.) Propiedades: . 1. Lee las secciones 2.1.2, 2.1.3 y el catalogo 2.1.5 a 2.1.9 (30 min): basta reconocer
" ax b es perpendicular a dy ab; su sentido sigue la regla de la mano derecha (i x j = k, cada ecuacién y saber su forma.
Ixk=1kxi=]j). 2. Aprende los procedimientos 2.3.4 (simetria) y 2.3.5 (intersecciones con los ejes):
» bxa=—axb(no es conmutativo) ydxd=0. salen en 5y 6 de los 9 finales.
« [dxB| = |a| [b| sen . 3. Sigue el ejemplo 2.4 tapando la resolucién: es el catalogo completo en un
» Paralelismo: 3 || b < dxb=0. problema.
. Lo N - 4. Resuelve los ejercicios 2.5.1 a 2.5.4 con cronémetro (15 min cada uno, con
Areas. El paralelogramo de lados a y b tiene base |d| y altura |b| sen 0: bosques - :
quejo) y el 2.5.5 (conica en polares) en 20 min.
Aparalelogramo = @ x_b)|, Aisngulo = % i xZ| 5. Usa los propuestos 2.6.1 y 2.6.2 como simulacro del problema 1.

- - -

Si se dan las diagonales (_1)1 =a+byd,=a—b, entonces 31 x 1_1)2 =—2axb y 2.1 Conceptos y expresiones

2.1.1 Coordenadas polares

Aparatelogramo = 3di ¥ dol, =1 +dp), b= 1~ d).
paralelopramo — 2 2 2 Se fija un punto O, el polo, y una semirrecta que parte de él, el eje polar (la parte positiva
Para un triangulo de vértices A, B, C se usan dos lados que salen del mismo vértice: del eje x). Un punto P se describe con el par (r,0): 0 es el angulo que va del eje polar al
A= %|E§ x TC| Un cuadrilatero se parte en dos triangulos con una diagonal. segmento OP, positivo en sentido contrario al de las manecillas del reloj, y  es la distancia

dirigida de O a P. En este libro 0 se escribe en grados, como en los examenes.

= Sir > 0, el punto esta sobre la semirrecta de angulo 6; si r < 0, sobre la semirrecta
opuesta, de angulo 6 + 180°, a distancia |r|.
A=laxh| = El polo es (0,0) para cualquier 6.
h =Bl send = La recta a 90° es la recta perpendicular al eje polar por el polo (el eje y).
Cuando un enunciado pide las intersecciones «con el eje polar» se usa la recta completa
que lo contiene (f = 0° y 6 = 180°); «con la recta a 90°», los angulos 6 = 90° y 6 = 270°.
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2.1.2 Varias representaciones de un punto

A diferencia de las coordenadas cartesianas, un mismo punto tiene infinitas parejas
polares:
(r,0) = (r,0 + 360°k) = (—r,0 + 180° + 360°k), keZ.

Por ejemplo, (2,60°) = (2,420°) = (2,—300°) = (-2, 240°) = (—2,—120°). Por eso un punto

puede estar en una curva aunque la pareja con la que se escribié no cumpla la ecuacién:

basta que alguna de sus representaciones la cumpla. «Dar unas coordenadas polares» de
un punto es dar una cualquiera de ellas.

2.1.3 Simetria de puntos
El simétrico de P(r,0) es:
= respecto al eje polar: (r, —0), o también (—r, 180° — 6);

= respecto a la recta a 90°: (r, 180° — ), o también (—r, —0);
= respecto al polo: (r,0 + 180°), o también (—r, 6).

recta a 90°
(2,120°) P(2,60°) = (-2, 240°)
. »
/
/
/
/
NGO"
/
> eje polar
/
/
/
/
/
/
/
o L
(2,240°) (2,-60°)

2.1.4 Conversion entre polares y cartesianas

Con el polo en el origen y el eje polar sobre el eje x positivo:

x =rcos0, y =rsenb; rZ:x2+y2, tanQ:X
x

= De polar a cartesiana (un punto): se aplican las dos primeras. (4,120°) —

(4cos120°, 4 sen 120°) = (-2, 2v3).
= De cartesiana a polar (un punto): r = \/x% + y2 y @ con tan6 = 2 en el cuadrante del

punto. Para (—2,24/3): r = 4, tan0 = —//3 y el punto esté en el segundo cuadrante, asi
que 0 = 120° (no —60°).
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3.1.4 Operaciones con vectores

Con d = (ay, ay, a3),z = (by, by, b3) y un escalar A:

Gxb=(a;£by, aytby, az+by),  Ad=(ay,Aay, Aa),  |Ad = |A|[al.

La suma se dibuja con la regla del paralelogramo: sid y b salen del mismo punto, d + b

yd-— b son las diagonales. d y b (no nulos) son paralelos si b=21a para algin A # 0:
con A > 0 tienen el mismo sentido y con A < 0, sentido contrario. En componentes, sus
coordenadas son proporcionales.

3.1.5 Producto escalar, angulo y perpendicularidad
El producto escalar (o producto punto) es el niimero
a 27) = albl + azbz + a3b3 = |(3| |Z| Cos 9,

donde 0 € [0°,180°] es el angulo entre los vectores. Es conmutativo, distributivo sobre la
suma y cumple @ - @ = [d/%. De ahi:

-

G1b = d-b=o.

Qu
VS

cosf = —

la [b]
El signo de a-b dice si el angulo es agudo (+), recto (0) u obtuso (—). Un 4ngulo no notable
se deja como 6 = ang cos la—é El Angulo interior de un triangulo o paralelogramo en el

allb]

vértice A se calcula con los dos vectores que salen de A.

3.1.6 Componente escalar y componente vectorial

-

La componente escalar de a sobre b es la longitud con signo de la sombra de & sobre
5

la direccion de b; la componente vectorial es esa sombra como vector (la proyeccion

ortogonal):

comp; a= aTb |d| cos 0, comp; a= %E = (compl; E) b.
7] Bl

La componente escalar es negativa si el angulo es obtuso; la vectorial apunta entonces en
sentido contrario a b. Solo importa la direccion de b: sobre 2b 0 —b la componente vectorial
es la misma. El orden importa: compy a (se divide entre |Z|) no es compy b. Sobre un eje:
m} a = (0,ay,0). Los enunciados también dicen «componente de d en la direccién de

b» o escriben «comp esc» y «comp vect».
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3.1.2 Segmento dirigido y vector
El segmento dirigido AB va del punto inicial A al punto final B. Sus componentes son las
diferencias de coordenadas, final menos inicial:

AB=B— A= (xg—Xxa Y8~ YA 2B — 24)-

Dos segmentos dirigidos con las mismas componentes representan el mismo vector, sin
importar donde empiecen. El vector de posicion del punto P(x, y,z) es OP = (x,y,z) =
X1+ yj + zk. De aqui salen dos reglas que se usan siempre:

» B= A+ AB:un punto se obtiene sumando a otro el vector que los une.
= El punto medio de ABes M = %(A+B), y el punto que divide a AB en la razon 4Pk

- AB
esP=A+kAB.
3.1.3 Modulo, vector unitario y cosenos directores

El médulo de ¥ = (v, vy, v3) es su longitud, [V = \[vZ + vZ + vZ. Un vector de médulo 1 es

N
unitario; el unitario en la direcciéon de v # 0 es

| <

V=

=

Los angulos directores a, B, y son los que forma v con los ejes x, y, z (cada uno entre 0° y
180°). Sus cosenos, los cosenos directores, son las componentes de v:

V2
_>

v
cosa = ﬁ, cosff = 7 cosy = cos® a + cos® B+ cos’y = 1.
v v

|_)|,

Asi, un vector de médulo r con cosenos directores conocidos es v = r(cos a, cos f§, cos y).

Si se conocen dos cosenos, la identidad da el tercero salvo el signo.

V= (v, v, 5)
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= De una ecuacién polar a cartesiana: se busca que aparezcan r cos 0, r sen 8 y r?; casi
siempre se multiplica por r o se eleva al cuadrado. Multiplicar por r solo puede agregar
el polo, que se revisa aparte.

= De una ecuacién cartesiana a polar: se sustituyen x = rcosf y y = rsenf y se
simplifica.

2.1.5 Rectas y circunferencias

= O = a: recta por el polo con inclinacién a.

m rcosf =a(x =a)yrsend = b (y = b): rectas vertical y horizontal.

= r = a: circunferencia de centro en el polo y radio |al.

= r = acos@: circunferencia que pasa por el polo, de centro (g, 0) en cartesianas y radio
Jal
2

= r = asen0: circunferencia por el polo de centro (O, g) y radio % (x? +y% = ay).

pues r? = ar cos @ da x% + y? = ax.

Con a < 0 el centro queda del otro lado: r = —6 cos0 tiene centro (—3,0). Las dos
circunferencias se recorren completas con 0° < 6 < 180°.

(3,07

eje polar

r =3cosf

2.1.6 Cardioides y caracoles

r=axbcosfyr=axbsend, cona,b > 0,son caracoles (limazones):

= a = b: cardioide, con punta (cispide) en el polo. r = a(1 + cos 6) tiene la punta hacia la
izquierda y su punto mas alejado es (2a,0°) (figura del ejemplo 2.4).

= a < b: caracol con lazo interior; pasa por el polo cuando cosf = J—r% (osenf = TL%).

= a > b: caracol sin lazo, que no pasa por el polo.

Con cos 6§ son simétricos respecto al eje polar; con sen 6, respecto a la recta a 90°. El signo
+ decide hacia qué lado se abren: r = a + bsen @ se alarga hacia arriba (r = a + b en 90°).

2.1.7 Rosas

r=asenndyr = acosnf (n> 2 entero) son rosas de pétalos de longitud |al:

= nimpar: n pétalos, y la curva se recorre completa con 0° < 6 < 180°;
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= n par: 2n pétalos, con 0° < 6 < 360°.
Los pétalos estan separados por angulos iguales. Con cos nf un pétalo esta centrado en
el eje polar (6 = 0°); con sennf, el primero esta centrado en § = 2 Los extremos de

n
los pétalos son las soluciones de | sennf| = 1 (o | cosnf| = 1) y la curva pasa por el polo
donde sennf = 0 (o cosnf = 0).

(-2,270%)
(2,180°) (2,07
eje polar
(~2,90%)
2.1.8 Lemniscatas
r? = a® cos 20, r? = —a® cos 20 y r? = a? sen 260 son lemniscatas: dos lazos que se tocan

en el polo, de longitud |al.

= Solo existen para los 6 que hacen el lado derecho > 0: 2 = a? cos 2 para —45° < 6 < 45°
y 135° < @ < 225° (lazos sobre el eje polar); r? = —a® cos 26, para 45° < 0 < 135° y
225° < @ < 315° (lazos sobre la recta a 90°); r> = a? sen 26, en los cuadrantes I y III
(lazos sobre la recta a 45°).

= Cada 6 vélido da dos valores, r = +[a| /" un punto en cada lazo.

= Como r aparece al cuadrado, las tres son simétricas respecto al polo.

2.1.9 Conicas en forma polar

Una coénica con un foco en el polo y excentricidad e tiene ecuacién

ep ep
r= —— 0 r=—,
1+ecosf 1+esend
donde p > 0 es la distancia del foco a la directriz: x = p con +cos, x = —p con — cos,
y = pcon+sen, y = —p con —sen. Es elipse si e < 1, parabola si e = 1 e hipérbola si
e > 1. Si el denominador no empieza con 1 (r = m) se divide entre c.

Con cos 6 el eje focal es el eje polar y los vértices salen de 8 = 0° y § = 180°; con sen 6 el
eje focal es la recta a 90° y los vértices salen de 8 = 90° y 8 = 270°. En una hipérbola uno
de los dos valores de r es negativo: ese vértice estd en la rama que no contiene al foco.
2.1.10 Simetria de una curva

Una curva es simétrica respecto a un eje o al polo si el simétrico de cada uno de sus puntos
también est4 en ella. Las pruebas usuales son sustituciones en la ecuacién:
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Unidad 3 - Algebra vectorial

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno aplicara el algebra vec-
torial en la resolucion de problemas geométricos.

Plan 2016 (Calculo y Geometria Analitica, tema 6). Dice lo mismo.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: en el Plan 2010, el problema 2 de los 9 finales revisados (11 problemas;
dos finales traen dos): area de paralelogramo, triangulo o cuadrilatero (a veces por
diagonales) en 6, perpendicularidad o paralelismo con parametro o condicion de
moddulo en 4, componente escalar o vectorial en 3, coordenadas de puntos en 3,
cosenos o angulos directores en 2 y volumen en 1. El primer parcial anterior al
programa de 2008 trae 5 problemas mas. En el Plan 2016 es el problema 5 de 38
de los 39 finales de Calculo y Geometria Analitica (el 6 en los de siete problemas):
area en 18, componente escalar o vectorial en 14, coordenadas de un punto en
una figura en 12, volumen con el producto mixto en 10, angulo o coseno en 8,
vector unitario perpendicular o con dngulo dado en 5 y cosenos directores en 2
(un problema suele pedir dos o tres cosas). Es la unidad que mas pesa en el Plan
2016 y la base de las Unidades 4, 5 y 6.
= Tiempo: de 4 a 5 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee las secciones 3.1.5 a 3.1.8 (30 min): producto escalar, componentes, producto
vectorial y producto mixto.
2. Aprende los procedimientos 3.3.3 (componentes), 3.3.5 (areas) y 3.3.6 (volume-
nes): juntos cubren casi todos los problemas.
3. Sigue el ejemplo de la seccién 3.4 tapando la resolucion (10 min).
4. Resuelve con cronémetro, 12 min cada uno, los ejercicios 3.5.2, 3.5.5, 3.5.7, 3.5.8,
3.5.11y 3.5.15.
5. Termina con los propuestos 3.6.1 (Plan 2010) o 3.6.9 (Plan 2016) como simulacro.

3.1 Conceptos y expresiones
3.1.1 Recordatorio: el espacio cartesiano

Un punto del espacio es una terna P(x, y, z); los tres planos coordenados (XY, XZ, YZ)
dividen el espacio en ocho octantes. La distancia entre A(xy, y1,21) ¥ B(xg, y5, 25) €s

d(A,B) = \/(xz —x)? + (2 = )% + (2 — 2%

La distancia de P(x, y, z) al eje y es x2 + 22 (y de modo analogo para los otros ejes). Los
puntos simétricos respecto al origen, a los ejes y a los planos coordenados estan en la
Unidad 1, Parte A.
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8. Cuadrante de 0 al pasar a polares. tan® = £ da dos 4ngulos; el correcto es el del

X
cuadrante del punto.
9. Cartesiana con r suelta. xZ + y? — 2y = r atin no es cartesiana: se eleva al cuadrado

conr? = x? + 2.

2.8 Formulario de emergencia de la unidad

= (r,0) = (r,0 + 360°k) = (—r,0 + 180° + 360°k); el polo es (0, 8) para todo 6.

= x=rcosf, y=rsenb, r=x%4 yz, tanf = % (en el cuadrante del punto).

= Simétrico de (r, 6): eje polar (r, —0); recta a 90° (r, 180° — 0); polo (r, 6 + 180°) = (-, 6).
= Pruebas de simetria: eje polar 8 — —6 o (—r,180° — 0); recta a 90° 6 — 180° — 6 o

(—r,—0); polor — —r 0 6 + 180°. Suficientes, no necesarias.

= 7 = acos0: circunferencia de centro (% 0); r = asen@: centro (0, g); radio %.
= r =a=bcos0 (o sen): cardioide si a = b, caracol con lazo sia < b.

= r = asennf, acosnb: n pétalos (n impar) o 2n (n par), de longitud |al.

= 2 = 442 cos 20, r* = a2 sen 20: lemniscata; existe donde el lado derecho es > 0.

b L. foco en el polo; e < 1 elipse, e = 1 parabola, e > 1 hipérbola.

] = :
1+ecosf ° 1+esen@

2.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Nombra la curva en el primer renglén (cardioide, caracol, rosa, lemniscata, circunfe-

rencia o conica): eso ya dice su forma y su simetria.
. Simetria: prueba 1, prueba 2 y, si las dos fallan, un contraejemplo con un punto notable.
. Intersecciones: los dos angulos de cada eje, el polo con r = 0, y revisa puntos repetidos.
. Tabla con 4 o 5 4ngulos notables y los puntos mas alejados del polo (|r| maximo).
. Bosquejo sobre una rejilla polar, con los puntos calculados marcados y escritos.
6. Sipiden la cartesiana, multiplica por r, sustituye y completa cuadrados.

g1 W DN

Si el tiempo no alcanza, el nombre de la curva, sus intersecciones con los ejes y un bosquejo
con tres puntos ya valen la mayor parte del problema.
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Simetria respecto a Prueba 1 Prueba 2

eje polar 06— —0 r— —r,0 —>180°—0
recta a 90° 6 — 180° -6 r—-r,0—> -0

polo r——r 0 — 0+ 180°

Si alguna de las dos pruebas deja la ecuacion igual (o equivalente), la curva es simétrica.
Las pruebas son suficientes, no necesarias: si las dos fallan, todavia no se sabe. Para
concluir que no es simétrica se da un contraejemplo: un punto de la curva cuyo simétrico
no la cumple con ninguna de sus representaciones; o se pasa a cartesianas, donde la prueba
si es definitiva (y — —y para el eje polar, x — —x para la recta a 90°, las dos para el polo).
Si una curva tiene dos de las tres simetrias, tiene la tercera.

2.1.11 Interseccion de dos curvas polares

Como un punto tiene muchas representaciones, resolver el sistema r = f(0), r = g(6) no

basta:

= se resuelve f(0) = g(0);

= se resuelve también con la otra representacion de la segunda curva, f(0) = —g(6+180°);

= el polo se revisa aparte: esta en las dos curvas si cada una tiene r = 0 para algin 0,
aunque sean angulos distintos.

Por ejemplo,r = 1+ cosf yr = 3cosf: de 1 4+ cosf = 3cosO sale cosf = %, es decir,

(%, 60°) y (%, 300°); la segunda ecuacion, 1 + cos @ = —3 cos(f + 180°), es la misma que la

primera porque —3 cos(0 + 180°) = 3 cos 0: no da puntos nuevos. Ademas, la primera pasa

por el polo en 180° y la segunda en 90°: el polo es el tercer punto de interseccion.

2.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«el simétrico de E respecto al polo», representaciones y 2.3.1

«unas coordenadas polares de» un punto  simétricos

«obtener una ecuacion cartesiana» conversion 232
«identificar», «dar el nombre» catalogo 233

«determinar si es simétrica respecto al eje
polar, al polo o a la recta a 90°»

pruebas o contraejemplo  2.3.4

«intersecciones con el eje polar» o «conla  sustitucién y polo 235
recta a 90°», «nimero de intersecciones»

«coordenadas de tres puntos», «puntos tabla, maximo de |r| 2.3.6
mas alejados del polo»

«bosquejar su grafica» bosquejo 237
r= dsend o con cos 0; «vértices», «area  cdnica en polares 2.3.8

del triangulo»
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

dos curvas y «sus puntos de interseccion»  interseccién de curvas 2.3.9

2.3 Procedimientos

2.3.1 Representaciones de un punto y puntos simétricos

1. Escribe el punto con la pareja dada; si viene de una curva, calcula r con su 6.

2. Aplica la regla de la seccién 2.1.3 segun el eje o el polo.

3. Si se pide «unas coordenadas», da una pareja; si conviene, da también la equivalente
conr>0y0° <6< 360°.

2.3.2 De polar a cartesiana

1. Si hay cos8 o sen@ solos, multiplica la ecuacién por r; si hay un cociente, quita el
denominador.

2. Sustituye rcosf = x, rsen = y, r* = x* + 2.

3. Si queda r sola, aislala y eleva al cuadrado: r = E = x? + y% = E2.

4. Completa cuadrados para identificar la cénica (circunferencia, hipérbola...). Revisa si
el polo pertenece a la curva original.

2.3.3 Identificar la curva

1. r = acos@, r = asen0: circunferencia por el polo.

. r=a=xbcosf o con send: cardioide si a = b; caracol con lazo si a < b; sin lazo sia > b.

. 12 = +a®cos 20, r? = +a®sen 26: lemniscata (si aparece r? + 9cos20 = 0, despeja

primero r?).

2
3. r = asennb, r = acosnb: rosa de n pétalos (n impar) o 2n (n par).
4

d

k - ep
5. r = ————: divide entre ¢ y compara con ——;e = =.
y p 1+ecosf’ c

ctdcosf’

2.3.4 Simetria

1. Aplica la prueba 1 de la tabla de la seccion 2.1.10. Si la ecuacién no cambia, la curva es
simétrica: termina.

2. Si cambia, aplica la prueba 2. Si no cambia, es simétrica: termina.

3. Silas dos fallan, escribe que las pruebas no deciden. Toma un punto notable de la curva
(el extremo de un pétalo, el punto mas alejado), calcula su simétrico y comprueba que

ninguna representacion, (r’,0” 4+ 360°k) ni (—r’,6” + 180° + 360°k), cumple la ecuacion.

Entonces no es simétrica.

2.3.5 Intersecciones con el eje polar y la recta a 90 grados

1. Eje polar: sustituye 6 = 0° y 6 = 180°. Recta a 90°: sustituye 6 = 90" y 6 = 270°.

2. Escribe cada punto; sir < 0, da también su representacién con r > 0 y revisa si dos
resultados son el mismo punto.

3. Polo: resuelve r = 0. Si tiene solucién, el polo estd en la curva y en las dos rectas.

4. Sila curva tiene puntos con r < 0 (lazos), comprueba en cartesianas: y = 0 (eje polar)
0 x = 0 (recta a 90°) en la ecuacién cartesiana da todas las intersecciones.
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Ejercicio propuesto 2.6.2
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 1.

Sea la curva C de ecuacién r = 2 + 2 cos 6. a) Determine si C es simétrica respecto al eje
polar. b) Determine unas coordenadas polares de los puntos de interseccién de C con el
eje polar. c) Identifique a C y bosqueje su grafica en el plano polar.

Resultado: a) Si es simétrica. b) (4,0°) y el polo, (0, 180°). c) Cardioide con la punta en el
polo, abierta hacia la derecha hasta (4,0°).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 135.

Ejercicio propuesto 2.6.3

Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 1.

Sea la curva C de ecuacién polar r = cos 0. a) Obtenga unas coordenadas polares de cada
uno de los puntos de interseccién de C con el eje polar. b) Determine si C es simétrica
respecto al polo. ¢) Obtenga la ecuacién cartesiana de C e identifiquela.

2
Resultado: a) (1,0°) y el polo. b) No es simétrica respecto al polo. c) (x - %) +y%= i:
circunferencia de centro (%, O) y radio %

— Resolucién en el Apéndice E, p. 136.

Ejercicio propuesto 2.6.4

Adaptado de: Serie de ejercicios de curvas en el plano polar, ejercicio 15.

Dada la curva de ecuacion polar r = 10 + 15 sen 6, determine: a) si es simétrica respecto al
eje polar; b) todas sus intersecciones con el eje polar y con la recta 6 = %

Resultado: a) No es simétrica respecto al eje polar. b) Eje polar: (10,0°), (10,180°) y el
polo; recta a 90°: (25,90°), (—5,270°) = (5,90°) y el polo.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 136.

2.7 Errores frecuentes

1. Concluir «no es simétrica» porque la prueba falla. Las pruebas son suficientes,
no necesarias; para negar la simetria hace falta un contraejemplo (ejercicio 2.5.1) o la
ecuacion cartesiana.

2. Olvidar el polo. Casi todas las curvas del examen pasan por él; en las intersecciones
con los ejes o entre curvas se revisa con r = 0 y se cuenta como punto.

3. Sustituir un solo angulo. El eje polar pide 8 = 0° y 180°; la recta a 90°, 90° y 270°. Y
luego hay que ver si dos resultados son el mismo punto, como (—2,90°) = (2,270°).

4. Dibujar r < 0 en la direccién 0. El punto (—4, 90°) est4 abajo, en 270°.

5. Contar mal los pétalos. r = asennf tiene n pétalos si n es impar y 2n si es par:
r = 2 cos 20 tiene 4, no 2.

6. Lemniscata donde no existe. r’> = 4 sen 20 no tiene puntos en el segundo ni en el
cuarto cuadrante; escribe el intervalo de 6 antes de la tabla.

7. Conica sin reducir el denominador. r = se divide entre c paraleere = =. Y

_k d
c+d sen c

el vértice con r < 0 va en la direccién opuesta: (—9,90°) = (0, —9).
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6. b) Area: T tiene vértices (0,—3), (0,—9) y (=3,0). La base V;V; esta sobre el eje y y
mide 6; la altura es la distancia de (=3, 0) al eje y, 3:

A= %(6)(3) — 9,

7. ¢) Bosquejo: ramas de la hipérbola con vértices (0,—3) y (0,—9) y asintotas y =

5

-6+ ?3x; la circunferencia es tangente al eje y en el polo.

V,(0.-9) = (-, 90°)

2
Resultado: a) H : @ _z

5 =1(x*=3y? —36y—81=0;C: (x+3)*+y* =9b)
A = 9 unidades de area.

2.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estin en el Apéndice E,
seccion E.2.

Ejercicio propuesto 2.6.1
Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 1.
Sean las curvas C; : r=2senfyC,: r? = 4cos26. a) De la curva C;, determine unas

coordenadas polares de los puntos de interseccion con la recta a 90°. b) Identifique la
curva C,, dé coordenadas polares de tres puntos de ella y bosqueje su grafica.

Resultado: a) El polo y (2,90°). b) Lemniscata con lazos sobre el eje polar; por ejemplo
(2,0, (2,180°), (V2,30°).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 135.
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2.3.6 Tabla de valores y puntos mas alejados del polo

1. Evalta r en angulos notables (0°, 30°, 45°, 60°, 90°, ...); en rosas y lemniscatas, en los
que hacen notable a nf o a 26.

2. Puntos mas alejados: maximiza || (o r%): ocurre donde el seno o el coseno vale +1.
Escribe todos los 6 en [0°,360°) y los puntos que dan.

3. Para «tres puntos», escoge puntos notables: extremos de pétalos o lazos, intersecciones
con los ejes.

2.3.7 Bosquejo

1. Dibuja una rejilla polar ligera: circunferencias y rayos cada 30° o 45°.

2. Marca los puntos de la tabla, las intersecciones con los ejes y el polo si pertenece.

3. Usa las simetrias para dibujar solo una parte y reflejarla.

4. Une los puntos en el orden en que crece 6; con r < 0, el punto va en la direccién
0+ 180°.

5. Escribe el nombre de la curva y las coordenadas de los puntos marcados.

2.3.8 Conica en forma polar

1. Escribe la ecuacién con denominador 1 + ecos @ (o sen6) y lee e: identifica la conica.

2. Vértices: evalia r en los dos angulos del eje focal y convierte a cartesianas (uno puede
salir con r < 0).

3. Cartesiana: r(1 x esenf) = ep = r = ep T ey = x° + y? = (ep ¥ ey)?; completa
cuadrados y lee centro y semiejes. Comprueba que los vértices coinciden.

4. Para areas y distancias, trabaja con los puntos en cartesianas.

2.3.9 Interseccion de dos curvas polares

1. Iguala las r y resuelve para 0 en [0°,360°).

2. Iguala la primera con la otra representacién de la segunda, f(6) = —g(6 + 180°), y
descarta los puntos repetidos.

3. Revisa el polo por separado (r = 0 en cada curva).

4. Sihay duda, resuelve el sistema en cartesianas.

2.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Catalogo: cardioide, rosa y lemniscata

Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 1.

Para cada una de las curvas siguientes, dé su nombre, las coordenadas polares de

tres de sus puntos y bosqueje su grafica indicando esos puntos: a) r = 2 + 2 cos §; b)

r = 4sen30; c) % +9cos20 = 0.

Resolucion.

1. a) Nombre: esr = a+ bcosf con a = b = 2: cardioide. Con 0 — —6 no cambia:
simétrica respecto al eje polar.

2. a) Puntos:

6 =90": 0=180": r=0;

r=2; 0=270":r=2.
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Tres puntos: (4,0°), (2,90°), (2,270°); ademas pasa por el polo, (0,180°), donde
tiene la punta.

3. a) Bosquejo: con 6 = 60°, r = 3. La curva sale de (4,0°), sube por (3, 60°) y (2,90°),
llega al polo en 180° y la mitad de abajo es el reflejo.

(3,60°)
(2,90°)

(4,09

(0,180°) eje polar

(2,270°)

4. b) Nombre: r = asennf con n = 3 impar: rosa de 3 pétalos de longitud 4.
5. b) Puntos: los extremos de los pétalos, donde | sen 36| = 1:

0=30": r=4sen90° = 4;
0=90": r=4sen270° = —4.

6 =150°: r =4sen450° = 4;

El tercero es (—4,90°) = (4, 270°). Puntos: (4,30°), (4, 150°), (4, 270°).

6. b) Bosquejo: la curva pasa por el polo en 0°, 60°, 120° y 180° (sen 36 = 0); entre
ellos traza un pétalo. Los pétalos estan centrados en 30°, 150° y 270°, separados
120°.

(4,150%) (4,30°)

eje polar

(4,270°)
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(2,45%)
(2,73,

(V2,15%)

eje polar

(2,225%)

Resultado: a) no es simétrica respecto al eje polar (si respecto al polo); b) (2,45°) y
(2,225°) (este ultimo es (—2,45°)); ¢) lemniscata en los cuadrantes I y IIL

Ejercicio 2.5.5 - Hipérbola en polares, circunferencia y area de un triangulo
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 1.

Sean la hipérbola H y la circunferencia C representadas por

9

H:r=——
1—2senf

y C: r=—6cosb.
a) Obtenga la ecuacién cartesiana de cada una de las curvas H y C en el plano XY.
b) Determine el area del tridngulo T formado por los vértices de H y el centro de la

circunferencia C. c) Bosqueje las curvas H y C, asi como el tridngulo T.

Resolucion.
1. Identificacién: r = #ing con e = 2 > 1: hipérbola con un foco en el polo, ep = 9,
p= %, directriz y = -5 yeje focal sobre la recta a 90°.

2. a)Cartesianade H:r—2rsenf = 9 = r = 9+2y = x°+y? = (9+2y)% = 81+36y+4y*:
x? —3y% —36y —81=0.
3. a) Forma ordinaria: x> — 3 (y? + 12y + 36) + 108 — 81 = 0 = x% — 3(y + 6)> = —27:

(y+6)* 2
9 27

=1.

Centro (0,—6),a = 3,b = 343, ¢ = /9 + 27 = 6: focos (0,0) y (0,—12); el polo es un
foco, como debe ser.

4. a) Cartesiana de C: r> = —6rcosf = x? + y? = —6x = (x + 3)? + y* = 9. Centro
(-3,0), es decir (3, 180°), y radio 3.

5. b) Vértices de H: 0 = 270° : r = % =3,V,(3,270°) = (0,—3);0 = 90° : r
V,5(—9,90°) = (0,—9). Coinciden con (0, —6 = 3).

9 e
1-2 %
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(3,90%)

(-1)270°)

eje polar
(1,180%) -7 (1,0%)

E'(1++2,225°)

Resultado: a) tres intersecciones: (1,0°), (1,180°) y el polo; b) E’ (1 ++2, 225“); c)
2

(x2 +y2 - Zy) = x? +y2.

Ejercicio 2.5.4 - Lemniscata: simetria y puntos mas alejados del polo

Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 1.

Sea la curva C de ecuacion polar r? = 4 sen 26. a) Determine si C es simétrica respecto al

eje polar. b) Obtenga unas coordenadas polares de los puntos de la curva mas alejados del

polo. ¢) Bosqueje la grafica de C.

Resolucion.

1. Nombre y donde existe: lemniscata (r* = a? sen 26, a = 2); sen 20 > 0 para 0° < 6 <
90° y 180° < 6 < 270°.

2. a) Prueba 1 (8 — —6): r? = —4 sen 20. Cambia.

3. a) Prueba 2 (r —» —r, 0 — 180° — 0): r?> = 4sen(360° — 20) = —4 sen 20. Cambia. Las
pruebas no deciden.

4. a) Contraejemplo: (2,45°) estd en C (4 = 4sen90°). Su simétrico es (2, —45%):
4sen(—90°) = —4 # 4. Las demas representaciones cambian 20 en multiplos de 360° y

r solo de signo, y r? no cambia: ninguna cumple. No es simétrica respecto al eje polar.

5. b) Maximo: r? = 4sen20 < 4, con igualdad si sen 20 = 1: 20 = 90° o0 450°, es decir,
0 =45° 0225, con |r| = 2.

6. ¢) Tabla: 0 = 0°,15°,45°,75°,90° dan r = 0,4/2,2,/2,0 (> = 4sen30° = 2 en 15°).
Como r — —r no cambia la ecuacién, es simétrica respecto al polo: el lazo del tercer
cuadrante es el reflejo del primero.
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2 = —g% cos 20 con a = 3: lemniscata

7. ¢) Nombre: r? = —9co0s 20, de la forma r
con los lazos sobre la recta a 90°.
8. ¢) Donde existe: —9c0s20 > 0 < c0s20 <0 <= 90° < 20 < 270°, es decir,

45° < 6 < 135° (y, sumando 180°, 225° < 6 < 315°).

9. c) Puntos:
0=90": r>=-9c0s180° =9, r==3;
0=60": r’=—9cos120°= 2, r= iﬂ
Puntos: (390)(390)—(3270)y< ) 6 = 45°, r = 0: los lazos se
tocan en el polo.
3,907)
32 0o
(560)
eje polar
3,270%)

Resultado: a) cardioide, (4,0°), (2,90°), (2,270°); b) rosa de 3 pétalos, (4, 30°), (4, 150°),
(4,270°); ¢) lemniscata, (3,90°), (3,270°), (S‘Tﬁ, 60

2.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2.5.1 - Rosa de tres pétalos: recta a 90 grados y simetria

Adaptado de: ler final 2012-1, tipo C, problema 1.

Sea la curva de ecuacién polar r = 2 sen 30. a) Obtenga las coordenadas de sus puntos
de interseccion con la recta a 90°. b) Determine si es simétrica respecto al eje polar. c)
Bosqueje su grafica.

Resolucion.

1. a) Sustitucion:
0=90°": r=2sen270° = —2; 0 =270°: r =2sen810° = 2sen 90° = 2.

(—2,90%) y (2,270°) son el mismo punto, (0, —2) en cartesianas.

2. a) Polo: r = 0 cuando sen 36 = 0, por ejemplo en 6 = 0°. El polo estd en la curvay en
la recta a 90°.

3. b) Prueba 1 (6 — —0): r = 2sen(—30) = —2 sen 30. Cambia.
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4. b) Prueba 2 (r —» —r, 6 — 180°—0): —r = 2 sen(540° —36) = 2 sen(180°—36) = 2 sen 30,
es decir, 7 = —2 sen 30. Cambia. Las pruebas no deciden.

5. b) Contraejemplo: (2,30°) esta en la curva (2 sen 90° = 2). Su simétrico respecto al
eje polar es (2,-30°) = (2,330°). Con 6 = 330": 25en 990° = 2sen270° = —2 # 2. Con
la otra representacion, (—2,150°): 2 sen 450° = 2 # —2. Sumar 360° a 6 suma 1080° a 30
y no cambia nada. El simétrico no est4 en la curva.

6. c) Tabla (primer pétalo): 0 = 0°,15°,30°,45°,60° dan r = 0,+/2,2,+/2,0. Para 60° < 0 <
120°, r < 0: ese pétalo se dibuja centrado en 270°. El tercero esta centrado en 150°. Con
la prueba 1 para la recta a 90° (0 — 180° —6): 2 sen(540° — 36) = 2 sen 30; si es simétrica
respecto a ella.

recta a 90°

(2,150%) (2,30°)

polo

eje polar

(2,270%) = (~2,90°)

Resultado: a) el polo y (2,270°) (equivalente a (—2,90%)); b) no es simétrica respecto al
eje polar (si respecto a la recta a 90°); c) rosa de 3 pétalos de longitud 2.

Ejercicio 2.5.2 - Cardioide: simetria e intersecciones con la recta a 90 grados

Adaptado de: 1er final 20141, tipo A, problema 1.

Seala curva C; : r = 2(1 — cos6). a) Determine si C; es simétrica respecto al eje polar. b)

Determine el nimero de intersecciones de C; con larecta a 90° y obtenga unas coordenadas

polares de esos puntos. c) Bosqueje la grafica de C;.

Resolucion.

1. a) Prueba 1 (8 —» —60):r = 2(1 - cos(—@)) = 2(1 — cos ). No cambia: es simétrica
respecto al eje polar.

2. b) Sustitucioén: § = 90° :
distintos.

3. b)Polo:r =0 < cosf =1 < 6 =0".Elpolo es un tercer punto. Como r > 0
siempre, no hay mas.

4. ¢) Nombre y tabla: r = a — bcos 6 con a = b = 2: cardioide. § = 0°,60°,90°, 120°, 180°
danr =0,1,2,3,4. La punta esta en el polo y el punto més alejado es (4, 180°); la mitad
de abajo es el reflejo de la de arriba.

r=2(1-0)=2;0=270": r = 2. Puntos (2,90°) y (2,270%),
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(3,120°)
(2,90%)

(4,180°)

(0,0°) eje polar

(2,270°)

Resultado: a) si es simétrica respecto al eje polar; b) tres intersecciones: el polo (0,0°),
(2,90°) y (2,270°); c) cardioide que se abre hacia la izquierda.

Ejercicio 2.5.3 - Caracol con lazo: eje polar, punto simétrico y cartesiana
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 1.

Sea la curva C de ecuacion polar r = 1 + 2 sen 6. a) Obtenga el nimero de intersecciones
de C con el eje polar y las coordenadas polares de esas intersecciones. b) Si E es el punto
de C que corresponde a 6 = 45°, obtenga las coordenadas polares del punto E’, simétrico
de E respecto al polo. ¢) Obtenga una ecuacion cartesiana de C.

Resolucion.

1. Nombre:r = a+bsenf cona =1 < b = 2: caracol con lazo interior, simétrico respecto
alarectaa90°.

2. a) Sustituciéon: 6 =0°: r =1;6 = 180° : r = 1. Puntos (1,0°) y (1, 180°).

. a)Polo:r =0 < senf=—2 < 6=210"0330". El polo esta en la curva.

4. a) Comprobacion: el lazo (210° < 8 < 330°, con r < 0) queda arriba del eje polar y
solo lo toca en el polo. Con la cartesiana del inciso ¢ y y = 0: x* = x%, x = 0, 1. Son
tres puntos.

5. b)Punto E:r =1+ 2sen45” = 1++/2; E (1 ++2,45%).

6. b) Simétrico respecto al polo: se suma 180° al angulo:

E’(1+\@,225°), o también E'(—1—\E,45°).

w

7. ¢) Multiplicar porr: 12 =r + 2rsenf = x2 + Y2 =r + 2y = x2 + y> -2y = r.
8. c) Elevar al cuadrado:
(x2 + y2 - Zy)2 =x+ yz.
Al elevar al cuadrado se agrega r = —1 + 2sen#, que es la misma curva ((r,6) —

(—r,0+180°) la convierte en r = 1+ 2 sen 0); y el polo ya estaba. La ecuacion no agrega
puntos.
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4.3.7 Punto mas cercano, simétrico y perpendicular comun

1.

PQ-i

R

Punto de una recta mas cercano a Q: M = Py +ti cont =

MO - i = 0).

(es decir,

. Punto de un plano mas cercano a Q: recta por Q con direccién 7; su interseccién

con el plano (4.3.6).

. Simétrico: Q' = 2M - Q.
. Puntos mas cercanos entre dos rectas que se cruzan: con P(s) € L; y Q(t) € L,

pide Eﬁ ‘U =0y Ejﬁ -1y = 0; el sistema da s y t. La recta PQ es la perpendicular
comuin, de direccion iy x .

4.3.8 Puntos o planos a una distancia dada

1.

Escribe el punto buscado con el pardmetro de su recta, P(¢), o el plano buscado con su
incégnita, Ax + By +Cz+ D = 0.
Plantea la distancia con la formula que toca e igualala al dato.

Un valor absoluto da dos ecuaciones (+); una distancia entre puntos se eleva al cuadrado.

Casi siempre hay dos soluciones: escribe las dos.

4.4 Ejemplo resuelto
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Ejemplo resuelto - Posicion relativa de dos rectas

Adaptado de: ler final 2012-1, tipo C, problema 4.
Sean las rectas

x=A
Li: p=1,20+t(1,-1,-2) y  Ly: {y=7+3A
z=4—-21

En caso de que L; y L, sean paralelas, obtenga la ecuacion cartesiana del plano que

las contiene; en caso de que se crucen, calcule la distancia entre ellas; en caso de que

se corten, determine las coordenadas de su punto de interseccién.

Resolucion.

1. Datos: Pi(1,2,1), 4; = (1,—1,—2); de las paramétricas de L, con A = 0, P5(0,7,4),
y iy = (1,3,-1).

2. ;Son paralelas?

7k )
iy xtp=1 -1 —2/=(1+6)i—(-1+2)j+B+1Dk=(7,-1,4) %0.
1 3 -1

No se cumple: no son paralelas. (También se ve directo: #; = ki, pediriak =1y
k=-1)
3

3. ;Son coplanares? PP, = (—1,5,3) y

PPy - (g xtly) =—7—5+12=0.

Unidad 3 - Algebra vectorial

3.3.3 Componente escalar y componente vectorial

1.

Identifica quién se proyecta (d@) y sobre quién (i;) Si el vector se da como segmento,
conviértelo: AB= B — A.

Calculad-by |b| (o |b?).

Escalar: %‘b. Vectorial: E—‘bj; simplificada y en componentes.

-
Sid-b=0,las dos componentes son cero: los vectores son perpendiculares.

3.3.4 Vector perpendicular a dos vectores o con angulo dado

1.
2.
3.

4.

n

-

N -
Perpendicular a d y a b: calcula 71 = d x b y saca factores comunes.
n r
= n.

m; con modulo r: + i
Con condiciones sueltas (paralelo a un plano coordenado, angulo dado con otro
vector): escribe el vector con incognitas (paralelo al plano XZ: (x, 0, z)), plantea una
ecuacién por condicién (|9 = 1; ¥ - 4 = |u| cos 0) y resuelve el sistema.

Comprueba con el producto escalar que da 0 (o el coseno pedido).

Unitario: +

3.3.5 Areas

1.

Escoge dos lados que salgan del mismo vértice. Con vértices: AB y AC. Con diagonales:
usa directamente d; x d;.

2. Calcula el producto cruz con el determinante y su médulo; simplifica el radical.

3. Paralelogramo: |d x Z| Tridngulo: %|3 x Z| Diagonales: %|;'1 x (:i)z|. Cuadrilatero: suma de

5.

dos triangulos separados por una diagonal.
Sin componentes (datos de médulos, angulo y componente escalar): obtén los médulos

que falten con comp; d=|alcosOyusa A= |Zi||77| sen 6 (o la mitad).

Sid L b, el area del paralelogramo es |d Ib] (rectangulo).

3.3.6 Voltimenes y coplanaridad

1.

Escribe las tres aristas que salen de un mismo vértice (con vértices: AB, AC, AD). Si
una arista es 2w, el volumen se multiplica por 2.

. Calcula el determinante de 3 x 3 con las tres aristas como renglones.
. Paralelepipedo: el valor absoluto. Tetraedro: un sexto del valor absoluto.
. Volumen con pardmetro: |determinante| = V da dos ecuaciones, det = V' y det = —V.

Coplanaridad: det = 0.

3.3.7 Coordenadas de puntos en una figura

1.

Copia la figura y marca qué es cada vector: de qué punto a qué punto va y cuales lados
son iguales como vectores (lados opuestos de un paralelogramo con el mismo sentido).

2. Parte de un punto conocido y avanza sumando vectores: B= A + AB,A=D—AD.

. Con longitud y direccién: AB = |X]§| 1, con el signo que diga la figura.
. Para el pie de una perpendicular usa la componente vectorial (seccién 3.1.9); para un

punto medio, %(A + B).

. Comprueba una condicidén que no usaste (un lado opuesto, un angulo recto, un médulo).
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3.3.8 Problemas con parametros

1.
2.

Escribe los vectores con el parametro.
-
Traduce cada condicién a una ecuacion: perpendicular, @ - b = 0; paralelo, componentes
> 5 >
proporcionales (b = ka); 4rea, |d x b|2 = A% volumen, d - (b x ©) = £V; componente,
@b _

— =
bl

. Resuelve primero la ecuacion lineal y sustituye en la cuadratica.
. Da el conjunto de valores (casi siempre dos) y comprueba uno.

3.4 Ejemplo resuelto
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Ejemplo resuelto - Paralelogramo dado por sus diagonales

Adaptado de: ler final 2014-1, tipo A, problema 2.

Sea el paralelogramo P cuyas diagonales son los vectores u = 2i+ 2j—4IA< yv=(4,0,2).

Obtenga: a) el coseno de uno de los angulos interiores de P; b) el area de P.

Resolucion. .

1. Lados a partir de las diagonales: si d y b son los lados que salen de un vértice,
i =d+by?v=a— b Sumando y restando:

Ql
Il

3@ +7) = 5(6,2,-2) = (3,1,-1),

Sl
Il

G =) = 3(-2,2,-6) = (-1,1,-3),
2. a) Angulo interior: entre d y _b) que salen del mismo vértice.

ld =vo+1+1=411, bl =v1+1+9=111,

G-b=-3+1+3=1,

1 1
cosf = ——— = —.
JiiJin 1

, . . . 1
El otro angulo interior es el suplementario, con coseno e

3. b) Area con las diagonales:

i j ok X
Uuxv=_2 2 —4/=04-0)—(4+16)j+(0—8)k = (4,—20,-8),
4 0 2

[ x ¥] = V16 + 400 + 64 = /480 = 4+/30, A=%|ax«7|:2\/%.

4. Comprobacién con los lados: d xb= (-2,10,4) y la XZ| = /120 = 24/30.
Resultado: a) cos0 = 1—11 (el angulo vecino tiene coseno —%); b) A = 24/30 unidades
de area.

Unidad 4 - La recta y el plano en el espacio

3. iSe cortan? Calcula‘ﬁlwp; (uy x uy). Si vale 0, se cortan: iguala las paramétricas (con
parametros distintos, t y 1), resuelve con dos ecuaciones y comprueba la tercera.
4. ;Se cruzan? Si el producto mixto no es cero: d = w
Ity x iy
5. Paralelas: si P, estd en Ly, coinciden; si no, el plano que las contiene tiene 71 = u; xﬁ,
y su distancia es la de P, a L;.

En el examen escribe cada caso con «se cumple» o «no se cumple»: asi se ve que se
revisaron los tres.

4.3.4 Distancias

1. Punto-plano: sustituye el punto en Ax + By + Cz + D, toma valor absoluto y divide
entre |71].

2. Punto-recta: ﬁ(@ x 4, su modulo, entre |ii].

3. Recta-recta: primero la posicion relativa (4.3.3); si se cruzan, la férmula del producto
mixto; si son paralelas, punto-recta.

4. Plano-plano: comprueba que sean paralelos (normales proporcionales); escribe los
|Dy—Dy|

dos con el mismo 11y usa w0 la distancia de un punto de uno al otro. Si no son

paralelos, d = 0.
s _ e

5. Racionaliza: — = .
V21 21

4.3.5 Angulos y problemas con parédmetro

1. Identifica qué se compara: rectas (i, iz), planos (7, 11,) o recta y plano (i, 7).

2. Usa coseno en los dos primeros casos y seno en recta—plano.

3. Con parametro: deja el parametro en los vectores, escribe la formula con el valor

1 V3

conocido (sen30° = %, sen60° = X2, cos 60° = 1) y eleva al cuadrado para quitar el
valor absoluto y la raiz. Resuelve la ecuacién de segundo grado: casi siempre hay dos
valores («el conjunto de valores»).

4. Para 90° no hace falta la férmula: basta la condicién de perpendicularidad de la tabla
de 4.1.3, que es lineal en el parametro.

4.3.6 Intersecciones

1. Recta—plano: sustituye las paramétricas de la recta en la ecuacion cartesiana del plano,
despeja t y sustityelo en la recta. Si la ecuacién queda 0 = 0, la recta esta contenida
en el plano; si queda 0 = k # 0, es paralela.

2. Recta-recta: iguala las paramétricas con parametros distintos; dos ecuaciones dan los
parametros, la tercera comprueba.

3. Plano-plano: la recta de 4.3.1, paso 3.

4. Recta y un plano coordenado (por ejemplo z = —4): iguala la coordenada y despeja
t.
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«valores de m (o B, h) para que parametro 435

formen 30°», «sean

perpendiculares»

«interseccion de la recta con el punto comun 4.3.6

plano», «de las rectas»

«punto mas cercano», «mas pie de perpendicular 4.3.7
proximos, «simétrico»,

«perpendicular comun»

«punto de la recta que diste k ecuacion con valor 4.3.8
unidades», «plano a distancia 7» absoluto

4.3 Procedimientos

4.3.1 Ecuaciones de una recta
1. Por dos puntos A, B:ii = ABy Py = A.

. ” . . s X—
2. De simétricas a vectorial: lleva cada fracciéon a la forma

axo (coeficiente 1 en
la variable); lee Py(xg,Vp,29) Y 4 = (a,b,c). Una ecuacion aparte como z = 4 da
componente 0.

3. De forma general a vectorial: # = 7i; x n,. Para el punto, da un valor a una variable
(por ejemplo z = 0) y resuelve el sistema de 2 x 2 que queda. Comprueba el punto en
las dos ecuaciones.

4. Recta perpendicular a un plano por un punto: 4 = 7.

5. Recta paralela a dos planos (o perpendicular a dos rectas): u = 1y X 11y (0 Uy X Uy).

4.3.2 Ecuacion de un plano

1. Consigue un punto y dos vectores del plano, no paralelos:
= tres puntos A, B, C: AB y A—C:;
» un punto Q y una recta (P, #) que no lo contiene: 4 y HQ);
= dos rectas que se cortan: u; y i, (antes comprueba que se cortan, 4.3.3);
= dos rectas paralelas: ii; y P,P, (ii; X il es 0 y no sirve);
» «paralelo a las rectas Ly M»: g y ty;
s «perpendicular al plano 7y»: iy es uno de los vectores; «perpendicular al plano XZ»:
J; «contiene al eje Y»: j y el origen.
. Normal: n = d x Z; simplifica dividiendo entre un factor comun.
. Ecuacion: - (x — xp, y — ¥, 2 — 29) = 0.
. Comprueba con un punto que no usaste para el término independiente.

g W

. Si piden la vectorial o las paramétricas: p = p; + rd + sb.

4.3.3 Posicion relativa de dos rectas
1. Datos: Pl’ ﬂl, Pz, 172 (431)
2. ¢Paralelas? Calcula #; x 4. Si es 0, se cumple; ve al paso 5.
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3.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3.5.1 - Tres vectores con médulo dado
Adaptado de: ler final 2012-1, tipo C, problema 3.

Obtenga los vectores d, b y ¢, de mbdulo 5, 7 y 3 respectivamente, tales que d es paralelo

al vector v = (6,-2,3); b tiene cosenos directores cosar = —% y cos = cosy; y € es
perpendicular tanto a v = 3i — 4k como a w = (-3, 1,4).

Resolucion.

1. @& =v36+4+9=7asiqued= ig(é, -2,3) == (?,—%, %)

2. br % +2cos?f = 1 = cos?’f = g = cosff = cosy = i%. Entonces b =

~

1.2 ,2\_(_7 .14 14 . .
_)(_§’i§’i§) = ( 333 ) con los dos signos 1guales;
3. ¢: perpendicular a los dos, paralelo a su producto cruz (aqui v = (3,0, —4)):

ik )
Vxw=[3 0 —4/=0+4i—-(12-12)j+(3-0k=(403), [|[¥xw =5.
-3 1 4

4 L= 43 —+(2 52
Con moédulo 3: ¢ = 15(4,0,3)—1( s ,0, 5).

> 30 10 15).* ( 7 14 14) ( 714 14).-» (12 9)
ca==+(=,—-—= = L = = L = _= + (== Z).
Resultado: a (7, 7 ;b >33)0 3 —5. 3 )ic =0, 2

Ejercicio 3.5.2 - Angulos directores, componente vectorial y area por diagonales
Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 2.

Sean el vector v de moédulo 2, cuyos angulos directores son @, f = 30° y y = 60°, y el
vector i = —3k. Determine: a) la componente vectorial de # sobre un vector w paralelo al
eje z; b) el angulo entre 4 y v; c) el area del paralelogramo cuyas diagonales son # y v.

Resolucion.

1. V:cosla=1—cos?30° —cos?60° =1— 3 —

I =0,asiquea =90y

NP

U:z(o,ﬁ,é)z(o,ﬁ,l).

2

2. a)Conw = Kk (k = 0): compy, U = ﬁ—‘;v_ﬁ = %f kk = —3k. No depende de k: i ya es

=
W

paralelo al eje z.
3. b)u-v=-3ul=3,|¥ =2:cosh = %3 = —%, asi que 6 = 120°.

4. c)
ik )
ix¥=10 0 -3]=(0+3V3)i—(0-0)j+(0-0k=(3V30,0),
0 V3 1
yA:%IEX\'ﬂ: 3_\25
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Resultado: a) (0,0, —3); b) 120°; ¢) 33 unidades de area.

Ejercicio 3.5.3 - Vector perpendicular con médulo dado y componente vectorial

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo C, problema 5.

SOLO PLAN 2016 Sean @ = 3i — 2, b = dk—2,¢=1- Jj+ 2k yd=2+]— k. Determine: a)
|dl; b) los
cosenos directores de g; c) el vector v tal que 2a — 3v es la componente vectorial de d sobre

.

C.

las componentes del vector # perpendicular tanto a b como a ¢ y tal que |u| =

Resolucién.
1. a)Conb = (-2,0,4),¢=(1,-1,2):

. ik .
bxé=|-2 0 4/=(0+4)i—(—4—4)j+2-0)k=(4,82)=2(241).
1 -1 2
[(2,4,1)] = V21 y|dl = V9 + 4 = /13, asi que ii = %(2 4,1) = +ﬁ(2 4,1).
=3 - __2 -
2. b) cosa = m,cosﬁ— m,cosy—o,

3. c)c_ifz 2-1-2=-1,|c% =6: comp%_f: —é(l,—l,Z).
1 z 4 111 37 25 1
4. Despeje: 2a—3v-—gc=V— —a+ (2,—§,O)+( ) ( = —).

18° 18 9 18° 18’ 9
iE(Z 4,1); b)(

Resultado: a) i = 37 _25 1)

J13’ F ) V= (1_8 189
Ejercicio 3.5.4 - Vector unitario paralelo a un plano coordenado y a 45° de otro
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2024-2, tipo A, problema 5.
soLo PLAN 2016 Obtenga un vector unitario v, paralelo al plano XZ, que forma un angulo
de 45° con el vector i = (2,0, 2).
Resolucion.
1. Incégnitas: paralelo al plano XZ significa componente y nula: ¥ = (x,0,z), con
2, .2 _

x“+z¢=1
2. Angulo: V-4 = [0][if] cos45° = 2x + 2z = 1- 22~ ‘/75
3. Sistema: (x +z)? =1y x?+2z2=1dan2xz=0:x=0,z=10x=1,z2=0.
4. Comprobacién: k- (2,0,2)=2=1-242- g

=2, esdecir, x +z = 1.

Resultado: v=1=(1,0,0) 0 v = k= (0,0, 1) (basta dar uno).

Ejercicio 3.5.5 - Area de un triangulo con angulo y componente escalar
Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 2.

Dos de los lados de un triangulo son los vectores d y b, que forman un angulo de 60°. La
componente escalar de @ sobre b es 4 y |b| = +/3. Obtenga el area del triangulo.
Resolucion.

1. Médulo de a: compz?z = |d| cos 60° = 4 = %|5| = |a| = 8.
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L

4.1.6 Posicion relativa e intersecciones

Dos rectas pueden ser:

s paralelas (o coincidentes): u; x iy = 0; son coincidentes si ademas P, estden Ly;

= se cortan en un punto: no son paralelas y son coplanares, ﬁ (ty x ty) = 0;

= se cruzan (no son paralelas ni se cortan): m (g x tty) # 0.

Las paralelas y las que se cortan determinan un plano; las que se cruzan, no.

Recta y plano: si -7 # 0, se cortan en un punto; si # - i = 0, la recta es paralela al plano
(sin puntos comunes) o esta contenida en él. Dos planos: si no son paralelos, se cortan
en una recta de direccién 71y x 11y.

Punto mas cercano y simétrico. El punto M de una recta (o de un plano) més cercano
a Q es el pie de la perpendicular trazada desde Q: MO L i (o MO || 7). El simétrico de Q
respecto a la recta o al plano es Q’ con M punto medio de QQ’: ¢’ = 2m — q.

4.2 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«ecuacion vectorial»,
«paramétricas», «forma simétrica»
de una recta

«recta interseccion de los planos»,
dos ecuaciones juntas

«plano que contiene a los puntos», plano por puntos o 43.2
«al punto y a la recta», «a las rectas»  rectas

plano con condicion 4.3.2

pasar entre formas 43.1

forma general a vectorial  4.3.1

«paralelo a las rectas»,
«perpendicular al plano XZ», «cuyo
vector normal es perpendicular a»
«en caso de que sean paralelas... se
crucen... se corten»

«distancia del punto al plano», «a la
recta», «entre las rectas», «entre los
planos»

«angulo entre», «coseno del angulo»

posicion relativa 433

una distancia 43.4

angulo 435
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Sy

Sin valor absoluto se obtiene el angulo obtuso (180° — 6); los exdmenes piden el agudo

salvo que digan otra cosa. Un angulo que no es notable se deja como ang cos % o ang sen %
4.1.5 Distancias

= Punto Q a plano Ax + By+Cz+ D =0:

|AX'Q + ByQ + CZQ + D| —
d= = |comp;; PoQl-
VA? + B? + C?
L [P0l s
= PuntoQarectap=py+tu:d= T (altura del paralelogramo de lados PyQ 'y
U

>,

u).
= Rectas que se cruzan (L; por P; con i;; L, por P, con iy):

d= |PyPy - (i x hp)|
Ity x |
Si se cortan, el numerador es ceroy d = 0.
= Rectas paralelas: distancia de un punto de una a la otra (férmula punto-recta).
= Planos paralelos Ax + By+ Cz+ D; = 0y Ax + By + Cz + Dy = 0 (con el mismo

D, —D.
vector normal): d = # Si no son paralelos, se cortan y d = 0.

VA? + B? + C?
= Recta paralela a un plano: distancia de un punto de la recta al plano. Si la recta no
es paralela, lo cortay d = 0.
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2. Area: A = %|Zi><z| = %|E||Z|sen60° = % -8-4/3- \/; =6.

Resultado: A = 6 unidades de area.

También en: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo C, problema 5, y 2° final
2016-2, tipo A, problema 5, con bl =3 y componente escalar 2: [d| =4y A = % -4-3- \/; =

34/3.

Ejercicio 3.5.6 - Area de una armadura y componente vectorial

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo A, problema 5.

soLopLaN 2016 En la armadura de la figura, los segmentos CD y BA son paralelos, asi
como BC y AD. Sean el punto A(1,—4,0) y los segmentos dirigidos BD =3i— 2j — k y
BC = (1,3,—1). Determine: a) el 4rea del paralelogramo ABCD; b) la componente vectorial
de BC sobre k x .

A(1,-4,0)

Resolucion.

1. Lados desde B: los lados que salen de B son BA yﬁ, y BDesla diagonal (no dibujada):
BD = BA + BC, asi que BA = (3,-2,-1) — (1,3, 1) = (2,-5,0).

2. a)

J .
=5 0|=0(5-0i-(=2-0)j+(6+5k=(52,11),
3 -1

==

BAxBC =

— DO >

A =+25+4+ 121 = V150 = 5v6. (Da lo mismo [BD x BC|, porqueﬁEXE@ =0.)
3. b) kx j = —i. Con é = —i, |¢| = 1: comp; BC = (BC -€) & = (-1)(-0) =1.
Resultado: a) 516 unidades de area; b) i = (1, 0,0). El punto A no se necesita.
Ejercicio 3.5.7 - Area de un cuadrilatero dado por tres lados

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 3.

Los vectores i = (6,8,0), v = (8,2,0) y w = (2,—10,0) son los lados AB, §5y CD del
cuadrilatero ABCD de la figura. Obtenga el area del cuadrilatero.
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Resolucion.

—

1. Diagonal y cuarto lado: AC =
i
2. Triangulo ABC: uxv = |6
8

+7=(14,10,0) y AD = ii + ¥+ w = (16,0,0).

<y

(0,0,12 — 64) = (0,0, —52); 4rea % .52 = 26.

N 00 >
o o A
Il

1
3. Triangulo ACD: AC x AD = |14 1]o
16 0
4. Suma: 26 + 80 = 106. (Comprobacién: 2[AC x BD| con BD = ¥ + = (10,-8,0) da
%212 =106.)
Resultado: 106 unidades de area.

=(0,0,0 — 160) = (0,0, —160); area 80.

oo A

Ejercicio 3.5.8 - Paralelepipedo de volumen dado y componente vectorial
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 2.

Los vectores & = i + 2j + 2k, v = =2 + 2] — k y w = 121 + bj — 12k estan sobre tres aristas
concurrentes de un paralelepipedo. a) Determine el conjunto de valores de b para los cuales

el volumen del paralelepipedo es de 162 unidades cubicas. b) Obtenga la componente
vectorial de # sobre V.

Resolucion.

1. a) Producto mixto:

1 2 2
u-(Wxw)=|-2 2 —1|=1(-24+b)—2(24 +12) + 2(—2b — 24) = —3b — 144.
12 b -12

2. |-3b—144| = 162: —3b— 144 = 162 = b = —102, 0 —3b — 144 = —162 = b = 6.
3. b)ii-¥=-2+4—2=0: compgii=3v=0( L)

Resultado: a) b € {—102, 6}; b) 0 = (0, 0,0).
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ifﬁ Sy
a~]

Py PP
ps

= Ecuacion cartesiana: A(x—xg)+B(y—yp)+C(z—zy) = 0, es decir, Ax+By+Cz+D =0
con D = —7i - py. Los coeficientes de x, y, z son el vector normal.

» Ecuacién vectorial: p = py +rd+ 37), con da yE no paralelos y contenidos en el plano;
i=axb.

= Ecuaciones paramétricas: x = xy + ra; + sby, y = yg +ray + sby, z = zy + raz + sbs.

= Planos coordenados: XY : z = 0, normal IA<; XZ: y=0,normal j;YZ : x = 0, normal
1. Un plano «perpendicular al plano XZ» contiene la direccion j; uno «paralelo al plano
YZ» tiene normal i.

De paramétricas a cartesiana: il = d xb y un punto (el que se obtiene con r = s = 0). De

cartesiana a vectorial: un punto que la satisfaga y dos vectores perpendiculares a 71 y no

paralelos entre si (por ejemplo, para i1 = (3,—1,3): (1,3,0) y (0,3, 1)).

4.1.3 Paralelismo y perpendicularidad

Con 4y, iy vectores directores de rectas y 71y, 11, vectores normales de planos:

Objetos Paralelos Perpendiculares

Recta y recta Uy x iy = 0 (i = kil) Uy -ty =0

Plano y plano By Xy = 0 (7 = ki) n-fy =0

Recta y plano u-n =0 (larectava«alo ii x i = 0 (ii es normal al plano)

largo» del plano)

Observacion. En recta—plano las condiciones se invierten: paralelismo con producto
punto y perpendicularidad con producto cruz, porque se compara la direccion de la recta
con la normal del plano. Si -7 = 0 y un punto de la recta satisface la ecuacion del plano,
la recta esta contenida en el plano.

4.1.4 Angulos

U - U
= Entre dos rectas: cosf = ||_,1| |_,2||, con 0° < 6<90°.
U] |ug
iy gl
= Entre dos planos: cosf = ol (el angulo entre sus normales).
niling

= Entre una recta y un plano: es el angulo ¢ entre la recta y su proyeccion sobre el
plano, complemento del 4ngulo 0 entre # y 7. Por eso lleva seno:
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4.1.1 La recta

La recta L que pasa por Py(xo, Y. Zo) y es paralela al vector i = (a, b, c) # 0 (vector director)
es el conjunto de puntos P tales que PP es paralelo a i.

L
P
i
Py
P
1 n
y
X

» Ecuacioén vectorial: L: p= py +ti,t €R.
= Ecuaciones paramétricas: x = xg +at, y=yy+bt, z=zy+ct

= Ecuaciones cartesianas en forma simétrica (si a, b, c # 0):

X=X Y=Y _

a b c

zZ—2

Si una componente es cero, esa coordenada es constante y se escribe aparte: con
> _ X=X _ Y N., _
u=(a,b,0), — =2z = 7.

= Forma general (interseccién de dos planos no paralelos):

A1x+B1y+CIZ+D1:0
A2x+Bzy+sz+D2=0

4

<y
Il
S
X
)

El Plan 2016 no la nombra, pero la usa en «la recta interseccion de dos planos».

Observacion (leer la forma simétrica). Antes de leer el punto y el vector, cada fracciéon
debe quedar com

2y—4  z+45 x—4 Y—2 z+45
4—x= = — = = ,

8 3 -1 4 3

con punto (4,2,—-5) y vector (—1,4,3): en 4 — x se cambia el signo del denominador, y en
2y—4
8

Dos puntos Ay Bdanlarectacon Py = Ay = AB.

se divide numerador y denominador entre 2.

4.1.2 El plano

El plano 7 que pasa por P, y es perpendicular al vector i = (A, B,C) # 0 (vector normal)
es el conjunto de puntos P con i - PyP = 0.
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Ejercicio 3.5.9 - Volumen con un vector dado por cosenos directores

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo D, problema 5.

soLo PLAN 2016 Tres aristas concurrentes del paralelepipedo P son los vectores i = (2, —1,1),
. I 1
v =(0,-2,3) y 2w. Dos de los cosenos directores del vector unitario w son cos @ = 2y

cosf = g Obtenga: a) comp; 4; b) el volumen de P.

Resolucion.

1. w: cos y—1—1—3_0 asi que w = <; ‘/;O)

2. 2)i-V=0+2+3=5[3? = 13: compyii = =(0,-2,3) = (0,—12, 2).

) ’ ’ v BYe 13’13

3. b)
2 -1 1

i-@xw) =0 -2 3:2(0—3‘—B)+1(0—§)+1(0+1):—3\E—1.
T 2 2 2
18
2 2
Con la arista 2w el producto mixto se duplica:V:2|—3\/§—%|:6\/§+l,

Resultado: a) (0 -1 E) b) V = 63 + 1 unidades cubicas.

13713

Ejercicio 3.5.10 - Componente escalar y producto mixto con parametros

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2019-2, tipo A, problema 5.

SOLO PLAN 2016 Sean d = (=2, 3, 1),77 =(0,1,—4) y ¢ = (m, n, —6). Determine m y n tales que

>
>7 >

comp; = % y el producto mixto [a b ] = —67.

Resolucion.
1. C te: |b b=n+24 M2 =2 =5
omponente: | |=V17y¢c- n i i
2. Producto mixto:
-2 3 1
0 1 —4=-2(—6+4n)—3(0+4m)+1(0 —m) = 12 — 8n — 13m.
n —6

3. Conn=512-40—-13m = —67 = —13m = -39 = m = 3.
Resultado: m = 3,n = 5;¢ = (3,5, —6).

Ejercicio 3.5.11 - Tetraedro: componente escalar, area de una cara y volumen
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2020-1, tipo C, problema 5.

~1), B(-2,3,-1), C(1,-4,1) y
D(0,0, 7). Obtenga: a) la componente escalar de CD sobre E; b) el area del triangulo
ABC; ¢) el volumen del tetraedro.

Resolucién.

1. Vectores: AB = (—5,—1,0), AC = (=2, -8, 2), AD = (=3, —4, 8) CD = (-1,4,6).

2. 2) CD- AC = 232+ 12 = —18, |AC| = V72 = 6v2: comp = CD = ;ﬁ ¥

soLo PLAN 2016 Un tetraedro tiene sus vértices en A(3,4,
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3. b)
gk A
ABxAC=|-5 -1 0|=(=2-0)i—(~10—0)j+ (40 — 2)k = (-2, 10, 38),
-2 -8 2

|AB x AC| = V4 + 100 + 1444 = /1548 = 6+/43; area 3/43.
4. ¢) (ABx AC)- AD = 6 — 40 +304 = 270; V = 22 = 45,

Resultado: a) —S‘Tﬁ; b) 3v/43 unidades de area; c) 45 unidades ctibicas.

Ejercicio 3.5.12 - Segmento dirigido paralelo a otro
Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 2.
El segmento dirigido AB, de longitud 14, es paralelo al segmento dirigido CD, como se

muestra en la figura, con A(6,-3,9), C(1,2,3) y D(3,—1,9). Empleando algebra vectorial,
determine las coordenadas del punto B.

14

(1,2,3)

A(6,-3,9) D(3,-1,9)

Resolucion.

1. Direcciéon: CD = D — C = (2,-3,6), |CD| = V& + 9 + 36 = 7. o

2. Sentido: en la figura las flechas apuntan en sentidos contrarios, asi que AB tiene la
direccién de DC = (-2,3,-6).

3. Vector: AB = 14- (‘23—‘6) = (~4,6,-12).

4. Punto: B= A+ AB=(6—4, —3+6,9—12) = (2,3,-3).

Resultado: B(2,3,—3). (Si se tomara el mismo sentido que C—li saldria B(10, -9, 21); la

figura descarta esa opcién.)

Ejercicio 3.5.13 - Distancia de un punto al eje y
Adaptado de: ler parcial 2005-2, tipo B, problema 2.

En la figura, el punto A est4 en el plano XY y su vector de posicién d forma un angulo de
60° con el eje x; el segmento AB es paralelo al eje z. Si |[d| = 16 y |AB| = 6, determine la
distancia entre el punto By el eje y.
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Unidad 4 - Larecta y el plano en el espacio

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno aplicara el algebra vec-
torial para obtener las diferentes ecuaciones de la recta y del plano, asi como
para determinar las relaciones entre ellos y con puntos en el espacio de tres
dimensiones.

Plan 2016 (Calculo y Geometria Analitica, tema 7). El alumno aplicara
el lgebra vectorial para obtener las diferentes ecuaciones de la recta y del
plano en el espacio, asi como para determinar las relaciones entre estos.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: en el Plan 2010, sale en los 9 finales revisados, casi siempre como
problema 3 (13 problemas: en cuatro finales vienen dos). Lo que piden: plano que
contiene a una o dos rectas con una condicién 6, angulo recta—plano o plano—plano
con parametro 3, distancia entre rectas o punto mas cercano 3, recta interseccion
de dos planos 3, distancia de un punto a un plano o a una recta 3, posicion relativa
de dos rectas 1 y punto simétrico respecto a una recta 1 (un problema cuenta en
varios subtemas). El 2° parcial 2005-2 trae 6 problemas mas. En el Plan 2016, el
problema 6 de los 39 finales de Calculo y Geometria Analitica (el 7 en los de siete
problemas): plano que contiene dos rectas o una recta y un punto 15, distancia de
un punto a un plano o entre planos 11, recta o plano perpendicular 10, angulos 8,
distancia de un punto a una recta 8, plano por tres puntos 7, interseccién recta—
plano 6, paralelismo 6, interseccién de dos rectas 5, distancia entre rectas 4 y recta
interseccion de dos planos 2.

= Tiempo: de 5 a 6 horas para esta unidad.

= Ruta corta:
1. Repasa en la Unidad 3 el producto cruz y el producto mixto (15 min).
2. Lee las secciones 4.1.1 a 4.1.6 (40 min); copia la tabla de la seccién 4.1.3 y las

formulas de 4.1.5.
3. Aprende los procedimientos 4.3.2 (plano), 4.3.3 (posicion relativa) y 4.3.4 (dis-
tancias): cubren mas de la mitad de los problemas.

4. Sigue el ejemplo de la seccién 4.4 tapando la resolucion.
5. Resuelve con crondémetro, 15 min cada uno, los ejercicios 4.5.1, 4.5.3, 4.5.5, 4.5.7,

4.5.11y 4.5.12.
6. Plan 2016: agrega los ejercicios 4.5.2, 4.5.8 y 4.5.13. Plan 2010: agrega 4.5.4 y
4.5.6.

4.1 Conceptos y expresiones

Todo lo de esta unidad se reduce a dos datos por objeto: una recta queda determinada
por un punto y un vector director; un plano, por un punto y un vector normal. Los
productos punto, cruz y mixto (Unidad 3) hacen el resto.

65



Unidad 3 - Algebra vectorial

4. Escribe la formula antes de sustituir: comp, comp, area o volumen. Asi se ve si falta un
%, un é o un valor absoluto.

5. Comprueba: el producto cruz es perpendicular a los dos factores, el punto obtenido
cumple la condicion que no usaste, los parametros dan el area o volumen pedidos.

6. Deja los resultados exactos (radicales racionalizados o no, pero simplificados) con sus

unidades.

Un producto cruz bien hecho resuelve la mitad de los problemas de esta unidad: area,
vector perpendicular, paralelismo y volumen salen de él.
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Resolucién.

1. A:d = 16(cos 60°, sen 60°,0) = (8,83,0).

2. B: AB = 6k (hacia arriba), asi que B (8, 83, 6).

3. Distancia al eje y: d = \x? + 22 = 64+ 36 = 10. (Con vectores: d = ‘Ogrﬂ =
|(—6,0,8)| = 10.)

Resultado: d = 10 unidades.

Ejercicio 3.5.14 - Paralelogramo: punto de cruce de las diagonales y angulo
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2024-2, tipo A, problema 5.
soLo PLAN 2016 Los puntos A(1,2,3), B(3,2,1), C(3,4,3) y D son los vértices del paralelo-

gramo de la figura, cuyas diagonales se cortan en M. Determine: a) las coordenadas de M;
b) el coseno del angulo entre los segmentos ABy AC.

C(3,4,3)

A(1,2,3) ) . B(3,2,1)

Resolucion.

1. Lectura de la figura: los vértices en orden son A, B, D, C; las diagonales son AD y
BC.

2. a) Las diagonales se cortan en su punto medio: M = %(B +C) = %(6, 6,4) = (3,3,2).
(ConD = B+C— A= (5,4,1), también %(A +D)=(3,3,2))

AB = (2.0.—2). AC = eosfe -4 — 1= o
3. b) AB = (2,0,-2), AC = (2,2,0): cos0 = == = 7 (0= 60°).

Resultado: a) M(3,3,2); b) cosf = %
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Ejercicio 3.5.15 - Vértices de un paralelogramo

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo C, problema 5.

soLo PLAN 2016 Sea el paralelogramo ADCB de la figura, donde u = (5,1,0) y ¥ = (=1, 4, 6),

y el punto E es el pie de la perpendicular desde D a la recta BA. Determine las coordenadas
de los puntos A, C, By E.

c D(4,-3,5)

<
=

Resolucion.

1. Lectura de la figura: v = BC es un lado yu= AC es una diagonal. Los lados opuestos
son iguales como vectores: AD=BC=% y CD = BA.
A:A=D—-v=(4,-3,5—(-1,4,6) = (5,-7,-1).

C:C=A+1u=(10,-6,-1). B: B=C—v = (11,-10,-7).

Comprobacion: CD = (-6,3,6) = BA.

E: es A mas la componente vectorial de AD = ¥ sobre la direccién BA = (-6,3,6):

RAE o

V-BA=6+12+36=54, [BAP =81, compy;¥= ‘1*(—6,3, 6) = (—4,2,4),
E=A+(-4,2,4) = (1,-5,3). Comprobacion: ED = (3,2,2) y (3,2,2) - (=6,3,6) = 0.
Resultado: A(5,—7,—1), C(10, —6, 1), B(11,—10, =7), E(1, -5, 3).

Ejercicio 3.5.16 - Cuadrado en el espacio

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2017-1, tipo A, problema 5.

soLo pLaN 2016 El cuadrado ABCD de la figura tiene lados de 10 unidades; los lados AC

y BD son paralelos al eje z y los lados AB y CD, al vector v = 4i + 3j, con A(-2,1,6).

Determine: a) las coordenadas de B, C y D; b) la componente vectorial de BC sobre CD.
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. , @b .
2. Confundir las dos componentes. La escalar es un nimero, =; la vectorial es un

[b]

vector, |ii| b Y se divide entre el modulo del vector sobre el que se proyecta.

3. Area de paralelogramo por diagonales sin el 5. Con las diagonales, A = E|;11 X 22|;

con los lados, A = |a x?}|

4. Tomar una diagonal como lado. En el ejercicio 3.5.6 BD es diagonal y en el 3.5.15
ii=AC también; se lee la figura antes de multiplicar.

5. Olvidar el valor absoluto o el %. El producto mixto puede salir negativo; el volumen
es su valor absoluto, y el del tetraedro es un sexto. Con parametro, |det| = V da dos
ecuaciones.

6. Angulo interior con un vector al revés. El angulo en A usa AB y AC; con BA sale
el suplemento (coseno con el signo cambiado).

7. Cuarto vértice con la formula equivocada. D = A + C — B vale si B es el vértice
opuesto a D. Se identifica primero cuél es el vértice opuesto (en el propuesto 3.6.2, R).

8. Perder una solucion. «Paralelo a ¥ con médulo 5», «unitario perpendicular» y los
parametros cuadraticos tienen dos respuestas; se dan las dos o se dice que hay dos.

9. Errores en el determlnante El término de j ] lleva signo menos: —(a;b3 — azb;). Se

comprueba que @ x b sea perpendicular ady a b.

3.8 Formulario de emergencia de la unidad

" AB=B—A-[J|= |V +v3++2 9=

= Cosenos directores: (cos @, cos f§,cosy) =V, cos? a + cos? f + cos? y=1

|<¢

- punto medio l(A + B).

=i

. 5~77=a1b1+azb2+a3b3:|ﬁ||i;|c059-a b= a-b=0.
»_Zi-b @b7
= comp;d = 7 ompza— |b|2b‘
LA L . .
»dxb=a; ay as|-laxb|=ldlblsend-d|b < dxb=0
by by bs

= Areas: paralelogramo |d x Z|; triangulo %|K§ X Xa; por diagonales %|1_1)1 X (_1)2|.
s Volimenes: paralelepipedo |d - (b x 0)|; tetraedro %|EB) -(AC x AD)|; coplanares si el
producto mixto es 0.

= Paralelogramo ABCD: D = A+C—B; pie de la perpendicular de Ba AC: A+compz AB;
simétrico de P respecto a M: 2M — P.

3.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe en componentes todos los vectores y segmentos del enunciado (E =B-A)
antes de calcular nada.

2. Si hay figura, copiala y marca qué vectores son lados, cuales diagonales y el sentido de
cada flecha. . .

3. Calcula una sola vez los productos que se repiten (d - b, @ x b, médulos) y usalos en
todos los incisos.
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Ejercicio propuesto 3.6.11

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2019-1, tipo A, problema 5.

soLo PLAN 2016 Sea el tridngulo T de vértices A(—1,0, 2), B(2,1,—1) y C(1, -2, 2). Determine:

a) el coseno del angulo A; b) la componente escalar de AB sobre BC; c)elareadeT.
2 B8y 15 15719,
a)@— 19,b) 51 ;¢) /34,

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 139.

Resultado:

Ejercicio propuesto 3.6.12

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2018-1, tipo A, problema 5.

soLo PLAN 2016 Los vértices de un tetraedro son A(4, 1,2), B(2,0, 1), C(2,3,4) y D(6,d,, 1).

Obtenga el valor de d, para que el volumen del tetraedro sea de 5 unidades ctbicas.
Resultado: dy =50d, = —5.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 139.
Ejercicio propuesto 3.6.13
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2018-2, tipo A, problema 5.

soLo PLAN 2016 Sea el paralelogramo de la figura, con A(1,2,3), B(3,2,2) y C(7,4,—1); Q es
el pie de la perpendicular desde B al lado AC. Obtenga: a) las coordenadas de Q; b) el 4rea
del tridngulo ABC.

B(3,2,2)

|
|
|
|
|
A(1,2,3) g

C(7,4,-1)

Resultado: a) Q (179 g, %) b) 6.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 139.
Ejercicio propuesto 3.6.14
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2026-2, tipo A, problema 5.

soLO PLAN 2016 Los vectores é y ¥ coinciden con los lados no paralelos de un paralelogramo
de 6 unidades de area; ademas || = 4, |v| = 3 y forman un angulo agudo. Calcule # - V..
Resultado: i - v = 6+/3.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 139.

3.7 Errores frecuentes

1. Restar al revés. AB = B— A (final menos inicial). Un signo mal en AB cambia
componentes, angulos y coordenadas de puntos.
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A(-2,1,6)
B
y
|
|
l
e
X |
|
|
D
Resolucion.
1. B: V| = 5, asi que AB=10- @ = (8,6,0) (en la figura B esta a la derecha de A):
B=(6,7,6).

2. C: C esta 10 unidades abajo de A: AC = (0,0,—10), C = (-2,1,—-4).
3. D: D =B+ AC = (6,7,—4). Comprobacién: AB- AC = 0 y los dos miden 10.
4. b) BC = (-8, —6,—10), CD = (8,6,0): BC-CD = —64 —36 = —100, |CD|? = 100, asi que

compc—DvB—C) - _CD-= (—8,-6,0).
Resultado: a) B(6,7,6), C(—2,1,—4), D(6,7,—4); b) (—8,—6,0).

3.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.3.

Ejercicio propuesto 3.6.1

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 2.

Sea el tridngulo T cuyos vértices son el origen 0(0,0,0) y los puntos A y B, que estan
sobre los ejes x y y respectivamente. Determine unas coordenadas de A y de B tales que
el 4rea de T sea igual a 4 y la suma de los vectores my OB sea perpendicular al vector
U =1-2j+4k.

Resultado: A(4,0,0) y B(0,2,0), o bien A(—4,0,0) y B(0,—2,0).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 137.
Ejercicio propuesto 3.6.2
Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 2.

Sean los puntos P(1, 2, -3), Q(0, 1, 2), R(—1,3,—2) y S. a) Compruebe que P, Q y R son tres
de los cuatro vértices de un rectangulo cuyo angulo recto tiene vértice en R. b) Determine
las coordenadas del cuarto vértice S.
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Resultado: a)ﬁ-i@ =0;b) S(2,0,1).

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 137.

Ejercicio propuesto 3.6.3

Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 2.

Seand = (6,—4, 4),?) =(2,1,-2) y ¢ = (2,2,¢3). a) Determine c; tal que d sea perpendicular
tanto a b como a ¢. b) Obtenga el 4rea A del paralelogramo que tiene a @ y b como lados
no paralelos.

Resultado: a) c; = —1; b) A = 61/17.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 137.

Ejercicio propuesto 3.6.4
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 2.

-

Seand = 3i+ 2k, b= (~4,1,3),¢ = 2i+j+ 10k yd = 3i + 6j — 6k, donde i = 3G+ 2b— ¢, ¥
es paralelo ad y —2u - v = —36. Determine las componentes de # y de V.
Resultado: i = (—1,1,2), v = (-6, -12,12).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 137.

Ejercicio propuesto 3.6.5

Adaptado de: ler parcial 2005-2, tipo B, problema 3.

Sean los puntos A(2,0,—2), B(4,2,—-1), C(c1,0,2) y D(4, 2,d3). Determine c; y ds para que
los segmentos dirigidos AB y DC sean paralelos.

Resultado: ¢; = 2,d; = 3.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 138.

Ejercicio propuesto 3.6.6

Adaptado de: ler parcial 2005-2, tipo B, problema 4.

Sean v = —i +ak y i = i +bj + k. Si#i y v son perpendiculares, obtenga el conjunto de
valores de a y el de b para que i y v sean dos lados de un paralelogramo de érea 6.
Resultado: a = 1;b € {—4, 4}.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 138.

Ejercicio propuesto 3.6.7

Adaptado de: ler parcial 2005-2, tipo B, problema 5.

Sean los puntos A (4\@ 0, —4) y B (0, 4.2, —4), y sea C el punto medio del segmento AB.

Determine: a) la componente vectorial del vector de posicién de B sobre el vector j; b) la
componente escalar del vector de posiciéon de A sobre el vector de posicion de C.

Resultado: a) (0, 4./2, O); b) 4v/2.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 138.
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Ejercicio propuesto 3.6.8

Adaptado de: ler parcial 2005-2, tipo B, problema 6.

En la figura, d = OA estd en el plano XY, cvade Ba A yj; = 5§ conld|=|d=1,a-¢=0
y d-b = 1. Determine: a) la componente vectorial de b sobre d; b) el coseno del angulo
entre by d; c) el area del trisngulo ABO.

o)

[

X

Resultado: a) 3 b) 2; ¢) L.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 138.

Ejercicio propuesto 3.6.9
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo C, problema 5.
soLo pLAN 2016 Un paralelepipedo P tiene aristas concurrentes en el vértice A(3, —4, —2) que

terminan en los puntos B(—3, -3, 0), C(2,—8,0) y D(—1,—7,0). Determine: a) el volumen
de P; b) el coseno del angulo que forman las aristas AC y AD.

. . L _ 20 _ 204609
Resultado: a) 20 unidades cubicas; b) cos0 = Too = 609

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 138.

Ejercicio propuesto 3.6.10
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo A, problema 6.

soLo pLAN 2016 Sean i = (1,2,3) y ¥ el vector representado por el segmento dirigido AB,
con A(-3,0,1) y B(=5, 1,5). Determine: a) la componente vectorial de # en la direccién de
v; b) un vector unitario w perpendicular tanto a # como a V; c) el 4rea del paralelogramo
P que tiene a ¢ y ¥ como lados concurrentes.

Resultado: a) %(—2, 1,4);b) w = \/lg(l, —2,1) (o su opuesto); c) 54/6.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 139.
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Ejercicio 5.5.5 - Elipse dada por su centro y sus semiejes
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 3.
Determine unas ecuaciones paramétricas y una ecuacion vectorial de la elipse con centro

en C(—2,1,5), semieje menor de longitud 3 y paralelo al eje de las abscisas, y semieje
mayor de longitud 4 y paralelo al eje de las cotas.

Resoluciéon.

1. Plano: los semiejes son paralelos a x (abscisas) y a z (cotas); la elipse esta en el plano
y = 1 que pasa por el centro.
2. Paramétricas (seccién 5.1.4): el semieje 3 multiplica en x, el 4 en z:

x = —2+ 3 cost, y=1, z =5+ 4sent, t €[0,2r).

3. Vectorial: p = (=2 +3cost, 1, 5+4sent) = (=2,1,5) + 3costi+ 4sentk.

2 ey
4. Comprobacion: @ + % = cos?t +sen’t = 1, y = 1; focos ( —-2,1,5+ \/7)
Resultado: x=-2+3cost,y=1,z=>5+4sent, t € [0,27); p = (~2,1,5) + 3costi+
4sentk.

Ejercicio 5.5.6 - Hipérbola con secante y tangente (Plan 2016)

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2016-1, tipo A, problema 5.

Sea la curva C representada por 7(t) = (1, 2sect, 4tant). Determine: a) unas ecuaciones
paramétricas de C; b) unas ecuaciones cartesianas de C e identifiquela.

Resolucion.

1. a)yx =1,y =2sect,z =4tant,cont # % + k.

2. b) Despeje: sect = %, tant = i. Con sec?t — tan®t = 1:

Y _2_
C 4 16
x=1

3. Identificacién: hipérbola en el plano x = 1, centro (1,0, 0), eje focal paralelo al eje
yvia=2b=4c=J4+16 = 24/5. Vértices (1, +2,0), focos (1,12\/5, 0), asintotas
z=%x2y,x=1.

2 2
Resultado: yT - f—é = 1, x = 1: hipérbola de centro (1,0, 0), vértices (1,=+2,0), focos
(1,£2+5,0). Es el mismo tipo que el ejemplo 5.4.

5.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.5.
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Se cumple: las rectas estan en un mismo plano y, como no son paralelas, se cortan.
No se cruzan.
4. Punto de interseccidn: se igualan las paramétricas con parametros distintos:

1+t=4, 2—t=7+34, 1-2t=4- A

Con la primera en la segunda: 2 —t =7+ 3 + 3t,de dondet = -2y A = —1.
5. Comprobacion en la tercera: 1 — 2(—2) = 5y 4 — (—1) = 5. Se cumple.
6. Punto: cont = —2enLy: (1—-2,2+2, 1+4) =(-1,4,5);con A = —1en Ly:
(-1, 4, 5). Coinciden.
Resultado: las rectas se cortan en I(—1,4,5). No son paralelas (no hay un unico
plano que pedir por ese caso) ni se cruzan (su distancia es 0).

4.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4.5.1 - Plano por tres puntos y distancia de un punto

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo C, problema 6.

Los puntos A(1,—2,0), B(3,—1,1) y C(4, 1, —2) pertenecen al plano . Determine: a) una

ecuacion vectorial de 7 y sus ecuaciones paramétricas; b) una ecuacion cartesiana de r; c)

la distancia del punto P(-2,5,1) a 7.

Resolucion.

1. Vectores del plano: AB = (2,1,1), AC = (3,3,-2).

2. a)m: p=1(1,-2,0)+r(2,1,1)+s(3,3,—2); paramétricas x = 1+2r+3s,y = —2+r+3s,
z=r—2s.

3. Normal:

k

1|=(-2-3,3+4, 6-3)=(=5,7,3).

—2

W =~

4. b) =5(x — 1) + 7(y + 2) + 3z = 0, es decir, 5x — 7y — 3z — 19 = 0. Comprobacién con C:

20—-7+6—-19=0.
I5(-2) - 7(5) 30 - 19 _ 67 _ 6783

5.¢)d= =
V25 +49+9 83 83
Resultado: p = (1,-2,0) +7(2,1,1) + (3,3, -2); 7 : 5x —7y—3z—-19=0;d = %g.

Ejercicio 4.5.2 - Plano que contiene dos rectas paralelas y su distancia

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo A, problema 6.

Sean las rectas

2y —4 2 - 2z —

Y _zZ+5 y R: x—6= Yy _ 2z 20.
8 3 4 6

Determine: a) la ecuacion cartesiana del plano 7 que contiene a L y a R; b) la distancia

entre Ly R.

L: 4—x

Resolucién.
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1. Forma simétrica ordenada:

— -2 — -2
L:x 4:)/ :z+5’ R:x 6:y :z+10‘

-1 4 3 1 —4 -3

Entonces Pr(4,2,—5), u, = (—1,4,3); Pr(6,2,—10), tig = (1, —4,-3) = —u;.

2. Posicion: dp = —i;: son paralelas (se cumple). Pg no esta en L (%1 =-2% % =0):
no coinciden.

3. Normal del plano: con PL—P; =(2,0,-5),

i
aLXPLPR =-1 4
2 0

k
3| =(=20, 1, -8).
-5

4. a)Conn = (20,-1,8) y P;: 20(x—4)—(y—2)+8(z+5) = 0, es decir, 20x—y+8z—38 = 0.
Comprobacién con Pg: 120 — 2 — 80 — 38 = 0.
5. b) Distancia de Py a L: el producto cruz ya esta hecho,

g PLPR> L _ 400+ 1+6d _ V465 _ [465
iz | JI+16+9 26 26
Resultado: 7 : 20x —y+8z—-38=0;d = % = “15290 =~ 4.2.

Ejercicio 4.5.3 - Recta interseccion de dos planos y punto mas préoximo

Adaptado de: ler final 2014-1, tipo A, problema 3.

Sean el punto Q(3,1,—2) ylosplanos 7 : —x—y+z+2=0ym: 2x+3y—4z—-7=
0. Determine: a) una ecuacién vectorial de la recta L interseccién de 7; y my; b) las
coordenadas del punto M de L mas proximo a Q; c) el coseno del angulo entre 7y y 7.

Resolucion.
1. Direccion: ni; = (—=1,-1,1), 11y = (2,3,-4),

ik
U=nxmp=-1 -1 1|=04-3,2-4,-3+2)=(1,-2,-1).
2 3 —4

2. Punto:conz =0:x+y =2y 2x+3y =7,dedonde y = 3, x = —1. Py(—1,3,0) cumple
las dos ecuaciones.
3.a)L: p=(-1,3,0)+t(1,-2,-1).

P()Q{l>

4. )P0 = (4,-2,-2);t = =iz

= =. Entonces

3
<
[oN

——

Comprobacién: MQ = (

Wi

4 _1 s=l_8,1_
,5,—§)yMQ~u—3 37370
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4. y: en (=4, 5], t* toma todos los valores de [0,25] (t = 0 da 0; t = 5 da 25). Entonces
25—t €[0,25]yy € [0,5].

5. z:z:2-ﬁ+l=2x+l;conxe[1,00),26[3,00).

Observacion. De z = 2x + 1 se ve que la curva esta en ese plano, que no es paralelo a
uno coordenado; el problema solo pide intervalos, no la identificacion.

Resultado: intervalo paramétrico (—4,5]; x € [1,0), y € [0,5], z € [3, ).

Ejercicio 5.5.4 - Parabola en el plano x = 5: de cartesianas a paramétricas
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 5.

SealacurvaC: x =5, y?> — 2y — 4z + 9 = 0. a) Obtenga unas ecuaciones paramétricas
de C. b) Determine una ecuacién vectorial de C. c) Identifique a C y bosqueje su grafica.

Resolucion.
1. Forma ordinaria: y> — 2y + 1 = 4z — 9 + 1, es decir, (y — 1)? = 4(z — 2).
2. a) Paramétricas: con y — 1 = 2t queda 4t? = 4(z — 2), z = 2 + t%

x =5, y=1+2t z2=2+1% teRr

Comprobacion: (1+2t)% —2(1+2t) —4(2+1%) +9 = 1+ 4t +4t* —2 -4t —8 -4 +9 = 0.
3. b) Vectorial: p = (5, 1 +2t, 2 +t2) = (5,1,2) + 2t j + t* k.
4. c¢) Identificacidén: parabola en el plano x = 5, vértice V(5, 1, 2), eje paralelo al eje z,
4p = 4, p = 1: abre hacia las z positivas; foco F(5, 1,3), directriz z = 1, x = 5; lado
recto 4.

Resultado: x =5,y = 1+2t,z =2 + £2; p=(,1,2)+2tj+ 2 lAc; parabola de vértice
(5,1, 2), eje paralelo al eje z, foco (5, 1, 3).
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1. Despeje: 2L = cos6 +send y A cos @ — senf.
242 343

2. Identidad: al sumar los cuadrados se cancelan los productos +2 sen 8 cos 6:
(cos O + sen0)? + (cos 0 — sen)? = 2( sen® 0 + cos? 0) =2.

3. Sustitucion: ) )
2 2
P P NS G
8 27 16 54
4. Identificacidn: elipse en el plano z = 4, centro C(0, 0, 4), eje mayor paralelo al eje y

(54 > 16);a = V54 =36, b = 4, ¢ = /54 — 16 = /38. Vértices (0, +34/6, 4), extremos
del eje menor (£4, 0, 4), focos (0, ++/38, 4).

v (0,0, 4) ) v
2 \FZ //E/ 1

2 2
Resultado: C: }16_6 + % =1, z = 4: elipse de centro (0,0, 4), eje mayor paralelo al eje y,

a =3y6,b = 4, focos (0, £4/38,4).
Ejercicio 5.5.3 - Intervalo paramétrico y extension con raices soLO PLAN 2010
Adaptado de: ler final 2012-1, tipo C, problema 6.

Sea la curva C de ecuacion vectorial

p= (\%)i+(@)i+(\%+l)k

Obtenga: a) unas ecuaciones paramétricas de C; b) el intervalo paramétrico; c) el conjunto
de valores que pueden tomar las coordenadas x, y y z de los puntos de la curva.

Resolucién.
1. a)xzi,y: 25 —12, z = +1
NVt+4 Vt+4

2. b) Condiciones: en x y z la raiz est4 en el denominador: t +4 > 0,t > —4. En y:
25 — 1% >0, =5 < t < 5. Interseccién: t € (—4,5].

3. ¢) x: t + 4 recorre (0,9], asi que vVt +4 € (0,3] y x = J%T es decreciente: x = 1 en

t=5yx > cuando t - —4". Entonces x € [1, ).
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5.0)1 1, =-2-3—4=-9|n| =3 ] = V29

9 387
cosf = — =——.
J87 29
(El &ngulo obtuso entre las normales tiene coseno —3‘2—?.)
L h=(— o 1) M (2 =1 _5). = 38
Resultado: L: p =(-1,3,0) +#(1,-2,-1); M(s’ 3 3), cosO = TR

Ejercicio 4.5.4 - Los dos planos de una figura
Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 5.

Sean los planos 7y y 7, de la figura. Obtenga: a) la ecuacion cartesiana de cada uno; b) el
angulo 6 que forman; c) unas ecuaciones paramétricas de la recta L, interseccién de 7y y
7; d) la distancia del origen a 7.

€(0,0,5)

D(0,4,0)

A(3,4,0

Resolucion.

1. Lectura de la figura: 7; pasa por O, C(0,0,5) y A(3,4,0); m,, por D(0,4,0), E(0,4,5)
y A. B esta sobre la vertical de A, a la altura de C'y E: B(3,4,5).

2. a) my: OCx OA = (0,0,5) x (3,4,0) = (—20,15,0), o sea fi; = (4, —3,0). Como pasa por
el origen: 7y : 4x — 3y = 0. Comprobacién con A: 12 — 12 = 0.

3. a)my:D,Ey Atieneny = 4: my: y—4 =0, i, = (0, 1,0). (Con productos: DE x DA =
(0,0,5) % (3,0,0) = (0, 15,0).)

i - n — —
4. b) cosf = |_,1 _,2| = § Lo confirma la figura: BC = (—3,—4,0), BE = (=3,0,0),
|"31||”2| 5 5
cosf = 53 = 5- Entonces 0 = ang cos 5 =53.1%

5. ¢) 1y x ity = (4,—3,0) x (0,1,0) = (0,0, 4): direccién lAc, porA:x=3,y=4z=t.

6. d)d(0, m,) = ")—;4' =4
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Resultado: 7; : 4x —3y =0, 75 : y:4;9=angcos§;L: x=3,y=4,z=td=4.

Ejercicio 4.5.5 - Recta de interseccion, plano por dos rectas y angulo recta—plano

Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 3.

Sean la recta L, interseccion de los planos 77y : x—=3y+z+2 =0y m : x—4y+2z+1=0,y

el plano 73 que contiene a las rectas L : ﬁ =(1,1,4)+t(1,-1,5)y Ly : ﬁ =(-1,-1,-2)+

r(1,3,1). a) Determine las coordenadas del punto I de interseccién de L y 3. b) Obtenga

el coseno de uno de los angulos que forman L y 7.

Resolucion.

1. Recta L: (1,-3,1) x (1,-4,2) = (-6 +4, 1 — 2, —4 +3) = (-2,—1,—1); se toma
4 =1(211.Conz=0x—-3y =-2x—4y = —1,dedonde y = -1, x = —5.
L: p=(=5-1,0)+t(2,1,1).

2. Plano 73:
ik
Uy xty=1{1 -1 5|=(-1-15,5-1,3+1)=(-16,4,4).
1 3 1

Se comprueba que L; y L, son coplanares: PP, = (~2,-2,-6) y (=2,-2,-6) -
(—16,4,4) =32—-8-24=0.Con7i = (4,-1,-1) y (1, 1,4): 4(x—1)—(y—1)—(z—4) = 0,
esdecir,m3: dx—y—2z+1=0.

3. a)Enmy: 4(-5+2t) —(-1+t)—t+1 =6t —18 = 0, ¢t = 3. I(1, 2, 3); comprobacién:
4-2-3+1=0.

4. b)u-n=8-1-1=6, i =6, i = V18 = 3v/2:

6 1 _ 1_1_\/_6
cos@ =,/ 375

seng = ——— = —,
V6372 V3
Resultado: 1(1,2,3); cos¢ = \/TE, con ¢ el angulo entre L y 73 (el angulo entre L y la

normal tiene coseno g).

Ejercicio 4.5.6 - Punto mas cercano entre dos rectas y plano paralelo a ambas
Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 3.

Sean el punto A(1,-3,0) y las rectas

_—y-1_ 2,
-2 -1

L: x—3 y M: p=1(0,1,3)+1t(2,0,2), t €R.

Determine: a) las coordenadas del punto B de la recta L mas cercano a M; b) una ecuacién

cartesiana del plano 7 paralelo a L y a M que contiene al punto A.

Resolucion.

1. Datos de L: %;1 = x1 27;12 =z—2:L: x—-3= yTH =z-2,con P[(3,-1,2) y
i; = (1,2,1). De M: Py(0,1,3), tiys = (2,0,2).

2. Puntos genéricos: P(s) = (3+s, —1+2s,2+s) € Ly Q@) = (2t, 1, 3+ 2t) € M, con
OP=(3+s—2t, —2+2s, —1+s—20).
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5.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 5.5.1 - Parabola con coseno del 4ngulo doble

Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 5.

SealacurvaC: x = 4senf, y = 2cos20, z = 3; 6 > 0. a) Obtenga las ecuaciones
cartesianas de C y el intervalo de valores para x, y y z. b) Bosqueje la grafica de C en el
plano z = 3.

Resolucion.

1. a) Identidad: como x trae sen#, se usa cos 20 = 1 — 2sen” § con sen 6 = Z—C:

2 2
y=2(1—2~x—)=2—x— —

2
= —4(y-2).
7 2 x (y-2)

2. Cartesianas: C: x2 = —4(y — 2), z = 3. Parabola de vértice V(0, 2, 3), eje paralelo al
eje y, 4p = —4, p = —1: abre hacia las y negativas, foco (0, 1, 3), directriz y = 3, z = 3.

3. Intervalos (0 > 0 contiene periodos completos): —1 < senf < 1da x € [—4,4];
—1<cos20<1daye[-22];z=3.

4. Recorte: la parabola completa no tiene limite en x; aqui solo se recorre el arco con
|x| < 4, que va de (—4,-2,3) a (4, -2, 3) pasando por el vértice. Al crecer 6 el punto va
y viene sobre ese arco.

5. b) Bosquejo: el arco en el plano z = 3, con sus extremos.

Resultado: x> = —4(y — 2), z = 3: arco de paréabola con vértice (0,2,3); x € [—4,4],
ye[-2,2],z=3.

Ejercicio 5.5.2 - Elipse con suma y diferencia de seno y coseno

Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 4.

SealacurvaC: x = 2y2cos6 + 2/2senb, y= 3v3cos0 — 33 sen, z = 4. Determine
unas ecuaciones cartesianas de C e identifiquela.

Resolucion.
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Resolucién.

1. a) soLopLAN 2010 tan @'y sec 6 existen para cos 6 # 0; z = 3 no restringe. El intervalo
paramétricoes € R, 6 # % + k7 (k entero); para recorrer la curva una vez basta
0 € [0,2r) sin % y 37”

2. b) Paramétricas: x =1+ 3tan0,y = —2 + 2sec, z = 3.

— + 2
X 1,sec9:yT.

3. Despeje: tanf =
4. Identidad sec? 0 — tan® 0 = 1:
+2? (x-1)°

C: 4 9
z=3

=1

5. Identificacion: hipérbola en el plano z = 3, con centro C(1,—-2,3) y eje focal
paralelo al eje y (el término positivo es el de y);a=2,b=3,¢c =4+ 9 = /13,
= vértices V(1,-2 + 2,3): V1(1,0,3) y Vo(1,—-4,3);
= focos F(l, —2 + /13, 3);
= asintotas: y+2 = i%(x —-1),z=3.

Conf € (—E, %) sec >1yy>0:ramade Vi;conf € (;—r 37”
de V. Se recorren las dos ramas completas.

6. ¢) Bosquejo: el plano z = 3, el centro, los vértices, las asintotas y las dos ramas.

), y < —4: rama

z

Vy(1,-4,3)

V1(1,0,3)

2 a2
Resultado: soLorian2oi0 intervalo 6 # % + km; C: @ - % =1,z = 3:
hipérbola de centro (1, -2, 3), eje focal paralelo al eje y, a = 2, b = 3, vértices (1,0, 3)

y (1,-4,3), focos (1, -2 + /13, 3).
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3. Perpendicular comun: 513 Uy =6s—4t—2=0 y@’) Uy =4s—8t+4=0.Dela
segunda, s = 2t — 1; en la primera, 84 —8 =0:t = 1,s = 1.

4. a) B=P(1) = (4,1,3). (El punto de M maés cercano es Q(1) = (2,1,5); @ =(2,0,-2)
es perpendicular a las dos rectas y la distancia entre ellas es 2v/2.)

5. byn =y xup =(4-0, 2—2, 0—4) = (4,0,—4),0 (1,0, —1). Por A: (x—1)—(z—0) = 0.

Resultado: B(4,1,3);7: x—z—1=0.

Ejercicio 4.5.7 - Distancia entre rectas que se cruzan y plano por dos rectas
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 3.

Sean las rectas

x=5+4r
Ly: 1___2x = _Lz_ Z-;-S’ Ly: ﬁ:(5+2t, —5—3¢, 1+5t), Ly: y=2+2r
z=—4+r

Determine: a) la distancia entre L; y L; b) una ecuacidn cartesiana del plano = al que
pertenecen Ly y Ls; c) las coordenadas del punto de interseccion del plano z + 4 = 0 con
la recta L.

Resolucién.

1. Datos: 1_‘—2" = %‘1: Py(1,0,-5), i = (2,-2,3); Po(5,—5,1), i, = (2,-3,5); P5(5, 2, —4),
iz = (4,2,1). .

2. a) ity xip = (~10+9, 6~ 10, =6+ 4) = (~1,~4,~2), de modulo V21; PP, = (4,-5,6)

y PPy« (g x tiy) = —4 + 20 — 12 = 4 # 0: se cruzan, y

4 42

J210 21

3.b)u; xuz = (-2—6, 12—2, 4+ 8) = (=8,10,12), o (4,—5,—6). Son coplanares:
PiP; = (4,2,1)y (4,2,1)-(4,—5,—6) = 16—10—6 = 0. Por P;: 4(x—1)—5y—6(z+5) = 0,
es decir, 4x — 5y — 6z — 34 = 0. Comprobacién con P3: 20 — 10 4+ 24 — 34 = 0.

4. 0)1+5t=—4=t=-1:(5-2 -5+3,1—5) = (3,-2,-4).

d=

Resultado: d = 42—‘?; 7 4x — 5y — 6z —34 =0; (3,-2,—4).

Ejercicio 4.5.8 - Plano equidistante y perpendicular coman
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2019-1, tipo C, problema 6.

Sean las rectas

_ —2— _
L: ?(t):(3,4,—7)+t(1,—1,1) Yy R: x3 ' = ly = 222 2.

Determine: a) la distancia entre Ly R; b) la ecuacion cartesiana del plano  que es paralelo
a Ly a Ry equidista de ellas; c¢) una ecuacion vectorial de la recta P perpendiculara Ly a
R que contiene al punto A(2,3,-1).

Resolucion.
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2z—2
2

1. Datos de R: %;y =y+2y
up = (1,-1,1).

2. Direcciéon comun: tp xtg = (—-1—1, 3—1, 1+3) = (-2,2,4);se usaw = (1,—1,-2),
[w| = V6.

3. a) PLPr = (-2,-6,8), PLPp-w=—-2+6—16 = —12:

12
d=—==2V6.
J6

4. b) Los planos con normal w que contienen a cada recta son x — y — 2z = 13 (por P;:
3—-4+14)yx—y—2z =1 (por Pg: 1+ 2 — 2). El equidistante tiene el término medio:

=z—1: Pp(1,-2,1), dg = (3,1,1). De L: Pr(3,4,-7),

x —y — 2z = 7. Comprobacién: su distancia a Pj es 7 V6, la mitad de d.

J6
5. ¢) Perpendicular a las dos: direcciéon w. P : ﬁ =(2,3,-1) +t(1,-1,-2).

Resultado:d = 2V6; 7: x—y—2z—-7=0;P: p=(2,3,-1) +t(1,-1,-2).

Ejercicio 4.5.9 - Interseccién de dos rectas, plano que las contiene y distancia
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo C, problema 6.

SeanlasrectasL: 1—x = }17_3; z=4yR: p=(4—t, 12t 2+ 2t). Determine: a) si

existen, las coordenadas del punto I de interseccion de L y R; b) una ecuacién vectorial
del plano 7 que contiene a L y a R; ¢) la distancia del punto B(3,4,5) a L.
Resolucién.

1 Datos: L: = = 22 7= 4: P(1,3,4), i = (-1,2,0). R: Pp(4,1,2), iig = (1,-2,2).

2.a)1—s=4—-13+2s=1-2t,4=2+2t Delatercera, t = 1; de la primera, s = —2;
en la segunda, 3 —4 = —1 = 1 — 2: se cumple. I(3,—1,4).

3. b)Secortan; 7 : p = (3, —1,4)+r(—1,2,0)+s(—1, -2, 2). (Sunormal es tiy xzig = (4, 2,4):
2x+y+2z-13=0)

4. ¢)PB=(2,1,1),

. ik
PLBXIYL: 2 1 1 =(—2,—1,5), d:@:\@,
-1 2 0 J§

Resultado: I(3,—1,4); 7: p = (3,-1,4) +r(-1,2,0) + s(~1,-2,2); d = V6.

Ejercicio 4.5.10 - Plano perpendicular al plano X7 y distancia del origen a una
recta

Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 3.

Sealarecta [ : 24— 2yl _zH Obtenga: a) la ecuacién cartesiana del plano 7 que

5
es perpendicular al plano coordenado XZ y contiene a la recta L; b) la distancia del origen
alarecta L.
Resolucion.
2x—4 _ x— —y-1 _ y+1
5 = -5

1. Datos:T = —zy—

n 1 Py(2,-1,-1), 4 = (4,-5,3).
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5.3.3 Intervalo paramétrico soLO PLAN 2010

1. Si el enunciado da el intervalo, ese es; pasa al paso 4.

2. Para cada componente, escribe su condicion: radicando > 0 (o > 0 si la raiz esti en un
denominador), denominador # 0, puntos excluidos de tan, sec, csc, cot.

3. Intersecta las condiciones: t > —4 y —5 < t < 5 dan (-4, 5].

4. Escribelo con intervalos. Si es peridédico, da también un periodo que recorra la curva
una vez.

5.3.4 Extension (intervalos de variacion) soLo pLAN 2010

1. Para cada coordenada, calcula el recorrido de su funcién en el intervalo paramétrico.

2. Trigonométricas: parte de —1 < sent < 1 (o del intervalo de sent en el intervalo
dado), 0 < sen®t < 1, [sect| > 1, tant € R, y aplica las operaciones de la componente
(multiplicar por un negativo invierte la desigualdad).

3. Raices y cocientes: si la funcion es creciente o decreciente, evalia en los extremos del
intervalo y toma el limite en los extremos excluidos (x — oo cuando el denominador
tiende a 0).

4. La coordenada constante tiene un solo valor: z = 3.

5. Compara con la cénica completa: si la extension es menor, la curva es solo un arco.

5.3.5 Bosquejo en su plano

1. Traza los ejes x, y, z en perspectiva (x oblicuo hacia el frente).

2. Dibuja el plano de la curva (un paralelogramo) y una linea guia desde el centro o el
vértice hasta el plano coordenado.

3. Marca el centro (o vértice), los vértices y, si aplica, las asintotas de la hipérbola, con
sus coordenadas completas.

4. Traza la curva solo en la extension obtenida; los puntos excluidos, vacios.

5.3.6 De cartesianas a paramétricas

1. Lleva la ecuacidn de la curva a la forma ordinaria (completa cuadrados).

2. Usa la tabla de la seccién 5.1.4: en la elipse, u — h = acost y v —k = bsent; en la
paréabola (u — h)? = 4p(v — k), toma u — h proporcional a t de modo que v quede sin
fracciones (y — 1 =2t en (y — 1)? = 4(z — 2) da z = 2 + t2).

3. Sila cénica se da por sus elementos (centro, semiejes y a qué eje son paralelos), el
semieje paralelo a un eje multiplica a cost o sent en esa coordenada.

4. La coordenada constante es la tercera ecuacion. Escribe la ecuacion vectorial con 5.3.1
y comprueba sustituyendo en la cartesiana.

5.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Hipérbola con tangente y secante

Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 4.

Sea la curva C representada por la ecuacion vectorial p = (1+3 tan 6, —2+2secd, 3). a)
Obtenga el intervalo paramétrico. b) Determine una pareja de ecuaciones cartesianas
de C e identifiquela. c) Bosqueje C.

91



Unidad 5 - Curvas en el espacio

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«ecuacién vectorial» p = (...)y reescribir componente 5.3.1
«unas ecuaciones paramétricas»,  por componente
o al revés
«ecuaciones cartesianas», «una eliminar el pardmetro, 5.3.2
pareja de ecuaciones», nombre y elementos
«identificarla»
sec y tan; csc; cos 20; cos @ = senf  la identidad que 53.2
corresponde

SOLO PLAN 2010 «intervalo dominio comun de las 5.3.3

paramétrico» funciones

SOLO PLAN 2010 «intervalos de recorrido de cada funciéon 5.3.4

variacién», «conjunto de valores

de x, y, z»
«bosquejar la grafica de C», «<enel  dibujo en su plano, con 5.3.5
plano z = 3» ejes 3D

la curva dada con dos ecuaciones
cartesianas, o una conica con

paramétricas y vectorial 5.3.6

«centro» y «semiejes»

5.3 Procedimientos

5.3.1 Paramétricas y ecuacion vectorial

1. De vectorial a paramétricas: cada componente de p es una ecuaciéon: p = (1 +
3tanf, —2 + 2sech, 3)dax = 1+3tanf, y = -2+ 2secf, z = 3.

2. De paramétricas a vectorial: p(t) = (x(t), y(), z(t)), o separando punto fijo y térmi-
nos con el parametro: p = (—2,1,5) + 3costi+ 4sentk.

3. Simplifica lo que se pueda antes de seguir: f = 4sen, ﬁ = secf. Anota el

co
intervalo del pardmetro junto a las ecuaciones.

5.3.2 Ecuaciones cartesianas e identificacion

1. Plano: la coordenada constante da la primera ecuacién (z = 3).

2. Despeje: de las otras dos, aisla la funcion trigonométrica: tan 6 = 1 sech = yTJrZ

3. Identidad: sustituye en la identidad de la seccién 5.1.3. Con cos 26, escribelo como
1 — 2 sen” 0 si la otra ecuacién trae sen 6, o como 2 cos? 0 — 1 si trae cos6.

4. Forma ordinaria: ordena la ecuacién como en la tabla de la seccién 5.1.4 (completa
cuadrados si la curva viene en forma general).

5. Identificacion: nombre de la cénica y elementos: plano, centro o vértice, eje focal
(paralelo a qué eje), semiejes, vértices, focos; asintotas o directriz si aplica. Con la
tercera coordenada en cada punto.

6. Recorte: soLorian2010 sila extension (5.3.4) no cubre toda la conica, dilo: «arco de
paréabola», «semicircunferencia», «elipse sin los puntos ...».
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2. a) El plano XZ tiene normal j; 7 contiene las direcciones 'y J:

J
n=uxj=\4 -5
0 1

—>

= (=3,0,4).

S W A

Por Py: —=3(x — 2) + 4(z + 1) = 0, es decir, 3x — 4z — 10 = 0. (No tiene término en y,
como todo plano perpendicular al XZ.)

3. b) 0Py xii = (2,—1,-1) x (4,—5,3) = (=3 — 5, —4 — 6, —10 + 4) = (—8,—10,—6), de
moédulo /200 = 104/2; [i] = /50 = 5v/2.d = 2.

Resultado: 7: 3x —4z—10=0;d = 2.
Ejercicio 4.5.11 - Punto simétrico respecto a una recta
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 3.

Determine las coordenadas cartesianas del punto B, simétrico del punto A(0, 0, 1) respecto
. . > 2 [2 [2
alarecta L que contiene al origen y es paralela al vector u = (\/g , \/g , \/g )

Resolucion.
1. Recta: i es paraleloa (1,1,1): L: p=t(1,1,1).

OA-(1,1,1 —
2. Pie de la perpendicular: t = % = % M (% % %) Comprobacién: MA =
1 12\ 777 _
(—3,—5, 5) yMA (1, l, 1) =0.

3. Simétrico: M es el punto medio de AB: B=2M — A = (% % % - 1).

z

A(0,0,1)

|4

Resultado: B (% g —%)

Ejercicio 4.5.12 - Parametro para un angulo de 30° entre recta y plano
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 5.

SeanlarectaR: 3_+—x = # = %}rz y el plano 7 : x+By+z = 0. Determine el conjunto
de valores que puede tomar B para que Ry & formen un angulo de 30°.

79



Unidad 4 - La recta y el plano en el espacio

Resolucion.
. ., —y—1 1 —z42 — +1 —2
1. D1recc1ondeR:f—1:yT i—lzz— R: X3y _ 22

- Ju=(-1,1,1).
2. Angulo recta-plano (seno): 7 = (1, B, 1),

-1 1

2.
1
i-n=-14+B+1=8:

B
sen30° = 1 1Bl

2 Bz B

3. Ecuacion: 2|B| = V3y2 + B2 = 4B = 6+ 3B? = B® = 6.
Resultado: B € {—6, 6}

Ejercicio 4.5.13 - Angulo e intersecciéon de una recta y un plano

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo A, problema 7.

R y__—35 = Z= y el plano 7 : x —y —z + 19 = 0. Determine: a) el
angulo entre L y r; b) las coordenadas del punto I de interseccién de Ly 7.

Sean larecta L :

Resolucién.

1. Datos: Z—;Z = %: Py(—3,5,2), 1 = (3,-3,-3), paralelo a (1,—1, —1). # = (1, —1,—1).

2. a) i = 31: la recta es paralela a la normal, es decir, perpendicular al plano. Con la
formula: seng = |?/;‘E| =1,¢=90".

3.b)ConL: (-3+t,5-t,2—-1t):(-3+t)-(5-)—-2-t)+19=3t+9=0,t=-3.
I(—6,8,5); comprobacién: —6 —8 — 5+ 19 = 0.
Resultado: ¢ = 90°; I(—6,8,5).

Ejercicio 4.5.14 - Punto de un plano mas cercano a un punto

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2024-1, tipo C, problema 6.

Obtenga las coordenadas del punto P del plano 7 : 3x — y + 2z = 4 mas cercano al punto

M(1,5,—4).

Resolucién.

1. Recta perpendicular por M: direccion i = (3,—1,2): (1 +3t, 5—t, —4 + 2t).

2. Interseccion con 7: 3(1+3t) — (5—1) +2(—4+2t) = 14t — 10 = 4,¢ = 1.

3. Punto: P(4,4,—2); comprobacioén: 12 — 4 — 4 = 4. (La distancia de M al plano es
[MP| = il = V14

Resultado: P(4,4, -2).

Ejercicio 4.5.15 - Recta por el origen que corta perpendicularmente a otra
Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 1.

Sealarecta M: x =4, y =5+1t, z=—2t. Obtenga unas ecuaciones paramétricas de la
recta L que contiene al origen y corta perpendicularmente a M.

Resolucién.

1. Datos: uy; = (0,1, —2); punto genérico de M: F(4, 5 +t, —2t).

2. Perpendicularidad: OF - Uyy=5+t+4t=0,t=-1,F(44,2).

3. Recta: por O y F, direccion (4,4,2),0(2,2,1).
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Conica Paramétricas Cartesiana
Y N2
Elipse u=h+acost,v=k+bsent M+%=l
Eh 2 ( fk)Z
Hipérbola u=h+asect,v=k+btant (uz) - =
a b
2
Parabola u=h+t,v=k+L (w—h?=4p(v-k)

4p

En la elipse y la circunferencia, t € [0, 27) recorre la curva una vez. En la hipérbola,
e (—%, %) dalaramaconu >h+a(sect >0)yt e (%, 37”) la otra. El eje focal de la
hipérbola es el de la variable que lleva sec.

Elementos que se piden al identificar: centro (o vértice en la parabola), plano que la
contiene, semiejes a y b, vértices, focos (con =d®-b’enla elipse, c=d?+b%enla
hipérbola, p en la parabola), asintotas de la hipérbola y directriz de la parabola. Todos
son puntos o rectas del espacio: llevan la tercera coordenada constante.

5.1.5 Intervalo paramétrico SoLO PLAN 2010

soLo pLaN 2010 El intervalo paramétrico es el conjunto de valores del parametro para
los que la ecuacién vectorial esta definida: el dominio comiin de las tres funciones x(2),
(), z(¢). Si el enunciado da un intervalo (6 > 0, —% <t< %), es ese. Las restricciones

vienen de:

, ;1. . . 1.
= raices de indice par: \/u exige u > 0; en un denominador, —= exige u > 0;

Ju
» cocientes: denominador # 0; % excluye t = 0;
= trigonomeétricas: tant y sect excluyen t = % + ki; cott y csct excluyen t = k.
Con funciones periddicas basta dar un periodo que recorra la curva una vez (por ejemplo
[0, 27) sin los puntos excluidos), o todos los reales sin los puntos excluidos.

5.1.6 Extension: intervalos de variacién soLo pLAN 2010

soLopLaN 2010 La extension de la curva son los intervalos de variacion de x, y y z: el
conjunto de valores que toma cada funcion en el intervalo paramétrico (su recorrido). Es
lo que el examen llama «el conjunto de valores que pueden tomar las coordenadas».
La extension puede recortar la conica: las ecuaciones cartesianas describen la conica
completa, pero las paramétricas solo recorren una parte. Casos tipicos:

= y =2cos20, x = 4sen0: la cartesiana es una parabola completa, pero |x| < 4y y > —2;

solo se recorre un arco (figura del ejercicio 5.5.1);
" y=a—bsen2t: como 0 < sen’t < 1l,yvadea—baa;

= raices: y = 2sent,z = 2costcont € [—%, %] da z > 0: media circunferencia;
» puntos excluidos: z = 3 + ?ﬁe = 3 4 4senf no existe donde send = 0, asi que a la

elipse le faltan dos puntos.

5.2 Cémo reconocer el problema

89



Unidad 5 - Curvas en el espacio

> s e . ’ . .
donde p es el vector de posicion del punto. Las ecuaciones paramétricas son las mismas
tres funciones escritas por separado:

x = x(t)
C: Jy=y@®)
z=2z(t)

Pasar de una forma a la otra es solo reescribir: las componentes del vector son las para-
métricas. Una misma curva admite muchas parametrizaciones distintas.

5.1.2 Curva en un plano paralelo a uno coordenado; ecuaciones cartesianas

Si una de las coordenadas es constante, por ejemplo z(t) = 3 para todo t, la curva esta en
el plano z = 3, paralelo al plano coordenado XY. Lo mismo con x = k (paralelo al plano
YZ) o y = k (paralelo al plano XZ).

Una curva en el espacio se describe en forma cartesiana con dos ecuaciones (dos superfi-
cies que se cortan en ella). Para una curva plana son la ecuacion del plano y la de la curva
dentro de él:
+2? x-1° _
C: 4 9 B
z=3

1

La primera ecuacion, sola, seria una superficie (un cilindro); la segunda la recorta al
plano. Por eso el examen pide «unas ecuaciones cartesianas» o «una pareja de ecuaciones
cartesianas»: siempre son dos.

5.1.3 Identidades para eliminar el parametro

Para obtener las ecuaciones cartesianas se elimina el parametro. Con funciones trigono-
métricas se despejan sent, cost, tant... y se usa una identidad:

sen’t + cos?t = 1, sec’t —tant = 1, csc?t —cot?t = 1,

1
csct = ——

COSZl’ZI—ZSCnZtZZCOSZt—l, .
sent

sen2t = 2sent cost,

Si aparece cost + sent y cost — sent, se usa (cost + sent)? + (cost — sent)? = 2. Si el
parametro aparece sin funciones trigonométricas (x = 2t, z = %) se despeja t de una
ecuacion y se sustituye en las otras.

5.1.4 Conicas en forma paramétrica

Las formas ordinarias de las conicas se repasan en la Unidad 1, Parte B. En un plano con
coordenadas (u, v) (dos de x, y, z; la tercera es constante), con centro o vértice (h, k):

Conica Paramétricas Cartesiana

Circunferencia u=h+rcost,v=k+rsent

(u—h?+@w-k)?=r
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Resultado: L: x = 2s, y = 2s, z = s (cortaa M en F(4, 4, 2)).

Ejercicio 4.5.16 - Plano en paramétricas, recta en forma general y recta perpendi-
cular

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 2.

Sean el plano 7 y la recta L dados por

x=1+r
x+y—z—13—0:O

T =2-r L:
Y Y 2x—=3y—2z=0

z=2r+s
a) Determine el angulo entre 7 y L. b) Obtenga unas ecuaciones cartesianas de la recta R
perpendicular a 7 que contiene al punto C, intersecciéon de 7 con L.
Resolucion.
1. Plano: vectores (1,—1,2) y (0,0,1); 7 = (1,—1,2)x(0,0,1) = (-1,-1,0), 0 (1, 1,0). Por
(1,2,0):7r: x+y—-3=0.
2. Recta:ii = (1,1,—-1)x (2,-3,-2) = (-2 —3, -2+ 2, =3 —2) = (=5,0,-5), 0 (1,0, 1).

[1+0+0 1 .
3. a)seng = ——— = —:p =30".
V242 2
4. Punto C: con x + y = 3 en la primera ecuacion de L,3 —z = l?(),z:—%;en la segunda,
—_2. —3.y=4 ,_35 54 1
2x =3y = 3,conx+y—3.y—3,x—3. (3,3, 3).
5. b) R tiene direccién 7 = (1, 1,0): x—g =y- g; z= —%.

Resultado: ¢ = 30°; R : x—ézy—g, z=—

1
3 3

Ejercicio 4.5.17 - Rectas y plano en un prisma

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 4.

En el paralelepipedo recto de la figura, la base ABFE es un cuadrado de lado 2 en el plano
z = 0, sus caras son paralelas a los planos coordenados y la altura es el doble del lado de
la base. Determine: a) una ecuacion vectorial de la recta L; que contiene a los vértices A y
G; b) unas ecuaciones paramétricas de la recta L, que contiene a F y a D; c) la ecuaciéon
cartesiana del plano 7 que contiene a A, Fy C.

! 7
! ’
D f /
N Cl»s
AN
N\
’
N
%4
N
I/
2 N\
/\E \\
P R
ad F
B
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Resolucion.

1. Ejes: el enunciado no da coordenadas; se elige el origen en E, con los ejes sobre EA,
EF y EH (figura). Entonces A(2,0,0), B(2,2,0), F(0,2,0), D(2,0,4), C(2,2,4), G(0, 2,4),
H(0,0,4). Con otra eleccion los niimeros cambian, pero no el procedimiento.

2. a) AG = (=2,2,4),0 (=1,1,2): L; : p=(2,0,0) +#(—1,1,2).

3. b)FD=(2,-2,4),0(1,-1,2): Ly: x =5, y=2—s5, z=25.

4. ¢) AF = (-2,2,0), AC = (0,2,4); AF x AC = (8,8,—4), 0 (2,2,—1). Por A: 2(x — 2) +
2y —z = 0. Comprobacion conC: 4 +4—-4—-4=0.

Resultado: L, : p = (2,0,0)+t(=1,1,2);Ly: x =5, y = 2—s, z = 25; 71 : 2x+2y—2—4 =0

(con el origen en E).

4.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
secciéon E.4.

Ejercicio propuesto 4.6.1

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 4.

Sea el plano 7, perpendicular al plano cartesiano XY, que contiene a la recta L: p =
£(2,1,-3), y sea el plano 7 que contiene a las rectas Ly y Ly, paralelas a los vectores

Uy = 21+ k y iy = 51 + 4] + mk, respectivamente. Obtenga el conjunto de valores que
puede tomar m para que 7 y 7, formen un angulo de 90°.

Resultado: m = % (un solo valor).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 4.6.2
Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 4.

il

Sea el plano 7 que contiene a la recta L : X LR il 2;36 y es perpendicular al plano

2
XZ. a) Obtenga una ecuacion cartesiana de 7. b) Calcule la distancia del origen a .
Resultado: 7: x —z+8 = 0;d = 44/2.

S

— Resolucion en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 4.6.3

Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 4.

x_z
Seanlarectal: {# ¥3  yelplano 7 que contiene al punto Q(1,2,3) y es paralelo al
y=4

plano coordenado YZ. Determine el conjunto de valores de h para los cuales el angulo
entre Ly 7 es de 60°.

Resultado: 1 € {-3, 3}.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 140.
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Unidad 5 - Curvas en el espacio

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno obtendra ecuaciones
paramétricas y en forma vectorial de curvas en el espacio e identificara curvas
a partir de sus ecuaciones.

Plan 2016 (Calculo y Geometria Analitica, tema 6). No tiene objetivo
propio: el tema esta en los subtemas 6.12 («Representacion cartesiana, paramé-
trica y vectorial de las conicas») y 6.13 («Curvas en el espacio. Representacion
cartesiana, paramétrica y vectorial») del tema 6.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: en el Plan 2010, un problema en cada uno de los 9 finales revisados

(el problema 4 en los cinco mas recientes; el 5 o el 6 en los de 2012-1 a 2013-

1): intervalo paramétrico y extension (intervalos de variacion de x, y, z) en 6,

ecuaciones cartesianas e identificacién en 7 (hipérbola con sec y tan, parabola

con cos 20 o en el plano x = 5, elipse, circunferencia) y bosquejo en 4. En 8 de los

9 la curva esta en un plano paralelo a uno coordenado. El tercer parcial 2006-2

trae otros tres problemas. En el Plan 2016 sali6 1 vez en 39 finales (2° final 2016-1,

problema 5: hipérbola con sec y tan); el intervalo paramétrico y la extension solo

los evaluda el Plan 2010.

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad (Plan 2016: 45 minutos).
= Ruta corta:

1. Lee las secciones 5.1.3 y 5.1.4 (20 min): identidades y conicas en paramétricas.

2. Aprende el procedimiento 5.3.2 (eliminar el parametro e identificar) y sigue el
ejemplo 5.4 tapando la resolucion.

3. Resuelve los ejercicios 5.5.1 y 5.5.2 con cronémetro: 15 min cada uno, con
bosquejo.

4. Plan 2010: agrega los procedimientos 5.3.3 y 5.3.4 (intervalo paramétrico y
extension), el ejercicio 5.5.3 y los propuestos 5.6.1 a 5.6.3, que son problemas
completos de final.

5. Plan 2016: basta con los pasos 1 a 3 y el ejercicio 5.5.6.

5.1 Conceptos y expresiones
5.1.1 Ecuacidn vectorial y ecuaciones paramétricas

Una curva C en el espacio se describe con un parametro ¢ (o 0): a cada valor del parametro
le corresponde un punto P(x, y,z) de la curva. En forma vectorial,

C: p(t)= (x(t), (@), z(t)) =x@)i+y@®)j+z@) lAc,
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9. Punto de larecta general sin comprobar. El punto obtenido con z = 0 debe satisfacer
las dos ecuaciones de los planos.

4.8 Formulario de emergencia de la unidad
% = y—Tyo = ? - general: 4 = 1y X .

. Plano:Ax+By+Cz+D:0,fi=(A,B,C)-ﬁ:ﬁo+r7i+szv,r_i:2ix77.

= Recta: p = py +tii -

» Paralelas: i x il, = 0 - perpendiculares: #; - i, = 0 (igual con normales). Recta || plano:

u-n=0;recta L plano: u xn = 0.

= Angulos: cosf = \‘gll.lzgll (rectas o normales) - recta—plano: sen¢ = %
11142
|Axp+Byy+Czp+D| [P,0xiil
- d(Qm) = PP g 1 = i
_ PPy xihy)| . |D1=Dy|
w d(Ly,Ly) = A - planos paralelos: o

R
= Posicion de dos rectas: u; x iy = 0 paralelas; si no, producto mixto = 0 se cortan, = 0 se
cruzan.

= Pie en unarecta: t = - simétrico: Q’ = 2M — Q.

PyQ-i
—=
Ui

4.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe de cada recta su punto y su vector, y de cada plano su normal, antes de cualquier
otra cosa; ordena las formas simétricas.

2. Haz un dibujo a mano alzada: qué es paralelo, qué se corta, qué distancia se pide.

3. Calcula los productos cruz con el determinante completo y comprueba el resultado
con un producto punto (debe dar 0 con cada factor).

4. Antes de un plano por dos rectas o de una distancia entre rectas o planos, decide la
posicion relativa.

5. Comprueba cada ecuacion de plano con un punto que no usaste y cada interseccion en
la ecuacién que no usaste.

6. Deja los resultados exactos y racionalizados; los angulos no notables, con ang cos o
ang sen.

Si el tiempo no alcanza, el punto y el vector de cada recta y la normal de cada plano, bien
escritos, ya son una parte importante del puntaje.
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Ejercicio propuesto 4.6.4
Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 3.

El vector normal N del plano 7 es perpendicular al vector v = (3, 5, 8). Ademas, 7 contiene
2-2x _ yt5 _ : .z .

— = —3 = 2 Determine una ecuacién cartesiana de 7.
Resultado: 7 : 29x + 5y — 14z —4 = 0.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 140.

alarectaL:

Ejercicio propuesto 4.6.5
Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 3.

x+3y—2=0

Sean la recta L : y el plano 7 : — 2x — 6y + 6z = 38. Determine la

z=7
interseccion de la recta con el plano.
Resultado: la recta esta contenida en el plano: la interseccién es toda la recta, x =
2+3t, y=-t, z=17.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 4.6.6

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 5.

Seanlasrectas M : x =3—-2ty;, y=—1+ty, z2=2t)yyN: x=—-1-ty, y = -3+tN, 2=
—4 + 2ty, y el plano 7 : 5x — y 4+ 2z — 2 = 0. Determine la ecuacion cartesiana del plano
7, paralelo a 7 que contiene al punto A, interseccién de las rectas M y N.

Resultado: A(—9,5,12); 11 : 5x —y + 2z + 26 = 0.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 141.

Ejercicio propuesto 4.6.7

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 6.

Determine la distancia entre los planos 77y : 2x +y +4z = 16 ymy: x = 4r —4s, y =
8s, z=2-—2r.

Resultado: d = %.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 141.

Ejercicio propuesto 4.6.8

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo A, problema 6.

Los puntos A(—1,1,1) y B(1,—2,0) pertenecen al plano =, que contiene al origen. Deter-
mine: a) una ecuacion vectorial y la ecuacién cartesiana de 7; b) la distancia del punto

C(3,0,—1) a ; ) las ecuaciones en forma simétrica de la recta L perpendicular a 7 que
contiene a C.

Resultado: p = r(—1,1,1) + s(1,-2,0), 7 : 2x+y+z=0;d:¥;L: x—;3:y22+1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 141.
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Ejercicio propuesto 4.6.9

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo D, problema 6.

Sean los planos 7y : 3x —y+3z—9=0ymy: x+ fy+z+ D = 0. Determine: a) el valor
de S para que 7y y 7, sean paralelos y el valor de D para que m, contenga al origen; b) la
distancia del origen a 7r1; ¢) una ecuacion vectorial de s;; d) unas ecuaciones paramétricas
de la recta L perpendicular a 7; que contiene al punto A(0, 0, 3).

Resultado: f = —%, D=0;d= %;79; ﬁ: (3,0,0) +r(1,3,0) +s(0,3,1); L: x=3t, y =
—t, z =3+ 3t.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 141.

Ejercicio propuesto 4.6.10
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo A, problema 7.

Sean los puntos A(2,1,—1) y B(—2,1,2) y el plano ; : 2x + 3y + 4z — 8 = 0. Determine:

a) unas ecuaciones cartesianas en forma simétrica de la recta L que contiene a A y es
perpendicular a 7;; b) la distancia de B a 7;; ¢) unas ecuaciones paramétricas del plano ,
que contienea By a L.

Resultado: L : XT_Z = rt_ ﬂ;d = @2”2 D x =242r—4s, y = 143r, z = —1+4r+3s.

3 4 29
— Resolucién en el Apéndice E, p. 141.
Ejercicio propuesto 4.6.11
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-2, tipo A, problema 7.
Sean los planos 71y : x =2y +3z—-1=0ym,: x—y—z+ 1= 0. Obtenga: a) el angulo
entre 7 y 7y; b) unas ecuaciones paramétricas de la recta L interseccion de m; y 7.
Resultado: 90°; L: x = —3+5t, y=—-2+4t, z=1.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 4.6.12

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2016-2, tipo A, problema 6.

Sean los planos 7y : 3x+2y+z+4=0ymy: x =4—3t—2r, y = 3t, z = 2r. a) Determine
la distancia entre 7; y m,. b) Obtenga unas ecuaciones paramétricas de la recta L que
contiene al punto P(2,3,—1) y es paralela a 7; y a 7.

Resultado: los planos no son paralelos: se cortan y su distanciaes 0; L: x =2+t, y =
3—-2t, z=—-1+1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 4.6.13

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2019-1, tipo A, problema 6.

Seanlarectal: x =1+4+2t, y=2—t, z=—2tyelplano 7 : 2x —3y+ 2z = —7. Obtenga:

a) las coordenadas del punto P de interseccion de Ly r; b) las coordenadas de un punto Q
de L que diste % unidades de 7.

V17
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Resultado: P(-1,3,2); 0(1,2,0) 0 OQ(-3,4,4).

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 4.6.14
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2018-2, tipo A, problema 6.

Sean las rectas L : XTH = %18 =2—-zyR: sz—_g = y7+8; z = —5. Obtenga: a) la distancia
entre Ly R; b) el coseno del angulo entre Ly R.
144205

Resultado: d = 6; cos0 = 205

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 4.6.15

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo C, problema 6.

Sealarecta L: 218

=y —8; z = 6. Obtenga las coordenadas del punto B de L que se
encuentra a 3 unidades del punto Q(—1, 3, 4).
Resultado: B(0,5,6) o B(—3,4,6).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 143.

Ejercicio propuesto 4.6.16
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2026-1, tipo A, problema 6.

Determine una ecuacion cartesiana de un plano que es perpendicular a larecta L : 7 =
(-1,8,1) +£(3,—2,6) y cuya distancia al origen es 7.
Resultado: 3x — 2y + 6z —49 =0 (0 3x — 2y + 62 + 49 = 0).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 143.

4.7 Errores frecuentes

PP 2— 2x—4
1. Leer mal la forma simétrica. En 4 — x, Ty o<
. . . .z X—X
directo: primero se deja cada fracciéon como - 2.

el punto y el vector no se leen

2. Coseno en el angulo recta—plano. El angulo entre i y 7i es el complemento del que
se pide; con i y 1 va seno.

3. Confundir las condiciones recta-plano. Recta paralela al plano: i - 7 = 0; perpendi-
cular: # || 7. Es al revés que entre dos rectas.

4. Plano por dos rectas paralelas con #; x i,. Ese producto es 0; el segundo vector es
P,P,.

5. Plano por dos rectas que se cruzan. No existe: antes de calcular el plano se revisa
con el producto mixto que las rectas sean coplanares.

6. Mismo parametro en las dos rectas. Al igualar paramétricas, cada recta lleva su
parametro (¢ y A); con el mismo se «pierde» la interseccion.

. . D,-D,| . .
7. Distancia entre planos que no son paralelos. % exige el mismo vector normal

en las dos ecuaciones; si no son paralelos, se cortan y d = 0 (propuesto 4.6.12).
8. Una sola soluciéon con valor absoluto. «El conjunto de valores» de un parametro o
«un punto a distancia k» casi siempre tiene dos respuestas.
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6.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Generatrices: escribe primero la directriz en forma ordinaria y su parametrizacion; con
eso la ecuacion vectorial sale en una linea.

2. Despeja s de la coordenada del plano de la directriz, luego cos 6 y sen 6 (o sec 8y tan 6),
y aplica la identidad.

3. Comprueba la cartesiana con el vértice (cono) y con el plano de la directriz.

4. Identificacion: completa cuadrados en cada ecuacidn, iguala a 1 (o a 0) y nombra la
superficie con la tabla 6.1.7, diciendo qué forma se cumple.

5. Escribe, para cada superficie, centro o vértice, eje, dos trazas y la extension; si piden
intervalos de variacion, despeja cada cuadrado y exige > 0.

Los dos problemas de esta unidad valen un tercio del examen y su procedimiento es
siempre el mismo: es la unidad que més puntos da por hora de estudio.
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Ejercicio propuesto 5.6.1
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 6.

Sea la curva C de ecuacién vectorial p = (—l +2cos0, 5, 3+ i@) a) Obtenga las
csc

ecuaciones cartesianas de C. b) Bosqueje la grafica de C e identifiquela.

Resultado: &+ | &=9°
o4 16

eje z, a = 4, b = 2; sin los puntos (1,5,3) y (-3, 5, 3).

=1, y = 5: elipse de centro (-1, 5, 3), eje mayor paralelo al

— Resolucién en el Apéndice E, p. 143.

Ejercicio propuesto 5.6.2
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 4.
Sea la curva C representada por p = ( —3, 2—5sen’t, 4—3sen t). a) Determine unas

ecuaciones paramétricas de C y el intervalo paramétrico asociado a ellas. b) Determine
unas ecuaciones cartesianas de C, asi como los intervalos de variacion de y y z.

Resultado: x = -3,y =2 — 5sen’t,z=4—3sent,t €R; (z — 4)* = —g(y —-2),x=-3;
yel[-32],z€[1,7]

— Resolucién en el Apéndice E, p. 143.

Ejercicio propuesto 5.6.3

Adaptado de: ler final 2014-1, tipo A, problema 4.

Sea la curva C representada por 7(0) = (3+sen 20)i—7 j+(cos 0) k. Obtenga: a) el intervalo
paramétrico; b) los intervalos de variacion para x y z; ¢) unas ecuaciones cartesianas de C.
Resultado: # € R (una vuelta en [0,27)); x € [2,4],z € [-1,1];y = =7, (x — 3)? =
422(1 - zz).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 144.

Ejercicio propuesto 5.6.4

Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 4.

SealacurvaC: x=+v9—-t-3, y=-1,z= . a) Obtenga el intervalo paramétrico.

t+16
b) Determine el conjunto de valores para cada una de las coordenadas x y z de los puntos

de C.
Resultado: t € (—16,9]; x € [-3,2), z € [% 00).

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 144.

Ejercicio propuesto 5.6.5
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 1.
Sealacurva A: x = —1, y = 2sent, z = 2cost, para —% <t< % Determine: a) el

conjunto de valores de z donde esta definida; b) una ecuacion vectorial; c) las ecuaciones
cartesianas. Identifique la curva.

Resultado: z € [0,2]; p = (=1, 2sent, 2cost); y2 + 22 =4, x = —1, con z > 0: semicir-
cunferencia de centro (—1,0,0) y radio 2.
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—> Resolucion en el Apéndice E, p. 144.

Ejercicio propuesto 5.6.6

Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 2.

. L1 N N 23 . .
Sea la curva C de ecuacion vectorial 7(¢) = 81+ 2t j + = k. Determine: a) unas ecuaciones

paramétricas; b) las ecuaciones cartesianas; c) el intervalo paramétrico.

Resultado: x =8,y = 2,z = %; yz = 4, x = 8 (hipérbola equilatera); t € (—oo,0) U (0, o).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 144.

5.7 Errores frecuentes

1. Una sola ecuacion cartesiana. 1 sola es un cilindro; la curva
necesita también el plano z = 3.

2. Elementos sin la tercera coordenada. El centro de la hipérbola del ejemplo 5.4 es
(1,-2,3),n0 (1,-2).

3. Usar la identidad equivocada con cos 26. Si la otra ecuacién trae senf, se usa
cos20 = 1 — 2sen? 0; si trae cos 0, 2 cos® 0 — 1.

4. Confundir el eje focal de la hipérbola. Es el de la variable con signo positivo
en la forma ordinaria (la que lleva sec en las paramétricas), no el de la que tiene el
denominador mayor.

5. Intervalo paramétrico con desigualdad no estricta en un denominador. —

Vi+4

+2)*  (x-1)? _
4 9

exiget > —4,not > —4.

6. Dar la extension de la conica completa. Con x = 4sen@ la parabola solo llega a
|x| < 4; la extension sale de las paramétricas, no de la cartesiana.

7. Olvidar los puntos excluidos. Con ﬁ los valores 0 = ks no estan en el intervalo y
la elipse pierde dos puntos.

8. Invertir la desigualdad mal. Con z = 4 — 3 sent, sent = 1 da el minimo z = 1, no el
maximo.

5.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Vectorial p(t) = (x(t), y(@), z(t)) < paramétricas x = x(t), y = y(t), z = z(¢).

= Cartesianas de una curva plana: dos ecuaciones, la conica y el plano (z = k).

= sen?t+cos?t = 1-sec?t—tan?t = 1-csc?t—cot’t = 1-cos2t = 1—2sen’t = 2 cos? t—1
-sen 2t = 2sent cost.

» (cost + sent)? + (cost —sent)? = 2.

= Elipse:u = h+acost,v =k+bsent - hipérbola: u = h+asect,v = k+btant - parabola

(w—-hP?=ap(v—k):u=h+2t,v=Fk+ %
» Elipse ¢? = a® — b?; hipérbola ¢? = a? + b?, asintotas v — k = ig(u — h) (eje focal en u).
= soLopLaN20i0 Intervalo paramétrico: dominio comin (/2> 0; % > 0; tan,sec: t #
% + kr; cot,csc: t # ko).

= soLoplan200 Extensién: recorrido de x(t), y(t), z(t) en el intervalo; 0 < sen?t < 1,
|[sect| > 1.
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xtz= y2 —4.

Resultado: a) dos planos paralelos, x = —1 y x = —2; b) esfera de centro (1,0, —1) y radio
1; ¢) cono circular de vértice en el origen y eje x; d) paraboloide hiperbdlico con punto
silla (0,0, —4).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 148.

6.7 Errores frecuentes

1. Usar el punto de la directriz como vértice. En el cono la direccién de la generatriz
es ¢(0) — ¥, no g(0). En el cilindro, en cambio, la direccién es siempre 4.

2. Olvidar despejar s de la componente correcta. Se despeja de la coordenada del
plano de la directriz (z si la directriz esta en z = 3; x si estd en x = 0), que es la Gnica
lineal en s y sin 6.

3. Parametrizar la directriz sin dividir. 9x? + 4y% = 36 no es x = 9 cos6: primero
XIZ + %2 =1, luego x = 2cos 6, y = 3senb.

4. Usar sen® + cos? con una hipérbola. Una directriz hiperbélica se parametriza con
sec y tan y se elimina con sec?§ — tan®§ = 1.

5. No comprobar. Al hacer z = [ en la cartesiana debe salir la directriz; si no sale, hay
un error de signo. La comprobacion toma un minuto.

6. Leer el tipo antes de completar cuadrados o de igualar a 1. 5x2—3y?+15z%+15 = 0
parece de una hoja (dos positivos), pero al dividir entre —15 es de dos hojas.

7. Confundir el eje. En el hiperboloide de una hoja el eje es la variable con signo menos;
en el de dos hojas, la de signo mads; en el paraboloide, la variable lineal.

(z+1)?

5 = 1), es un

—92)2

8. Llamar elipsoide a un cilindro. Si falta una variable ( o2,
cilindro con generatrices paralelas al eje de la variable que falta.

9. Dar solo el nombre. Sin centro o vértice, eje y trazas, la identificacién queda incom-

pleta.

6.8 Formulario de emergencia de la unidad
» Cilindro: p(6,s) = g(0) + su. Cono: p(6,s) = v + s(¢(0) — ).
= Directriz: elipse (h+a cos 0, k+b sen 6, [); hipérbola ﬁ—j—f—; =1:Y =asecO, X = btan0.

= Eliminar: s de la coordenada del plano de la directriz; 8 con cos?0 +sen?0 = 10
sec?f —tan%6 = 1.

2 2
» Completar cuadrados: ax? + dx = a (x + %) - Z—a.
= + + + = 1lelipsoide - + + — =1 una hoja (eje: el =) - + — — = 1 dos hojas (eje: el +)

- signos mixtos = 0 cono.

= Dos cuadrados = lineal: mismo signo, paraboloide eliptico; signos contrarios, parabo-
loide hiperbdlico.

= Falta una variable: cilindro paralelo al eje de esa variable. + + = 0: recta; + + = —1:
vacio.

= Identificar: nombre, centro o vértice, eje, semiejes, trazas, extension, simetrias.

= Extension: elipsoide [k — a, h + a]; dos hojas |z — I| > ¢; paraboloide eliptico, la variable
lineal de un solo lado del vértice; paraboloide hiperbdlico, todas las variables en R.
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Ejercicio propuesto 6.6.5
Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 6.

Identifique la superficie representada por cada ecuacién (la identificacion requiere mas
G+10° (-2 _ (-1
- - .

que el nombre): a) 2x% + y? + 222 + x — 2y = 1; b) 5 5 VI )
2 2
y z
x+1)P2 1=
(x+1) . 2
Resultado: a) elipsoide de revolucion, centro (—l, 1, O), semiejes @ %, @; b) cono

eliptico, vértice (2, —1, 1), eje paralelo a y; c) hiperboloide de una hoja, centro (-1, 0, 0),
eje paralelo a z.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 146.

Ejercicio propuesto 6.6.6

Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 4.

Obtenga una ecuacioén vectorial y la ecuacion cartesiana del cono cuyo vértice es el punto
V(0,1,0) y que contiene alacurvaC: y =0, x? + 22 = 2.

Resultado: p(6,s) = (0,1,0) + s(v2 cosf, —1, V2sen8); x* + 2% = 2(y — 1)%.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 147.

Ejercicio propuesto 6.6.7

Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 5.

Obtenga una ecuacién vectorial del cilindro que se forma por circunferencias de radio
igual a 3 contenidas en planos paralelos a y = 0, tales que todas tienen su centro en la
rectal: p=(1,1+t, 1).

Resultado: p(0,t) = (1+3cosf, 1+, 1+3sen0); su cartesiana es (x — 1)2+(z—1)% =0.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 147.

Ejercicio propuesto 6.6.8

Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 6.

2 2
Sea la superficie S : xz + % = z? — 1. Obtenga: a) las trazas de S con los planos XZ y YZ;

b) el conjunto de valores de z para los cuales esta definida la superficie; c) una ecuacién
vectorial de la curva C que se forma por la interseccién de S con el plano z = V2.

2
Resultado: a) hipérbolas zz—%z =1(y= O)yzz—% =1(x =0);b) z € (—o0, —1]U[1, 0);
¢) p(t) = (2cost, 3sent, V2),t € [0, 27).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 147.

Ejercicio propuesto 6.6.9
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 7.
Identifique las superficies cuyas ecuaciones se dan a continuacioén, justificando las res-

puestas:a) x> +3x+2 = 0;b) (x — 12+ = 1 - (z+ 1% ) 2x% — y? — 22 = 0; d)
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5.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe las paramétricas (o la vectorial) aunque no las pidan: de ahi sale todo.

2. soLopLAn2010 Intervalo paramétrico: una condiciéon por componente, e interseccion.

3. sororLan2010 Extension: recorrido de cada coordenada, partiendo de —1 < sent < 10
de la monotonia.

4. Elimina el parametro con la identidad que corresponde; escribe la conica en forma
ordinaria y el plano.

5. Identifica: nombre, centro o vértice, eje focal, semiejes, vértices y focos, con la tercera
coordenada; di si la extension recorta la conica.

6. Bosquejo: plano, centro, vértices, asintotas y la curva solo en su extension.

Si no sale la identidad, el intervalo paramétrico y la extensién (Plan 2010) ya valen buena
parte del problema.
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Unidad 6 - Superficies (solo Plan 2010)

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno identificara superficies
cuadricas a partir de su ecuacion cartesiana; y obtendra la ecuacién vectorial,
las ecuaciones paramétricas y la ecuacidn cartesiana de superficies.

Instrucciones de emergencia

= Plan: solo Plan 2010. En el Plan 2016 este tema esta en Calculo Vectorial.
= Frecuencia: en los 9 finales del Plan 2010 esta unidad vale dos problemas (un
tercio del examen): 16 problemas en total. Superficie por generatrices, 8 (cono con
vértice y directriz 4, cilindro con generatrices paralelas a un vector 4); siempre
piden una ecuacién vectorial y una cartesiana, y a veces las paramétricas. Identifi-
cacion de cuédricas, 8, con 25 ecuaciones en total (elipsoide, esfera, hiperboloides
de una y dos hojas, paraboloides eliptico e hiperbdlico, cono y cilindros), casi
siempre trasladadas y con cuadrados por completar; el enunciado advierte que «la
identificacién requiere mas informacion que el nombre». Solo dos exdmenes se
salen de la plantilla: el 1er final 2012-1, tipo C, no trae generatrices, y el 2° final
2012-2 no trae identificacion. En el 3er parcial 2006-2, tipo B, hay 4 problemas mas
(cono, cilindro, hiperboloide e identificacion).
= Tiempo: de 5 a 6 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee las secciones 6.1.2, 6.1.3, 6.1.5 y 6.1.7 (40 min): generatrices, catalogo de
cuadricas y tabla de reconocimiento.
2. Aprende los procedimientos 6.3.1, 6.3.2 y 6.3.4: son los dos problemas del
examen.
3. Sigue los dos ejemplos de la seccién 6.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios 6.5.1, 6.5.3, 6.5.4, 6.5.7 y 6.5.9 con cronémetro: 15 min
cada uno.
5. Para un simulacro, los propuestos 6.6.1 y 6.6.2 (generatrices) y 6.6.3 a 6.6.5
(identificacién) son problemas completos de examen.

6.1 Conceptos y expresiones

6.1.1 Superficie: ecuaciones y clasificacion

Una superficie es un conjunto de puntos del espacio que depende de dos parametros (una

curva depende de uno). Se representa de tres maneras:

» Ecuacién vectorial: p(6,s) = (x(6,s), y(6,s), z(0, s)), con dos parametros 0 y s.

= Ecuaciones paramétricas: las tres componentes por separado, x = x(0,s), y = y(6, s),
z = z(6,s).

= Ecuacion cartesiana: una sola ecuacion F(x, y, z) = 0. Se obtiene de las paramétricas
eliminando los dos parametros.

Clasificacion. Las superficies del programa se agrupan asi:
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Ejercicio propuesto 6.6.1
Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 5.

Determine una ecuacion vectorial y una ecuacion cartesiana de la superficie conica S que
tiene por vértice el punto V(3,—-2,7) y contiene a la elipse

2
(2P G-1F

1, z=0.
4 9

Resultado: p(0,s) = (3,-2,7) +s(=5+2cos 8, 3+3send, —7); 9(7x — 5z + 14 + 4(7y +
3z —7)% =36(z — 7).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 145.

Ejercicio propuesto 6.6.2
Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 5.
Sea el cilindro S con eje paralelo al vector v = (—1,2,1) y cuya interseccion con el plano

z — 3 = 0 es la circunferencia de radio 2 y centro en C(0, 0, 3). Obtenga: a) una ecuacién
vectorial de S; b) una ecuacién cartesiana de S.

Resultado: p(4,s) = (2cosf, 2sen, 3) +s(—1,2,1); (x +z—3)2 + (y — 2z + 6)*> = 4.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 145.

Ejercicio propuesto 6.6.3

Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 7.

Identifique la superficie representada por cada ecuacion (la identificacién requiere mas que
el nombre): a) x2+2x+8y? = 23;b) (x—1)2—9 = —3(y+2)?—32%; ¢) —2x?—52z2 = —25-3)2.
Resultado: a) cilindro eliptico de eje x = —1, y = 0 (paralelo a z); b) elipsoide de
revolucidn, centro (1, -2, 0), semiejes 3, V3, V/3; c) hiperboloide de una hoja, centro en el
origen, eje y.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 145.

Ejercicio propuesto 6.6.4
Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 6.

Identifique la superficie representada por cada ecuacién (la identificacion requiere mas

+2)? - 3)? —2)? _ 2
u+u:(z_l)2+l;b)u+x_1zz_;c)
2 4 3 4 4
x2+yzfz2=7222+2.

que el nombre): a)

Resultado: a) hiperboloide de una hoja, centro (-2, 3, 1), eje paralelo a z; b) paraboloide
hiperbdlico, punto silla (1, 2, 0), eje paralelo a x; c) esfera de centro en el origen y radio

V2.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 146.
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= Eje: el eje y; generatrices paralelas a j; directriz, la circunferencia x% + z% = 4, y = 0.
= Extension: x € [-2,2],z€ [-2,2], y e R.
Resultado: a) elipsoide de centro (1, 0, —3); b) hiperboloide de una hoja de centro (0, 1,0)
y eje paralelo a y; c) paraboloide hiperbdlico con punto silla (0,0, 1); d) cilindro circular
de radio 2 y eje y.

Ejercicio 6.5.9 - Hiperboloide de dos hojas, paraboloide hacia abajo y cilindro
eliptico

Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 6.

(z—1)?

—(y+2)l——= =
(y+2) 7

—3)2

Identifique la superficie representada por cada ecuacion: a) %
-2)? +1)?

-2 _ G|

;b)x% +2y%2 —2x+8y =—5z2—3;¢
) y y ) T 5

1.

Resolucion.

1. a) Un cuadrado positivo y dos negativos igualados a 1: se cumple la forma del hiper-
boloide de dos hojas.
= Centro (3,-2,1); eje larecta y = —2, z = 1, paralela a x; vértices (0,-2,1) y
(6,-2,1).
12 _a)2
» Trazas: x = k con |k — 3| > 3, elipses (y + 2)% + % = % —1;planoz = 1,

1 b
hipérbola ﬁ —(y +2)? = 1; plano y = —2, hipérbola @ - % =1

= Extension: x € (—o0,0] U [6,0); y,z € R.
2. b) Completar cuadrados: (x — 1)2 — 1 + 2(y + 2)> — 8 = =5z — 3, es decir
@—1?+2@+2F:—5@—§)
Dos cuadrados positivos igualados a la variable lineal z: se cumple la forma del para-
boloide eliptico.
= Vértice (1, -2, g); eje larecta x = 1, y = —2; abre hacia z negativo (el coeficiente
=5).
= Trazas: plano z = 0, elipse (x — 1) + 2(y + 2)*> = 6; plano x = 1, parabola
20y +2)2=-5 (z - g); plano y = —2, parabola (x — 1) = -5 (z - g)
= Extension: z € (—00, §]9 x,yeR

(v -2)7? Lt D?

3. ¢) = 1. Falta x y los dos cuadrados son positivos: cilindro eliptico;
no es elipsoide (no hay tres cuadrados).
= Eje:larecta y = 2, z = —1, paralela al eje x; generatrices paralelas a 1.

= Directriz: la elipse de centro (0,2, —1) en el plano x = 0, semiejes 4 (en y) y 3 (en z).
= Extension: x € R, y € [-2,6], z € [-4,2].
Resultado: a) hiperboloide de dos hojas, centro (3, -2, 1), eje paralelo a x; b) paraboloide
eliptico, vértice (1, -2, g) abre hacia z negativo; c) cilindro eliptico de eje y = 2,z = —1.

6.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucidn. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.6.
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= Cuadricas: su ecuacion cartesiana es de segundo grado en x, y, z. Son el elipsoide (y la
esfera), los hiperboloides de una y de dos hojas, los paraboloides eliptico e hiperbdlico,
el cono y los cilindros de base conica.

= Cilindricas: formadas por rectas paralelas a un vector que pasan por una curva.

= Cobnicas: formadas por rectas que pasan por un punto fijo y por una curva.

= Regladas y de revolucion (seccion 6.1.4).

Un cono o cilindro con directriz cénica es a la vez conico (o cilindrico) y cuadrico; si la

directriz es otra curva, la superficie ya no es cuadrica.

6.1.2 Superficies cilindricas

Una superficie cilindrica es el conjunto de rectas paralelas a un vector # que cortan a una
curva D. La curva D es la directriz; cada recta, una generatriz. Si D est4 dada por g(0),
cada punto de la superficie es un punto de D mas un multiplo de u:

S: p0,s) =G0 +si.

Con s fijo se obtiene una copia de la directriz trasladada; con 0 fijo, una generatriz (figura).

S
/17

y

z

En el examen la directriz es siempre una cénica en un plano paralelo a uno coordenado
(z=3,x =0),yuno es paralelo a ese plano. Si # es perpendicular al plano de la directriz,
el cilindro es recto y su ecuacion cartesiana es la de la directriz sin la variable que falta:
x% + 22 = 4 es un cilindro circular recto de eje .

6.1.3 Superficies conicas

Una superficie conica es el conjunto de rectas que pasan por un punto fijo V, el vértice, y
por los puntos de una curva D, la directriz. La generatriz que pasa por el punto g(6) de
la directriz tiene direccién g(6) — v, asi que

S: p0.5) = +5({0) - ),

donde v es el vector de posicién de V. Con s = 0 se obtiene el vértice; con s = 1, la directriz;
con s < 0, la otra hoja del cono, del otro lado del vértice.
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V(0,0,6)

6.1.4 Superficies regladas y de revolucion

Estas dos clases se definen en el programa, pero en los exdmenes nunca se piden por su
nombre.

= Una superficie es reglada si por cada uno de sus puntos pasa una recta contenida en
ella. Los cilindros y los conos son regladas; también el hiperboloide de una hoja y el
paraboloide hiperbélico, que contienen dos familias de rectas (en z = 9y? — 4(x — 1)?,
el plano z = 0 corta en las rectas 3y = £2(x — 1)). El 2° final 2012-2 llama «superficie
reglada» a un cilindro (ejercicio 6.5.5).

= Una superficie es de revolucion si se genera al girar una curva plana alrededor de una
recta, el eje. Sus trazas con planos perpendiculares al eje son circunferencias. En una
cuadrica se reconoce porque dos de los denominadores son iguales: o, ¥_zZ_ 1
es de revolucién alrededor del eje z. La esfera, el cono circular y el paraboloide circular
son de revolucién.

6.1.5 Cudadricas en forma candnica

Con centro (o vértice) en el origen y ejes sobre los ejes coordenados, las cuadricas tienen
las formas de esta seccién (a,b, ¢ > 0). Se dibujan en alambre de trazas: las curvas que
dejan los planos z = k y los planos coordenados; lo que queda atras va discontinuo. El eje
de la superficie puede ser cualquiera de los tres: lo decide la variable que se distingue de
las otras (por signo o por no estar al cuadrado).

2 2 2
L X z . .
Elipsoide. =+ :—2 +5 =1 Todas sus trazas son elipses (0 un punto, o nada). Extension:
c
|x| < a, |y| < b, |z| < c. Si dos semiejes son iguales es de revolucion; sia=b=c=r,esla

esfera x> + )% + 2% = r%.
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3. ¢) Completar cuadrados: (x —2)? — 4+ (y + 1)> = 1+ 2(z — 1)> = 2 + 3 = 0, es decir
(x—2P%+(@+1)2+2z -1 =4

(=28 O+ @1
4 4 2

1.

Tres cuadrados positivos igualados a 1: se cumple la forma del elipsoide; dos denomi-
nadores iguales: es de revolucion alrededor de larecta x = 2, y = —1.
= Centro (2,—1,1); semiejes 2,2 y J2.
= Trazas: plano z = 1, circunferencia (x — 2)? + (y + 1) = 4; planos x = 2y y = —1,
elipses de semiejes 2 y /2.
» Extension: x € [0,4], y € [-3,1], z € [1 — V2,1 +2].
Resultado: a) hiperboloide de dos hojas de eje y, vértices (0,++/5,0); b) paraboloide
eliptico de vértice (—4,0,0) y eje x; c) elipsoide de revolucion de centro (2, —1, 1), semiejes

2,2, 2.

Ejercicio 6.5.8 - Cuatro superficies, una de ellas cilindro
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 7.

Identifique la superficie representada por cada ecuacién: a) (x—1)%+2y% +(z+3)>—16 = 0;
b)3x? —2y2 +4y+22=26;0) x>~y —z+1=0;d)x®+22 -4 =0.
Resolucion.
x —1)? 2 z+3)?
1. a) (—) + y_ + u
16 8 16
revolucion (eje: la recta x = 1, z = —3, paralela a y).

= Centro (1,0, -3); semiejes 4, 2v/2, 4.
= Trazas: plano y = 0, circunferencia (x — 1) + (z + 3)?> = 16; planos x = 1 y z = -3,
elipses.
» Extension: x € [-3,5], y € [-2V2,2V2],z € [-7,1].
2. b) Completar cuadrados: —2(y?—2y) = —2(y—1)?+2, asi que 3x2—2(y—1)?+2% = 24:

= 1. Tres cuadrados positivos igualados a 1: elipsoide de

2 ~1)? 2
LSt VN
8 12 24

Dos cuadrados positivos y uno negativo igualados a 1: hiperboloide de una hoja.
= Centro (0, 1,0); eje la recta x = 0, z = 0, paralela a y.

= Trazas: plano y = 1 (garganta), elipse %2 + ;—z = 1; plano z = 0, hipérbola %2 -

(y-1° _ - 1

o R 2
= 1; plano x = 0, hipérbola 5 o

= Extension: x,y,z € R.

3. ¢) z— 1 = x> — y?. Dos cuadrados de signo contrario y variable lineal: paraboloide
hiperbolico.
= Punto silla (0, 0, 1); eje paralelo a z (el eje z).
= Trazas: plano y = 0, parabola z — 1 = x? (abre hacia arriba); plano x = 0, parabola

z —1 = —y? (abre hacia abajo); plano z = 1, rectas y = #*x.

4. d) x* + 2> = 4. Falta y y los dos cuadrados son positivos: cilindro circular recto de

radio 2.
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= Trazas: y = k # 0, circunferencias x% + 22 = k% de radio |k|; plano z = 0, rectas
y = +£x; plano x = 0, rectas y = +z.
= Extension: x,y,z € R.

2. b) Multiplicando por —1: x% + y? — z? = 1. Dos cuadrados positivos y uno negativo
igualados a 1: se cumple la forma del hiperboloide de una hoja; es de revolucién
(coeficientes de x? y y? iguales).
= Centro en el origen; eje z.

» Trazas: z = k, circunferencias de radio v'1 + k? (la garganta, de radio 1, en z = 0);
plano x = 0, hipérbola y? — z? = 1; plano y = 0, hipérbola x? — 2% = 1.
= Extension: x,y,z € R.

3. ¢) z = 9y% — 4(x — 1)?. Dos cuadrados de signo contrario y una variable lineal: se
cumple la forma del paraboloide hiperbolico; no se cumple la del eliptico (los signos
no coinciden).
= Punto silla (1, 0,0); eje paralelo a z (la recta x = 1, y = 0).

» Trazas: plano x = 1, parébola z = 9y?, abre hacia z positivo; plano y = 0, parabola
z = —4(x — 1)?, abre hacia z negativo; plano z = 0, rectas 3y = +2(x — 1);z = k # 0,
hipérbolas.
» Extension: x,y,z € R.
Resultado: a) cono circular de vértice en el origen y eje y; b) hiperboloide de una hoja de
revoluciodn, centro en el origen, eje z; c) paraboloide hiperbélico con punto silla (1,0, 0).

Ejercicio 6.5.7 - Dos hojas, paraboloide y elipsoide trasladado

Adaptado de: ler final 2014-1, tipo A, problema 6.

Identifique la superficie representada por cada ecuacién: a) 5x% — 3y% + 15z% + 15 = 0; b)
x—y?—422 = —4;0) x> +y? +22° —4x + 2y — 4z +3 = 0.

Resolucion.

1. a) 5x% — 3y2 + 1522 = —15; dividiendo entre —15:

Un cuadrado positivo y dos negativos igualados a 1: se cumple la forma del hiperbo-
loide de dos hojas.
= Centro en el origen; eje y; vértices (0,++/5,0).

2
X 2 _
3 +z¢ =

2
= Trazas: y = k con [k| > /5, elipses kg

¥
5 3
» Extension: y € (00, —/5] U [{/5,0); x,z € R.
2. b) x + 4 = y? + 4z%. Dos cuadrados positivos igualados a la variable lineal x: se cumple
la forma del paraboloide eliptico.

= Vértice (—4,0,0); eje x; abre hacia x positivo.

— 1; plano z = 0, hipérbola

2
1; plano x = 0, hipérbola y? -z22=1

22 1. _ z 2 _ .

o + oo = 1; plano z = 0, parabola y* = x + 4;
plano y = 0, parabola 4z% = x + 4.
= Extension: x € [—4,0); y,z € R.

2
= Trazas: x = k > —4, elipses ky_
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2 2 2
Hiperboloide de una hoja. x_2 + Z_Z - 2—2 = 1: dos cuadrados positivos, uno negativo,
c
igualados a +1. El eje es el de la variable con signo menos. Las trazas z = k son elipses
para todo k (la menor, la garganta, en z = 0); las trazas con x = 0 y y = 0 son hipérbolas.

Es una sola pieza: x, y, z toman todos los reales en su rango natural.

2 2 2
Hiperboloide de dos hojas. _x_z - i—z +— =1un cuadrado positivo, dos negativos,
a c
igualados a +1. El eje es el de la variable con signo mas. Los vértices son (0, 0, +¢); entre
ellos no hay superficie: |z| > c. Las trazas z = k con |k| > ¢ son elipses; las trazas con x = 0

y ¥ = 0 son hipérbolas.

2 2
Paraboloide eliptico. x_2 + y—z = 2. dos cuadrados del mismo signo y la tercera variable
lineal. El eje es el de la variable lineal; el vértice, el origen. Abre hacia donde la variable
lineal tiene el signo de los cuadrados (z > 0 si ¢ > 0). Las trazas z = k > 0 son elipses; las

trazas con x = 0 y y = 0, parabolas. Si a = b es un paraboloide circular (de revolucion).
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2

Paraboloide hiperbdlico (silla de montar). y—z - x_z = 2. dos cuadrados de signo
c

contrario y la tercera variable lineal. El origen es el punto silla. La traza con x = 0 es

una parabola que abre hacia z positivo; la traza con y = 0, una parabola que abre hacia

z negativo; las trazas z = k # 0 son hipérbolas, y la traza z = 0 es un par de rectas.

Extension: todos los reales.

2 2 2
X z . . . -
Cono. = + y—z — = = 0: tres cuadrados con signos mixtos igualados a cero. El vértice es
c
el origen; el eje, el de la variable con signo solitario. Las trazas z = k # 0 son elipses, y las

trazas con x = 0y y = 0 son pares de rectas (generatrices). Extension: todos los reales.

Cilindros cuadricos. Falta una variable: la ecuacién es la de una cénica del plano de
2 2
las otras dos, y las generatrices son paralelas al eje de la variable que falta. % + Z—Z =1

2
(cilindro eliptico), Z—j - ZLZ = 1 (cilindro hiperbélico), y = ax? (cilindro parabélico).
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5. Eliminacion de 6:

4tan9=x+4—s:@,

6y —z—15

4secd=y—-3—2s= 3

6. Identidad sec? § — tan? § = 1, multiplicada por 16:

(6y—z-15° (12x—z+51)% _

4(6y—2z—15)2—(12x—z+51)? = 2304.
3 i (6y—2z—15)"—(12x—z+51)

16 —

7. Comprobacion: con z = 3: 4-36(y—3)% —144(x +4)? = 2304 = (y—3)* —(x+4)? = 16.
Resultado: p = (—4+4tan6, 3+4sech, 3)+s(1,2,12); 4(6y —z—15)> —(12x—z+51)% =
2304 (cilindro hiperbdlico).

Ejercicio 6.5.5 - Superficie reglada con directriz en el plano x = 0
Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 6.
Sea la superficie reglada S que contiene a la curva D : y? + 222 = 4, x = 0, y la generan

rectas paralelas al vector # = (-3, 1, 2). Obtenga: a) una ecuacién vectorial de S; b) una
ecuacion cartesiana de S.

Resolucion.

1. Tipo: rectas paralelas a un vector que cortan a una curva: es una superficie cilindrica
(6.1.4).

2
2. Directriz: yz + % =1lenx =0:4(d) = (0, 2cos 0, V2senH).
3. a) Ecuacién vectorial: p(9,s) = (0, 2cos0, V2sen®) +s(=3,1,2),0 € [0,27), s €R.

4. Eliminacién de s: el plano de la directriz es x = 0, asi que se usa x = —3s = s = —%.
x+3
5. Eliminacién de 6: y = 2cosf0 + s = cosf = y; z =+2senf + 2s = senf =
2x + 3z
3V2 ,
x+3 2x + 32)°
6. b) Ecuacién cartesiana: ( y) + ( ) =1, es decir

36 18
(x + 3y)? + 2(2x + 32)% = 36.

7. Comprobacion: con x = 0: 9y + 182% = 36 = y? + 22% = 4.
Resultado: p = (0,2 cos8,v/2sen ) + s(—3, 1,2); (x + 3y)% + 2(2x + 3z)* = 36.

Ejercicio 6.5.6 - Cono, hiperboloide y silla sin completar cuadrados

Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 7.

Identifique la superficie representada por cada ecuaciéon (nombre y algunas caracteristicas):
)22 =y —x%b) 22—y —xf =10 4x—1)? - 9y? +z = 0.

Resolucién.

1. a) x2 + 22 — y? = 0. Tres cuadrados con signos mixtos igualados a cero: se cumple la
forma del cono; denominadores de x y z iguales: cono circular.
= Vértice en el origen; eje y (la variable de signo solitario).
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2 4(y-2)>
5. Ecuacion cartesiana: 27 + (}/—2)

5 =1, es decir
z

z
9x? + 4(y — 2)% = 2%

Es un cono eliptico con vértice (0,2, 0) y eje paralelo al eje z (tres cuadrados con signos
mixtos igualados a cero).

Resultado: p(6,s) = (0,2,0) + s(2 cos 6, 3sen b, 6); 9x> + 4(y — 2)> = 22.

Ejercicio 6.5.3 - Cilindro con directriz eliptica y generatrices oblicuas
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 6.
Sea S la superficie cilindrica formada por rectas paralelas al vector # = 3i + 2k y que

contiene a la curva H : 9x? + 4y? — 36 = 0, z = 3. Obtenga: a) una ecuacién vectorial de
S; b) unas ecuaciones paramétricas de S; ¢) una ecuacion cartesiana de S.

Resolucion.

2 2
1. Directriz: xz + % =1lenz=3:q(0)=(2cosf, 3senb, 3).
2. a) Ecuacién vectorial: p(6,s) = (2cos8, 3sen, 3) +5(3,0,2),0 € [0,27), s €R.
3. b) Paramétricas: x = 2cosf + 3s, y = 3senf, z = 3 + 2s.
4

. Eliminacién de s: s = >— 3.
5. Eliminacion de 0: cos§ = X=3s = 2x —zz + 9; senf = X
(2x — 3z +9)?

2
6. c) Ecuacion cartesiana: + % =1, es decir

16
9(2x — 3z + 9)? + 16y° = 144.

7. Comprobacién: con z = 3: 9(2x)? + 16y% = 144 = 9x% + 4y? = 36.
Resultado: p = (2 cos 6,3 sen6,3) + s(3,0,2); 9(2x — 3z + 9)% + l6y2 = 144.

Ejercicio 6.5.4 - Cilindro con directriz hiperbdlica
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 5.

Determine una ecuacién vectorial y una ecuacion cartesiana de la superficie cilindrica S
formada por el conjunto de las rectas paralelas al vector i =1+ 2] + 12k y que tiene por
interseccién con el planoz =3 alacurvaD: (y—3)? — (x +4)> =16,z = 3.
Resolucion.

_2)2 2
1. Directriz: % - % = 1 es una hipérbola de centro (—4, 3, 3) y eje focal paralelo

a y. Se parametriza con y — 3 = 4secf, x + 4 = 4tan0:
- _ T n 3r
q(0) = (-4 +4tan6, 3 + 4sec, 3), 95(‘?5)”(5’ )

2. Ecuacién vectorial: p(0,s) = (—4 + 4tan6, 3 +4secf, 3) +s(1,2,12), s €R.

3. Paramétricas: x = —4 + 4tanf+s,y =3 +4secd + 25,z =3 + 12s.
4. Eliminacion de s: s = 21;23
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6.1.6 Cuddricas trasladadas

Si el centro (o vértice) es (h, k, 1), en cada forma candnica se cambia x por x — h, y por
y—ky zpor z—1I. El eje deja de ser un eje coordenado y pasa a ser una recta paralela a él:

—3)2 _1)?
en % —(y+27°- % = lelejeeslarecta y = -2,z = 1, paralela al eje x.

Cuando la ecuacion viene desarrollada (x? + 2y — 2x + 8y + 5z + 3 = 0), se completan
cuadrados variable por variable:

2
ax2+dx:a<x+ i) - ﬁ
2a 4a
Los términos lineales de una variable que también esta al cuadrado desaparecen al com-
pletar el cuadrado; los de una variable que no esta al cuadrado se quedan y la convierten
en la variable lineal de un paraboloide (o de un cilindro parabdlico). Los exdmenes del
Plan 2010 no traen términos mixtos (xy, xz, yz).

6.1.7 Tabla de reconocimiento

2 2 2
Después de completar cuadrados y pasar todo a la forma ix—z + 1;—2 + f_z =1, 00—-1(con

X = x — h, etc.), o con una variable lineal, la superficie se lee de los signos:

Forma (tras completar cuadrados) Superficie

tres cuadrados, todos +, = 1 elipsoide (esferasia =b =c)

tres cuadrados, todos +, = 0 un punto (el centro)

tres cuadrados, todos +, = —1 ningn punto (vacio)

tres cuadrados, dos + y uno —, = 1 hiperboloide de una hoja; eje: la
variable con —

tres cuadrados, uno + y dos —, = 1 hiperboloide de dos hojas; eje:

la variable con +

tres cuadrados con signos mixtos, = 0 cono; eje: la variable de signo

solitario

dos cuadrados del mismo signo = término lineal de la
tercera

paraboloide eliptico; eje: la
variable lineal

dos cuadrados de signo contrario = término lineal de
la tercera

paraboloide hiperbdlico

dos cuadrados, + y +, = 1; falta la tercera variable cilindro eliptico (circular si

a=">b)
dos cuadrados, + y —, = 1; falta la tercera variable cilindro hiperbélico
dos cuadrados, + y —, = 0; falta la tercera variable dos planos que se cortan
dos cuadrados, + y +, = 0; falta la tercera variable una recta

un cuadrado y una variable lineal cilindro parabdlico
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Forma (tras completar cuadrados) Superficie

un solo cuadrado = constante (x2 =c) dos planos paralelos, uno, o

vacio

Una ecuacién con signo —1 a la derecha se multiplica por —1 antes de usar la tabla:
x2 2 ZZ yz x2 ZZ _

T=les -5 -3 = 1, un hiperboloide de dos hojas de eje y.

6.1.8 Qué es «identificar» una superficie

El enunciado dice siempre que la identificacién «requiere mas informacion que el nombre».
Para cada ecuacion se escribe:

1. Nombre completo: «hiperboloide de una hoja», «paraboloide eliptico», «de revolu-
cién» si dos denominadores son iguales.

2. Centro (elipsoide, hiperboloides, esfera) o vértice (paraboloides, cono); en el parabo-
loide hiperbolico, el punto silla.

3. Eje: la recta paralela a un eje coordenado que pasa por el centro o el vértice, por
ejemplo x = 1, y = —2 (paralela al eje z). En un paraboloide, hacia dénde abre.

4. Trazas: con los planos que pasan por el centro paralelos a los coordenados (o con los
planos coordenados), nombrando la conica de cada una; y la traza z = k (o la del eje)
en general.

5. Extensidn (intervalos de variacién de x, y, z): de la forma ordinaria, despejando cada
cuadrado y pidiendo que sea > 0.

6. Simetrias: una cuadrica con centro es simétrica respecto a su centro y a los tres planos
que pasan por él paralelos a los coordenados; un paraboloide, respecto a su eje y a los
dos planos que lo contienen.

Los examenes no exigen los seis puntos, pero el nombre solo no vale: nombre, centro

o vértice, eje y dos trazas son el minimo seguro. Si el enunciado pide «intervalos de

variacién», la extension es obligatoria.

6.1.9 Ecuacion vectorial de una cuddrica

Las cuédricas también se escriben con dos parametros (tema 6.2 del programa). Basta
conocer estas, que salen de las identidades sen? + cos? = 1y sec? —tan® = 1 (8 € [0, 27)):
= Elipsoide: p = (asen¢@cosf, bsengsend, ccosy), ¢ € [0, x].

= Hiperboloide de una hoja: p = (asec ¢ cos, bsecpsenf, ctang), ¢ € (—%, %)

= Hiperboloide de dos hojas: p = (atan¢ cos 0, btan¢sen8, csec ).

2 2 N
= Paraboloide eliptico Z—z + ZLZ =z: p=(arcosb, brsenb, r?),r >0.
2 2 2
= Cono Z—Z + }b}—Z = i—zz p = (arcos0, brsenb, cr),r €RR.

Con centro (h, k, ) se suma (h, k,I). En los exdmenes esto solo se pide para conos y cilindros,
por generatrices.

6.2 Como reconocer el problema
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Resultado: a) paraboloide circular, vértice (—2,3,—1), eje paralelo a z, x,y € R,
z > —1; b) esfera de centro (1,2, —3) y radio 2, x € [-1,3], y € [0,4], z € [-5,—1]; ¢)
hiperboloide de dos hojas de revolucion, centro (3,5, —2), eje paralelo a y, x,z € R,
y € (—00,3] U [7,00).

6.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 6.5.1 - Cono con directriz circular en z = 2
Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 5.

Sea el cono S con vértice en V(2, —4, —1) y cuya interseccioén con el plano z = 2 es la curva
de ecuacion (x — 2)% + (y — 2)? = 9. Obtenga para S: a) unas ecuaciones paramétricas; b)
una ecuacion cartesiana.

Resolucion.

1. Directriz: circunferencia de centro (2, 2, 2) y radio 3: g(6) = (2+3 cos 0, 2+3send, 2).
2. Direccion: g(0) — v = (3cos0, 6+ 3senb, 3).

3. a) Paramétricas:

x =2+ 3scosb, y=—4+5s(6+3send), z=-1+3s; 0e]0,2n), seR.
4. Eliminacion de s: 3s =z + 1.
5. Eliminacion de 0:
3scosf@=x—2 = cos@zx_z,
z+1
—2z+2
3ssenf=y+4—6s=y+4—-2(z+1) :sen@zyT.
z

6. b) Ecuacidn cartesiana: con cos?0 + sen?0 = 1,
(x—-22+(@y—2z+27%=(z+1)>%

7. Comprobacion: con z = 2 queda (x—2)%+(y—2)? = 9; el vértice da 0+(—4+2+2)% = 0.
Resultado: x = 2+3scos, y = —4+s(6+3senf), z = —1+3s; (x —2)° + (y — 2z +2)? =
(z+ 12

Ejercicio 6.5.2 - Cono que contiene a una elipse en z = 6
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 8.
Sea el cono C con vértice V(0, 2, 0) que contiene a la curva 9x% + 4(y —2)*> =36 = 0, z = 6.
Obtenga una ecuacién vectorial y una ecuacion cartesiana que definan a C.
Resolucion.

2 —92)2
1. Directriz: dividiendo entre 36, XI + % =1:q(0) = (2cosH, 2+ 3senb, 6).
2. Direccién: g(0) — v = (2cos 6, 3senb, 6).
3. Ecuacién vectorial: p(0,s) = (0,2,0) + s(2cos, 3send, 6),0 € [0,27),s €R.

3x y-2 2(y—-2)

.. . z X
4. Eliminacidén: z = 6s = s = =;cosf = — = ——;senf =
6 2s z 3s z
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Ejemplo resuelto - Identificacion con intervalos de variacion

Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 6.
Para cada una de las siguientes ecuaciones cartesianas, identifique el lugar geométrico
que representan, indicando los intervalos de variacién para x, y, z:

a)x?+y P +4x—6y—z+12=0; b)(x—1)2+(y—2°%+(z+3° =4

x-3?% (-5° (z+2)°
c) - =-1.
9 4 9
Resolucion.
1. a) Completar cuadrados: (x*> + 4x +4) + (32 -6y +9)—z+12—4—-9=0,es
decir

(x+22+(y-32=z+1.

= Tipo: dos cuadrados del mismo signo igualados a una variable lineal: se cumple
la forma del paraboloide eliptico; los denominadores son iguales, asi que es
paraboloide circular (de revolucion).
= Vértice (—2,3,—1); eje la recta x = —2, y = 3, paralela al eje z; abre hacia z
positivo.
= Trazas: z = k > —1, circunferencias de centro (2,3, k) y radio vk + 1; plano
x = —2, parébola (y — 3)? = z + 1; plano y = 3, parabola (x + 2)? = z + 1.
= Intervalos: el primer miembro es > 0, asique z+ 1 > 0: z € [—1,0); x €R,
yeR
2. b) Tipo: tres cuadrados con el mismo coeficiente, todos positivos, igualados a una
constante positiva: se cumple la forma de la esfera.
= Centro (1,2, -3), radio 2. Simétrica respecto a cualquier plano que pase por el
centro.
» Trazas: con el plano z = —3, la circunferencia (x — 1)? + (y — 2)? = 4;con x = 1
y ¥ = 2, circunferencias de radio 2.
= Intervalos: x € [1-2,1+2] =[-1,3], y €[0,4], z € [-5,—1].
3. ¢) Forma ordinaria: multiplicando por —1,

r-5°" (=3 (z+2?*

4 9 9

= Tipo: tres cuadrados, uno positivo y dos negativos, igualados a 1: se cumple la

forma del hiperboloide de dos hojas; no se cumple la de una hoja (habria dos
positivos). Denominadores de x y z iguales: es de revolucion.

= Centro (3,5, —2); eje larecta x = 3, z = —2, paralela al eje y; vértices (3,3, —2)

y (3,7,-2).
= Trazas: plano z = —2, hipérbola
=5 _ (+2)?

1.

—5)2 _3)2
@ - % = 1; plano x = 3, hipérbola
2 o = L plano y = 5, ninguin punto; plano y = 9, circunferencia
(x=32+(z+2)?%=27.

=37 | @2 (-5)°
tTe =T

= Intervalos:
x€R, zeR

—1>0=|y—5>2:y € (—,3]U[7,00);
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«cono con vértice en V» y «cuya  ecuacidn vectorial (o 6.3.1
interseccién con el plano... es la paramétricas) y
curvax, o «que contiene a la cartesiana
curva»
«superficie cilindrica», «cilindro ecuacioén vectorial (o 6.3.2
con eje paralelo a v», «superficie ~ paramétricas) y
reglada... rectas paralelas al cartesiana
vector»
la directriz es una hipérbola o una  parametrizar la 6.3.3
cénica sin centro en el origen directriz
«circunferencias de radio r... con  cilindro recto 6.3.2
centro en la recta L»
«identificar la superficie nombre y 6.3.4
representada por...» (varias caracteristicas
ecuaciones)
«intervalos de variacion», extension 6.3.5
«conjunto de valores de z»
«trazas con los planos XZ y YZ»,  conicas de corte 6.3.4, paso 5
«curva interseccion con el plano
z=k»
6.3 Procedimientos
6.3.1 Cono por el método de las generatrices

Gh? | 0R”

1.

gl W

Parametriza la directriz (). Si es la elipse Z -+t g =len el plano z = I:
4(0) = (h+acosb, k+bsenb, ). Si viene como 9x? + 4(y — 2) = 36, divide primero

entre 36.

. Direccién de la generatriz: (0) — v, del vértice al punto de la directriz.

. Ecuacién vectorial: p(0,s) = v + s(4(6) — ¥), con @ € [0, 27), s € R.

. Paramétricas: las tres componentes de la anterior.

. Eliminacién de s: la componente que corresponde al plano de la directriz es lineal en

s (por ejemplo z = 6 — 65s); despeja s.

. Eliminacién de 0: de las otras dos componentes despeja cosf y senf (aparecen

divididos entre s) y sustituye en cos® 6 + sen®6 = 1.

. Simplifica: multiplica por el denominador comun; deja la ecuacién como una igualdad

de cuadrados.

. Comprueba con dos cosas: el vértice satisface la ecuacion, y al hacer z = [ se recupera

la directriz.

6.3.2 Cilindro por el método de las generatrices

1.
2.

Parametriza la directriz g(0) como en 6.3.1.
Ecuacién vectorial: p(6, s) = g(0) + s, con i el vector de las generatrices.
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3. Paramétricas: sus tres componentes. 6.4 Ejemplo resuelto

4. Eliminacion de s: en la componente del plano de la directriz (z = 3 + 2s) despeja s.

5. Eliminacién de 0: despeja cos0 y sen (o sec y tan 0) y usa la identidad. Ejemplo resuelto - Cono con vértice en el eje z y directriz eliptica

6. Comprueba: con s = 0 (es decir, en el plano de la directriz) se recupera la directriz. Adaptado de: Ter final 2014-1, tipo A, problema 5.

Observacion. Si las generatrices son perpendiculares al plano de la directriz, o si el Sea el cono S con vértice en V(0,0, 6) y cuya interseccion con el plano XY es la curva
enunciado describe «circunferencias en planos paralelos con centro en una recta», el ) )

cilindro es recto: la vectorial es p = g(f) + s igual, y la cartesiana es la ecuacién de la x+1) 4 G-3 —

directriz sin la variable de u. D: 4 9

z=0.
6.3.3 Parametrizar la directriz

(X ) (Y) Obtenga para S: a) una ecuacioén vectorial; b) una ecuacion cartesiana.

1. Elipse o c1rcunferen01a lleva a la forma ]
Resolucion.

=1lyusaX =acosf,Y =bsenb.

2. Hipérbola: a—2 - —2 = 1 se parametriza con Y = asecf, X = btan#, y la identidad

b 1. Directriz: es una elipse de centro (—1,3,0), semieje 2en x y 3 en y:
para eliminar es sec?§ — tan?6 = 1. Con 6 € (—%, 72—[) U (% 32”) se obtienen las dos R
ramas. q(0) = (—1+2cosb, 3+3senb, 0), 6 ¢€[0,2x).
. V2 _ . _ _ &
3. Paribola: Y* = 4pX se parametriza con ¥ =0, X = 4p° 2. Direccion de la generatriz: g(0) —v = (-1 + 2cos0, 3+ 3sen0, —6).
4. El valor de la tercera coordenada es el del plano de la directriz (z = 0, z = 3, x = 0). 3. a) Ecuaci6n vectorial:
6.3.4 Identificacion de una cuddrica S: p(0,s) =(0,0,6) +s(—1+2cosf, 3+3senf, —6), 0€[0,27), sER.
1. Ordena: pasa todo al primer miembro y agrupa por variable.
2. Completa cuadrados en cada variable que aparece al cuadrado con término lineal. 4. Paramétricas: x = s(=1+ 2cos0), y 6: s(3+3send),z =6 —6s.
3. Forma ordinaria: deja los cuadrados a la izquierda y la constante (o la variable lineal) 5. Eliminacion de s: de la tercera, s = P =3
a la derecha; divide para que la constante sea 1 (o 0). 6. Eliminacién de 0: de las dos primeras,
4. Caso por caso con la tabla 6.1.7: cuenta cuadrados y signos, revisa si la constante es
1,0 0 —1 y si hay variable lineal; escribe cual forma se cumple y, si hay duda, cual no se cosf = 1 (f 1) _ 6x+6—2z
cumple. $ 2(6—2)
5. Caracteristicas: centro o vértice (los valores que anulan cada paréntesis), eje (recta send = 1 ( y ) _6y—18+3z 2y+z-6
paralela al de la variable distinguida), semiejes (raices de los denominadores), trazas s 3(6 — 2) 6—z
con los planos por el centro (sustituye la variable del plano y nombra la cénica que
queda). 7. Identidad: cos? § + sen? 8 = 1:
6. Extension, sila piden (6.3.5), y simetrias. (6x—z+6)?% (2y+z—6)* ~
6.3.5 Intervalos de variacion (extension) 4(6 - 2)? (6 - 2)?
1. Parte de la forma ordinaria. Para la variable z, despeja de modo que los otros cuadrados 8. b) Ecuacién cartesiana: multiplicando por 4(6 — z)2,

queden solos: por ejemplo, € Zh G k)z =& 1)2 -1

2. El primer miembro es > 0 y toma todos los Valores no negativos: exige que el segundo (6x—z+6)° +4(2y +2-6)* = 4(z = 6)%,
miembro sea > 0 y resuelve.

3. Elipsoide y esfera: cada variable esta en [h — a, h + a], etc. Hiperboloide de dos hojas:
la variable del eje cumple |z — I| > ¢; las otras, todos los reales. Paraboloide eliptico:
la variable lineal queda de un solo lado del vértice. Hiperboloide de una hoja, cono y
paraboloide hiperbdlico: todos los reales.

4. Escribe el resultado con intervalos: z € (—o0, —1] U [1, ).

que desarrollada es 36x% + 16y? + 22 — 12xz + 16yz + 72x — 96y — 12z + 36 = 0.
9. Comprobacion: V(0,0,6): 0+4-0 = 0, se cumple. Con z = 0: (6x+6)?+4(2y—6)% =
144, es decir 36(x + 1)? + 16(y — 3)? = 144, que es la directriz.
Resultado: p(8,s) = (0,0,6) + s(—1 + 2cos b, 3+ 3senb, —6); (6x —z + 6)* + 4(2y +
z—6)% = 4(z — 6)°.
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Cartesianas: (z — 4)? = —%(y —2), x = —3. Es una parébola en el plano x = —3, vértice
(—3,2,4), eje paralelo al eje y, abre hacia las y negativas (4p = —g, p= —%).

3. Intervalode z: —1 <sent < 1= -3< -3sent<3=z€[1,7].

4. Intervalo de y: 0 < sent < 1= —5< —5sen’t <0 = y € [-3,2].

5. Recorte: solo se recorre el arco de la parébola entre (—3,—3,1) y (=3, —3,7), que pasa
por el vértice (-3, 2,4).

«— volver

Ejercicio 5.6.3

1. a) sen 20 y cos @ existen para todo real: € R. Las dos funciones tienen periodo que
divide a 27, asi que 0 € [0, 27) recorre la curva una vez.

2.b)-1<sen20<1=x€[2,4];-1<cosf <1=ze[-11] (Ademas y = -7.)

3. c¢) Despeje: x —3 = sen20 = 2senfcosf y cosf = z. Al elevar al cuadrado y usar
sen?6 = 1 — cos? 6:

(x—3)%> =4sen®0cos? 0 = 4(1 - 22)22.

Cartesianas: y = —7, (x — 3)% = 422(1 - 22).

4. Observacion: la ecuacion es de cuarto grado: no es una cénica. Es una curva cerrada
en forma de ocho en el plano y = —7, que se cruza en (3,-7,0) (6 = % yo0= 37”) El
problema no pide identificarla.

« volver

Ejercicio 5.6.4

1. a) Condiciones: 9 —t > 0 = t < 9; la raiz de z esté en el denominador: t + 16 > 0 =
t > —16. Intervalo paramétrico: ¢ € (—16,9].

2. b) x: 9 — t recorre [0, 25) (vale 0 ent = 9y se acerca a 25 cuando t — —16"), asi que
Jo9—te[0,5)y x € [-3,2). El 2 no se alcanza porque t = —16 esta excluido.

3. z:t+ 16 recorre (0,25], vVt + 16 € (0,5] y z = ﬁ es decreciente: z = % ent=9y

z — oo cuando t — —16™. Entonces z € [2,00).
4. Observacion: la curva esta en el plano y = —1 y y toma solo ese valor.

«— volver

Ejercicio 5.6.5

1. a) En [——,E], costvadeOal y regresa a 0: 0 < cost < 1, asi que z € [0,2]. (Y
sent € [-1,1] da y € [-2,2].)

2. b) Vectorial: p = (-1, 2sent, 2cost) = (- 100)+Zsentj+2costkt€[ > ;T]

3. c) Cartesianas: sent = % cost = E; con sen?t + cos?t = 1: y +2% = 4, x = —1, con
z2>0.

4. Identificacion: semicircunferencia en el plano x = —1, de centro (-1, 0, 0) y radio 2:
la mitad con z > 0, de (—1,-2,0) a (-1, 2,0) pasando por (—1,0, 2).

Ejercicio 5.6.6 <« volver

1. a)x=8,y=2t,z=%
2. b) Eliminacién: t = % yz= }% = %. Cartesianas: yz = 4, x = 8.

3. ¢) % exiget # 0:t € (—00,0) U (0, 0).
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Apéndice A - Formulario

1 Volver al indice

El examen no permite formulario ni calculadora. Este apéndice retne los formularios de
todas las unidades, en el orden del cuaderno, para repasarlos y escribirlos de memoria.
Las lineas marcadas soLo PLAN2016 0 sOLO PLAN 2010 son de un solo plan; las Unidades 2y 6
son solo del Plan 2010 (en el Plan 2016 estan en Calculo Vectorial).

A.1Secciones conicas (Unidad 1, Parte B)

= General: Ax? + Bxy+Cy?+Dx+Ey+F = 0.Con B = 0: A = C circunferencia, AC = 0
parabola, AC > 0 elipse, AC < 0 hipérbola.

= Circunferencia: (x — h)? + (y — k)? = r2.

= Parabola: (y — k)% = 4p(x —h)o (x— h)? = 4p(y — k); foco a p del vértice, directriz a
—p, lado recto |4p|.

(x h) (y*k)2
b2

= Elipse: =1 (a con el denominador mayor), =a>-be= 2 < 1.

p AY)
] Hipérbola: (xa_zh)l - %

y—k:ig(x—h),e=§>l.

= 1 (eje con el término positivo), ¢Z = a® + b?, asintotas

= Lado recto de elipse e hipérbola: ELa

s solorian20is [ = B2 — 4AC: < 0 elipse, = 0 parabola, > 0 hipérbola.

A-C,
= SOLOPLAN 2016 cot 20 =

A+C.
= Paramétricas: elipse x = h+acost, y = k+b sent; hipérbola x = h+asect,y = k+btant.

;x=x"cosf—y senf,y =x"send + y’ cosf; A’ +C’ =

A.2 Curvas en el plano polar (Unidad 2)

(r,0) = (r,0 + 360°k) = (—r,0 + 180° + 360°k); el polo es (0, ) para todo 6.

» x=rcosf,y=rsend, r> = x* + % tanf = % (en el cuadrante del punto).

= Simétrico de (r, 0): eje polar (r, —0); recta a 90° (r, 180° — 0); polo (r,0 + 180°) = (—r,6).

= Pruebas de simetria: eje polar 6 — —0 o (—r,180° — 0); recta a 90° 0 — 180° — 0 o
(—=r,—0); polo r — —r o 6 + 180°. Suficientes, no necesarias.

lal

» r = gcos0: circunferencia de centro (g 0); r = asen@: centro (0, g) radio o
= r =a=+bcos6 (o sen): cardioide si a = b, caracol con lazo si a < b.

= r =asennf, acos n9: n pétalos (n impar) o 2n (n par), de longitud |a|.

» 2 = 442 cos 20, r? r = a? sen 20: lemniscata; existe donde el lado derecho es > 0.

P : foco en el polo; e < 1 elipse, e = 1 parabola, e > 1 hipérbola.

1tecosf = 1zxe sen@

| a—

A.3 Algebra vectorial (Unidad 3)

s AB=B—A-j|= v +12 +12 0=

|<¢

punto medio l(A + B).

=

] Cosenos directores: (cos «, cosﬂ cosy) = ¥, cos? a + cos 2B +cos’y = 1.
"G b= arby + azby + azbs = |a||b| cosf-dLb < a-b=o.
b
= comp;d = = - comp; d = aby
bT b \bv
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Lot d ok I R .
waxb=l|ay a; a3 -laxb|=]|alblsend -d|b < axb=0.
by by b3

= Areas: paralelogramo | x E| triangulo %|Z§ X A—C)| por diagonales %ﬁl X 32|

= Volimenes: paralelepipedo |d - (b x 0)|; tetraedro é@ﬁ -(AC x AD)|; coplanares si el
producto mixto es 0.

= Paralelogramo ABCD: D = A+C—B; pie de la perpendicular de Ba AC: A+comp—z AB;
simétrico de P respecto a M: 2M — P.

A.4 Larectay el plano en el espacio (Unidad 4)

X=X — z—z, e

— = _ybyo === ~general:u=n1><ni. i

s Plano: Ax + By +Cz+D=0,ii=(A,B,C)-p=py+rd+sh,i=dxb.

= Paralelas: #; x U, = 0 - perpendiculares: #; - é, = 0 (igual con normales). Recta || plano:

-

i-n=0;recta L plano: i xn = 0.

» Recta: p = py +tii -

= Angulos: cos = iy | (rectas o normales) - recta—plano: sen¢ = L]
A J4dl[7]
_ \AXQ+ByQ+CzQ+D| _ ‘E)@Xm
= dQ, 1) = - -d(Q,L) = e
= d(Ly,Ly) = [Py G i) - planos paralelos: D=y,

[y x| [

= Rectas paralelas: d(Lq, Ly) = d(Py, L) - recta paralela a un plano: d(L, 7) = d(Py, ) - si
se cortan, la distancia es 0.

s Posicidn de dos rectas: ) x tiy = 0 paralelas; si no, producto mixto = 0 se cortan, = 0 se
cruzan.

= Pie en una recta: t = 222 . simétrico: Q' = 2M — Q.

A.5 Curvas en el espacio (Unidad 5)

= Vectorial p(t) = (x(t), (@), z(t)) < paramétricas x = x(t), y = y(t), z = z(¢).

= Cartesianas de una curva plana: dos ecuaciones, la conica y el plano (z = k).

» sen®t+cos’t =1-sec’t—tan®t = 1-csc?t—cot’t = 1-cos2t = 1—2sent = 2 cos? t—1
-sen 2t = 2sent cost.

» (cost + sent)? + (cost — sent)? = 2.

= Elipse:u = h+acost,v =k+bsent - hipérbola: u = h+asect,v = k+btant - pardbola

(wu—h?=4p(v—kl:u=h+2t,v=k+ %
= Elipse ¢? = a® — b?; hipérbola ¢? = a? + b, asintotas v — k = i%(u — h) (eje focal en u).
= s0L0PLAN 2010 Intervalo paramétrico: dominio comin (\/' > 0; % > 0; tan,sec: t #
% + ko; cot,csc : t # k).

= soLopian2010 Extensién: recorrido de x(t), y(t), z(t) en el intervalo; 0 < sen?t < 1,
|sect| > 1.

A.6 Superficies (Unidad 6)

= Cilindro: p(6,s) = §(0) + sii. Cono: p(6,s) = v + s(g(6) — V).
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2+12+0 14 144205
JaiJ5 205 205

Ejercicio 4.6.15

1. Recta: 2’:18 = "T“": Py(9,8,6), % = (3,1,0); B(t) = (9 + 3t, 8 +1, 6).

2. Distancia: OB = (10 + 3t, 5+1, 2) y [OB = 9:

4. b) cos =

«— volver

(10+3)2+(5+1)2+4=9 = 102 +70t+120=0 = > +7t+12=0.

3. Soluciones: t = —3: B(0,5,6); t = —4: B(—3,4,6). Comprobacidn: 65 = (1,2,2) y
(=2,1,2), los dos de médulo 3.

Ejercicio 4.6.16

<« volver

1. Normal: el plano es perpendicular a L: 7 = (3,—2,6), [n] = V9 + 4 + 36 = 7. El plano
es3x—2y+6z+D=0.

D|

2. Distancia al origen: |7 =7= D = +49.

3. Planos: 3x — 2y + 6z — 49 = 0 0 3x — 2y + 6z + 49 = 0; cualquiera de los dos responde.

E.5 - Unidad 5 - Curvas en el espacio

«— volver

Ejercicio 5.6.1

1. Simplificacién: Cs;‘;e = 4 sen @, definida solo si sen @ # 0 (csc 0 no existe en 0 = ko).
Paramétricas: x = —1+2cosf, y =5,z =3 +4senb, 0 = krn.
2. a) Identidad: cos 6 = XTH senf = ?; con sen® 0 + cos? 0 = 1:

(x + 1) N (z —3)? _
4 16

3. b) Identificacion: elipse en el plano y = 5, centro (—1, 5, 3), eje mayor paralelo al eje
z;a=4,b=2 ¢ =16 -4 = 2J3. Vértices (—1,5,7) y (—1,5,—1); extremos del eje
menor (1,5,3) y (=3,5,3); focos ( — 1,5,3 £ 24/3).

4. Puntos excluidos: soorian210 en @ = 0y 6 = & la ecuacidén vectorial no esta
definida; esos valores darian (1, 5,3) y (=3, 5, 3), los extremos del eje menor. La curva
es la elipse sin esos dos puntos.

5. Bosquejo: en el plano vertical y = 5 (paralelo al plano XZ), una elipse alargada en la
direcciéon de z,de z = —1az =7y de x = -3 a x = 1, con puntos vacios en (1,5,3) y
(-3,5,3).

C: 1, y=5.

«— volver

Ejercicio 5.6.2

1. a) Paramétricas: x = —3, y = 2 — 5sen’t, z = 4 — 3 sent. Las tres funciones existen
para todo real: el intervalo paramétrico est € R (cont € [—g g] se recorre la curva
una vez).

2. b) Despeje: sent = 4%; sustituyendo en y:

Y
y=2-5 8~ oap=2u-2
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y-1 z+1
3 4

1. a) Direccién i = (2,3, 4), por A: x;Z =
|-4+3+8-8 1 V29
Jiv9+i6 V29 29

3. ¢) Vectores de my: (2,3,4) y AB = (—4,0,3) (no paralelos). Por A: x = 2 + 2r — 4s,
y=143r,z=—-144r+3s.Conr =0, s =1 se obtiene B.

2. b)d =

«— volver

Ejercicio 4.6.11

1. a)n; -1, = 1+ 2 — 3 = 0: los planos son perpendiculares, 6§ = 90°.

ik
2. Direccion: iy xny =1 -2 3|=(2+3,3+1, -1+2)=(5,4,1).
1 -1 -1

3. Punto: conz = 0: x—2y = 1, x —y = —1; restando, y = —2, x = —3. (-3, —2,0) cumple
las dos.
4. b)L: x=-3+5t, y=—-2+4t, z=t.

Ejercicio 4.6.12

«— volver

1. Normal de 7y: (—3,3,0)x(-2,0,2) = (6,6,6),0(1,1,1). Por (4,0,0): 5 : x+y+z=4
(sumando las paramétricas: x + y + z = 4).

2. a)(3,2,1) y (1,1, 1) no son proporcionales: no se cumple el paralelismo. Los planos se
cortan en una recta y la distancia entre ellos es 0.

3. b) Paralela a los dos planos: direccién perpendicular a las dos normales,

i=03,21)x(1,1,1)=(2-1,1-3,3-2)=(1,-2,1).
L:x=2+t y=3-2t,z=-1+t.

|D1—D,|
Irl

Observacion. La formula solo vale para planos paralelos; aplicarla aqui da un

ndmero sin sentido.

Ejercicio 4.6.13 «— volver
1.a)2(1+2t)-32—-t)+2(-2t)=3t—4=-7,t = —1: P(-1,3,2).
2. b) Para un punto de L: 2x — 3y + 2z +7 = 3t + 3, y || = V17

3¢ + 3 3 t+1=1 t=0o0t 2

= — = = = t=00t=-2.
Ji7 17

3. Puntos: t = 0: Q(1,2,0); t = —2: Q(—3, 4, 4). Basta dar uno.
Ejercicio 4.6.14 «— volver

z

1. Datos: 2 — z = ;12: Pr(=3,-18,2), i = (2,6,—1). ? = x — 4: Py(4,—-8,—5), tig =
(1,2,0).

2. Producto cruz: iy x g = (0+2, =1 -0, 4—6) = (2,—1,-2), de médulo 3.

3. a) @{ = (7,10,-7); (7,10,-7) - (2,—1,-2) = 14 — 10 + 14 = 18 # 0: se cruzan, y
d =6.

)
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XZ
= 1:Y =asec6, X = btan0.

Eliminar: s de la coordenada del plano de la directriz; 6 con cos’f +sen?6 = 10
sec?0 —tan® 0 = 1.

Directriz: elipse (h+a cos 0, k+b sen 0, I); hipérbola z—j -

2 2
Completar cuadrados: ax? + dx = a (x + 2d_a) - Z—a.
+ 4+ + = 1lelipsoide - + + — = 1 una hoja (eje: el =) - + — — =1 dos hojas (eje: el +)

- signos mixtos = 0 cono.

Dos cuadrados = lineal: mismo signo, paraboloide eliptico; signos contrarios, parabo-
loide hiperbdlico.

Falta una variable: cilindro paralelo al eje de esa variable. + + = 0: recta; ++ = —1:
vacio.

Identificar: nombre, centro o vértice, eje, semiejes, trazas, extension, simetrias.
Extension: elipsoide [h — a, h + a]; dos hojas |z — I| > ¢; paraboloide eliptico, la variable
lineal de un solo lado del vértice; paraboloide hiperbolico, todas las variables en R.
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Apéndice B - Examenes

1 Volver al indice

B.1 Qué vino en cada examen

Los 9 finales y los 3 parciales anteriores del Plan 2010, los problemas de geometria de los
39 finales de Calculo y Geometria Analitica (Plan 2016) y los de cénicas de sus 12 primeros
parciales, en orden. Para cada problema se indica el tema y, entre corchetes, la unidad y el
ejemplo, el ejercicio resuelto o el ejercicio propuesto donde se trabaja; «como el...» indica
un problema que no esta en el cuaderno pero se resuelve con el mismo procedimiento.
Las versiones del mismo examen (tipos A, C, D) suelen ser el mismo problema con otros
datos.

Plan 2010: Geometria Analitica, finales

1er final 2012-1, tipo C

= (1) rosa: interseccién con la recta a 90°, simetria y bosquejo [U2; ejercicio 2.5.1]; (2) segmento
dirigido paralelo a otro: coordenadas de un extremo [U3; ejercicio 3.5.12]; (3) vectores con mddulo
dado: paralelo, cosenos directores, perpendicular a dos [U3; ejercicio 3.5.1]; (4) posicion relativa de
dos rectas [U4; ejemplo 4.4]; (5) dos planos de una figura: ecuaciones, angulo, recta de interseccion,
distancia al origen [U4; ejercicio 4.5.4]; (6) curva vectorial: paramétricas, intervalo paramétrico y
extension [U5; ejercicio 5.5.3]; (7) identificacion de tres cuadricas [U6; ejercicio 6.5.6].

1er final 2013-2, tipo A

= (1) circunferencia y lemniscata: interseccion, tres puntos y bosquejo [U2; propuesto 2.6.1]; (2)
angulos directores, componente vectorial, angulo y area por diagonales [U3; ejercicio 3.5.2]; (3)
punto de una recta mas cercano a otro; plano paralelo a dos rectas [U4; ejercicio 4.5.6]; (4) intervalo
paramétrico y extension [U5; propuesto 5.6.4]; (5) cono con directriz circunferencia: paramétricas
y cartesiana [U6; ejercicio 6.5.1]; (6) identificacion de tres cuadricas [U6; ejercicio 6.5.9].

ler final 2014-1, tipo A

= (1) cardioide: simetria, intersecciones con la recta a 90°, bosquejo [U2; ejercicio 2.5.2]; (2) para-
lelogramo por sus diagonales: coseno de un angulo interior y area [U3; ejemplo 3.4]; (3) recta
interseccion de dos planos, punto mas préximo, angulo entre planos [U4; ejercicio 4.5.3]; (4) curva
vectorial: intervalo paramétrico, intervalos de x y z, cartesianas [U5; propuesto 5.6.3]; (5) cono
con vértice y directriz elipse: vectorial y cartesiana [U6; ejemplo 6.4]; (6) identificacion de tres
cuédricas [U6; ejercicio 6.5.7].

2° final 2012-1

= (1) caracol: intersecciones con el eje polar, simétrico respecto al polo, cartesiana [U2; ejercicio
2.5.3]; (2) tridangulo con vértices en los ejes: area y perpendicularidad [U3; propuesto 3.6.1]; (3)
area de un cuadrilatero dado por tres lados [U3; ejercicio 3.5.7]; (4) pardmetro para que dos planos
sean perpendiculares [U4; propuesto 4.6.1]; (5) parametro para que recta y plano formen 30° [U4;
ejercicio 4.5.12]; (6) curva vectorial con cosecante: cartesianas, bosquejo e identificaciéon [U5;
propuesto 5.6.1]; (7) identificacion de cuatro cuadricas [U6; ejercicio 6.5.8]; (8) cono con vértice y
directriz elipse: vectorial y cartesiana [U6; ejercicio 6.5.2].

2° final 2012-2

= (1) cardioide, rosa y lemniscata: nombre, tres puntos y bosquejo [U2; ejemplo 2.4]; (2) tres puntos
vértices de un rectangulo; cuarto vértice [U3; propuesto 3.6.2]; (3) recta interseccion de dos planos,
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1. Recta: u = (1,3,0) x (0,0,1) = (3,—1,0); con y = 0: x = 2, punto (2,0,7). L: x =
2+3t, y=—-t, z=17.

2. Sustitucién: —2(2 + 3t) — 6(—t) + 6(7) = —4 — 6t + 6t + 42 = 38: queda 38 = 38 para
todo ¢.

3. Conclusion: todo punto de L estd en 7 (ademas éi-7i = —6 + 6 + 0 = 0). La interseccidén
es larecta L.

<« volver

Ejercicio 4.6.6

1. Interseccion: 3 — 2ty = —1 —tn, —1 + tyy = =3 + 1y, 2ty = —4 + 2ty. De la segunda,
tN =ty + 2; la tercera queda 2t); = 2ty (se cumple siempre); la primera da 3 — 2ty =
—3—ty,ty =6, ty = 8.

2. Punto: A3 —12, -1+ 6, 12) =(—9,5,12); en N: (—1 — 8, =3 + 8, —4 + 16), el mismo.

3. Plano paralelo: misma normal (5,—1,2): 5x—y+2z+D = 0 con —45—5+24+D = 0,
D = 26.

<« volver

Ejercicio 4.6.7

1. Normal de m: (4,0,—2) x (—4,8,0) = (16,8,32), 0 (2,1,4): es la de my, asi que son
paralelos.
2. Ecuacidn de m: por (0,0,2) (conr =s=0): 2x + y + 4z = 8.
16 -8
3. Distancia: d = | L 8 @

Jiri+16 21 21

«— volver

Ejercicio 4.6.8
1. a) Por el origen, conmy OB: p=r(-1,1,1) + s(1,-2,0).

k
1=0+2,1-0,2-1)=(2,1,1), m:2x+y+2z=0.
0

Comprobacién: —2+1+1=0y2—-24+0=0.
6+0—1
2. b)d:g:i:&_@
NN

3. ¢) Direccién 7 = (2, 1,1), por C: XT_S =Z =

<« volver

Ejercicio 4.6.9

1. a)Paralelos: (1, §, 1) = k(3, —1, 3); de la primera componente k = %,yﬂ = —%. Contiene
al origen: D = 0.
-9
Jo+1+9 V19 19

3. ¢) Punto de 7;: (3,0,0). Dos vectores perpendiculares a (3,-1,3): (1,3,0) y (0,3,1)
(3-3=0,-3+3=0).m: p=(300)+r(130) +5(0,3,1).
4. d) Direccion (3,—1,3), por A: x = 3t, y = —t, z =3 + 3t.

Ejercicio 4.6.10

«— volver
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1. Angulo: | x V| = |][V|send = 6 = 12sen = send = % Como es agudo, 6 = 30°.

2. Producto escalar: ii-v = 12cos30° = 12 - J; = 64/3.

E.4 - Unidad 4 - Larectay el plano en el espacio

«— volver

Ejercicio 4.6.1

1. Plano Acontiene la direccién (2,1,-3) y, por ser perpendicular al plano XY, la
direccion k:
n=(2,1,-3)x(0,0,1) = (1,-2,0).

Pasa por el origen: 7 : x —2y = 0.
2. Plano 7 contiene las direcciones u; y y:

= (—4, 5—2m, 8).

0=

N~
B O~
S ~ x

3. Perpendicularidad: 7i-7ip = -4 —2(5—-2m) =4m—14=0,m = %
<« volver

Ejercicio 4.6.2

1. Datos: Py(-2,1,6), 4 = (3,2, 3); el plano contiene la direccién j, normal del plano XZ.
2. a)n=(3,2,3)x(0,1,0) = (-3,0,3), 0 (1,0,—1). Por Py: (x +2) — (z — 6) = 0, es decir,

x—z+8=0.
0—-0+8
3. b)d = o-0+8 _ 44/2.
V2
Ejercicio 4.6.3 <« volver
1. Datos: i = (h,0,v/3); 7: x =1, con i = (1,0,0).
. h
2. Angulo recta-plano: sen 60° = \/_§ = L
2 Jr2+3
3. Ecuacion: 3(h* +3) = 4h® => h? =9 = h = +3.
Ejercicio 4.6.4 «— volver

>

1. Datos de L: 2:? =x—-1:L: x—1= ny;S =z, Py(1,-5,0), u = (1,-3,1).

2. Normal: N es perpendicular a # (el plano contiene a L) y a v:

J
-3
5

N= =(=24—5,3-8, 5+9) = (=29,—5,14).

@ = -
o0 = x>

3. Ecuacion: con (29,5, —14) y Py: 29(x—1)+5(y+5)—14z = 0, es decir, 29x+5y—14z—4 =
0. Comprobacion: (29,5, —14) - (3,5,8) = 87 + 25 — 112 = 0.

«— volver

Ejercicio 4.6.5
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plano por dos rectas, angulo recta-plano [U4; ejercicio 4.5.5]; (4) plano que contiene una recta y
es perpendicular al plano XZ; distancia al origen [U4; propuesto 4.6.2]; (5) curva con coseno del
angulo doble: cartesianas, extension y bosquejo [U5; ejercicio 5.5.1]; (6) cilindro con generatrices
paralelas a un vector [U6; ejercicio 6.5.5].

2° final 2013-1

= (1) cardioide: simetria, intersecciones con el eje polar, bosquejo [U2; propuesto 2.6.2]; (2) parale-
lepipedo de volumen dado con parametro; componente vectorial [U3; ejercicio 3.5.8]; (3) punto
simétrico respecto a una recta [U4; ejercicio 4.5.11]; (4) parametro para un angulo de 60° entre
recta y plano [U4; propuesto 4.6.3]; (5) parabola en un plano paralelo a YZ: paramétricas, vecto-
rial, identificacién [U5; ejercicio 5.5.4]; (6) cilindro con directriz elipse: vectorial, paramétricas y
cartesiana [U6; ejercicio 6.5.3]; (7) identificacion de tres cuadricas [U6; propuesto 6.6.3].

2° final 2013-2

= (1) lemniscata: simetria, puntos méas alejados del polo, bosquejo [U2; ejercicio 2.5.4]; (2) parametro
para perpendicularidad; area del paralelogramo [U3; propuesto 3.6.3]; (3) plano que contiene una
recta con normal perpendicular a un vector [U4; propuesto 4.6.4]; (4) hipérbola con tangente y
secante: intervalo, cartesianas, bosquejo [U5; ejemplo 5.4]; (5) cono con directriz elipse: vectorial
y cartesiana [U6; propuesto 6.6.1]; (6) identificacién de tres cuadricas [U6; propuesto 6.6.4].

2° final 2014-1

= (1) conica en polares y circunferencia: cartesianas, area de un triangulo, bosquejo [U2; ejercicio
2.5.5]; (2) combinacion lineal y vector paralelo con condiciéon de médulo [U3; propuesto 3.6.4]; (3)
distancia entre rectas, plano que las contiene, intersecciéon con z=4 [U4; ejercicio 4.5.7]; (4) curva
vectorial: paramétricas, intervalo, cartesianas, intervalos de y y z [U5; propuesto 5.6.2]; (5) cilindro
con directriz circunferencia [U6; ejercicio 6.5.4]; (6) identificacion de tres cuadricas con intervalos
de variacion [U6; ejemplo 6.4].

2° final 2014-2

= (1) circunferencia: intersecciones, simetria respecto al polo, cartesiana [U2; propuesto 2.6.3]; (2)
area de un tridngulo con angulo de 60° y componente escalar dada [U3; ejercicio 3.5.5]; (3) plano
perpendicular al plano XZ que contiene una recta; distancia del origen a la recta [U4; ejercicio
4.5.10]; (4) curva con seno y coseno en un plano z=4: cartesianas e identificaciéon [U5; ejercicio
5.5.2]; (5) cilindro con directriz circunferencia [U6; propuesto 6.6.2]; (6) identificacion de tres
cuadricas [U6; propuesto 6.6.5].

Plan 2010: parciales de la version anterior del programa

ler parcial 2005-2, tipo B

= (1) simetrias de puntos con coordenadas cilindricas y esféricas (fuera del programa de 2008);
(2) distancia de un punto al eje Y [U3; ejercicio 3.5.13]; (3) segmentos dirigidos paralelos con
parametros [U3; propuesto 3.6.5]; (4) vectores perpendiculares y paralelogramo de area 6 [U3;
propuesto 3.6.6]; (5) componentes escalar y vectorial [U3; propuesto 3.6.7]; (6) componente, coseno
y area de un tridngulo [U3; propuesto 3.6.8].

2° parcial 2005-2, tipo A

= (1) recta por el origen que corta perpendicularmente a otra [U4; ejercicio 4.5.15]; (2) angulo
recta—plano; recta perpendicular al plano por la interseccion [U4; ejercicio 4.5.16]; (3) interseccion
recta—plano [U4; propuesto 4.6.5]; (4) rectas y plano en un prisma [U4; ejercicio 4.5.17]; (5) plano
paralelo por la interseccién de dos rectas [U4; propuesto 4.6.6]; (6) distancia entre planos [U4;
propuesto 4.6.7].

3er parcial 2006-2, tipo B
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(1) circunferencia en un plano x=cte: extension, vectorial, cartesianas [U5; propuesto 5.6.5]; (2)
curva vectorial: paramétricas, cartesianas, intervalo [U5; propuesto 5.6.6]; (3) elipse con centro y
semiejes dados: paramétricas y vectorial [U5; ejercicio 5.5.5]; (4) cono con vértice y directriz [U6;
propuesto 6.6.6]; (5) cilindro de circunferencias con centros en una recta [U6; propuesto 6.6.7];
(6) hiperboloide de dos hojas: trazas, extension, curva de intersecciéon [U6; propuesto 6.6.8]; (7)
identificacion de cuatro superficies [U6; propuesto 6.6.9].

Plan 2016: Calculo y Geometria Analitica, finales

Solo los problemas de geometria. Los problemas 1 a 4 (calculo) estan en el cuaderno de Calculo

Diferencial, Apéndice B.

1er final 2016-1, tipo A

= (5) area de un paralelogramo (armadura) [U3; ejercicio 3.5.6]; (6) plano que contiene dos rectas y
distancia entre ellas [U4; ejercicio 4.5.2].

ler final 2016-1, tipo C

= (5) area de un triangulo con angulo de 60° y componente escalar dada [U3; ejercicio 3.5.5]; (6)
plano por tres puntos; distancia punto—plano [U4; ejercicio 4.5.1].

1er final 2016-2, tipo A

= (5) diagonales: componente vectorial y area [U3; como el ejercicio 3.5.2]; (6) plano por el origen y
dos puntos, distancia, recta perpendicular [U4; propuesto 4.6.8].

ler final 2016-2, tipo D

= (5) cosenos directores, componente vectorial, volumen [U3; ejercicio 3.5.9]; (6) planos paralelos
con parametros, distancia, recta perpendicular [U4; propuesto 4.6.9].

1er final 2017-1, tipo A

= (6) coordenadas de un punto, coseno y area de un triangulo [U3; como el ejercicio 3.5.14]; (7) recta
perpendicular a un plano, distancia, plano paramétrico [U4; propuesto 4.6.10].

ler final 2017-1, tipo C

= (5) volumen del paralelepipedo y coseno entre aristas [U3; propuesto 3.6.9]; (6) punto de una recta
a distancia 3 de otro [U4; propuesto 4.6.15].

1er final 2017-2, tipo A

= (6) componente vectorial, unitario perpendicular, area [U3; propuesto 3.6.10]; (7)
seccidn recta—plano [U4; ejercicio 4.5.13].

angulo e inter-

1er final 2017-2, tipo C

= (5) vértices de un paralelogramo [U3; ejercicio 3.5.15]; (6) plano paralelo por la interseccion de dos
rectas [U4; como el propuesto 4.6.6].

ler final 2018-1, tipo A

= (5) coordenadas de un punto en una figura [U3; como el ejercicio 3.5.15]; (6) interseccion rec-
ta—plano, recta perpendicular simétrica [U4; como el ejercicio 4.5.13].

1er final 2018-1, tipo C

= (5) vector perpendicular a dos con mddulo dado, cosenos directores, componente vectorial [U3
ejercicio 3.5.3]; (6) interseccion de rectas, plano que las contiene, distancia punto-recta [U4;
ejercicio 4.5. 9]

1er final 2018-2, tipo A
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3. b)A‘C’-?ﬁ)’:4+12+4:20,|A‘C’|=ﬂ,|ﬁ|=@:eos0=%.
Ejercicio 3.6.10 « volver
1. V=B—A=(-2,1,4), v =21
2. a)d-V=-2+2+12= 12:comp’;ﬁ_2—f :—( 214)_(—2,3,%).
3. b)
ioj ok )
ixv=|1 2 3/=(@8-=3)0i-@+6)j+(1+4dk=(5-10,5) = 5(1,-2,1),
-2 1 4
=+ l(1 —
W=x(1-21)

4. ¢) A=|ixv| =56

<« volver

Ejercicio 3.6.11
1. AB=(3,1,-3), AC = (2,-2,0), BC = (—1,-3,3).
2. a) AB-AC = 6 — 2 = 4, |AB| = V19, |AC| = 2v2: cos A = —& = ¥

zf 19
—_— —>__ a _ _ : _i
3.b)AB-BC=-3-3 9_A 15,|BC|—r.comp§:>AB— =
I )
4. ¢)ABxAC =3 1 -3=0=6)i-(0+6)j+(—6—2k = (=6,—6,-8); |...| =
2 -2 0

V136 = 24/34 y el area es \/34.

Ejercicio 3.6.12 <« volver
1. AB=(-2,-1,-1), AC = (-2,2,2), AD = (2,dy — 1,—1).
| Tk .
2. ABxAC=|-2 -1 -1|=(-2+2)i—-(-4-2)]+(—4—2)k =(0,6,—6).
-2 2 2
3. (0,6,—6) - (2,dy — 1,—1) = 6dy — 6 + 6 = 6d,.
4. V= %|6d2| =|dy| = 5= dy = +5.
Ejercicio 3.6.13 <« volver
1. AB (20—1) AC = = (6,2, 4) AB-AC = 12 + 4 = 16, |ACJ? = 56.
2. a) AQ comp—» AB = (6 2,-4) = —(6 2,—4), asi que Q = A+ AQ =
e
3. Comprobac10n OB = ( —%, %) yQB-AC = 12_78_4 =0.

FoNIN

1= (0 + 2)i = (=8 + 6)j + (4 — O)k = (2,2, 4), de médulo 246;
—4

4. b)) ABx AC =

AN N o~
N O~

el area es V6.

Ejercicio 3.6.14

<« volver
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1. ﬁ:(906)+( 8,2,6)—(2,1,10) = (-1,1,2).
2. V=M= A(3,6,—6), asi que ti- v = A(—3 + 6 — 12) = =91
3. —2(-91) =-36 =181 =-36 = A=-2y V= (-6,— 12,12).

<« volver

Ejercicio 3.6.5

1. AB=(2,21)yDC=C—D=(c; — 4, -2, 2—ds).

2. Paralelos: DC = k AB. La segunda componente da —2 = 2k = k = —1.

3. Entoncesc; —4=—-2 = ¢ =2y 2—d; =—1= d; = 3. (Quedan paralelos de sentido
contrario: DC = (-2,-2,-1))

«— volver

Ejercicio 3.6.6

1. Perpendicularidad: i-v=-1+a=0=a=1.
ij

2. Area:iixv=|1 b
-1

3. Otra forma: como son perpendiculares, A = [d|[v| = 2 + b2 /2 = 6.

También en: Célculo y Geometria Analitica, ler final 2019-1, tipo C, problema 5, con
i=(1,a,1)yv=(-1,0,b):b=1ya=+4.

_ = X

(=)

Ejercicio 3.6.7 «— volver
1. a) OB-j = 4J2y |j| = 1: comp; OB = 42 = (0,412,0).

2. b)C = 2(A+B) = (2v2,2V2,-4), [0C| = V8 + 8+ 16 = 4V2.

3. 0A-0C =16+0+16 = 32: comp~~»OA_M 442.

Ejercicio 3.6.8 «— volver

-

1. Relaci()n:iz’+Z]§=ZyAAB’=—3,asiqueb=ii—3y|§|2 =af-2d-¢+ P =2

bl = V2.

2. a) compai; = I%a = %a’ =4
3. b)cosf = —- = L2 (9 = 45")

g f
4. c)EXb:ax(a—E) =—dxdcconjaxc=1-1-s5en90° = 1: 4rea % (Es un tridngulo
rectangulo en A con catetos de longitud 1.)

Ejercicio 3.6.9 <« volver
1. Aristas: AB = (—6,1,2), AC = (=1, ~4,2), AD = (=4, -3,2).
2. a)

-6 1 2

-1 -4 2/ =-6(-8+6)—1(-2+8)+2(3—16) =12 — 6 — 26 = —20,

-4 -3 2

asi que V = 20.
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= (6) componente vectorial y volumen [U3; como el ejercicio 3.5.9]; (7) angulo entre planos y recta
de interseccion [U4; propuesto 4.6.11].

ler final 2018-2, tipo C

= (5) punto simétrico, componente vectorial, recta por dos puntos [U3; como el propuesto 3.6.7]; (6)
plano por un punto y el eje Y [U4; como el ejercicio 4.5.10].

1er final 2019-1, tipo A

= (5) tridngulo: coseno, componente escalar, area [U3; propuesto 3.6.11]; (6) interseccion recta—plano;
punto a distancia dada del plano [U4; propuesto 4.6.13].

ler final 2019-1, tipo C

= (5) perpendiculares con parametros y area 6 [U3; propuesto 3.6.6]; (6) distancia entre rectas, plano
equidistante, perpendicular comun [U4; ejercicio 4.5.8].

1er final 2019-2, tipo A

= (5) componente escalar y producto mixto con parametros [U3; ejercicio 3.5.10]; (6) angulo entre
rectas y plano que las contiene [U4; como el propuesto 4.6.14].

1er final 2019-2, tipo C

= (5) diagonales y area con parametro [U3; como el ejercicio 3.5.2]; (6) plano por un punto y una
recta, distancia punto-recta [U4; como el ejercicio 4.5.9].

1er final 2020-1, tipo A

= (5) componente vectorial, coseno, unitario perpendicular, area [U3; como el propuesto 3.6.10]; (6)
distancia punto-recta, recta paralela, plano [U4; como el ejercicio 4.5.9].

1er final 2020-1, tipo C

= (5) tetraedro: componente escalar, area, volumen [U3; ejercicio 3.5.11]; (6) interseccion de rectas,
plano, distancia punto—plano [U4; como el ejercicio 4.5.9].

ler final 2024-1, tipo C

= (5) angulo, distancia del origen a una recta, plano por tres puntos [U3 y U4; como los ejercicios
3.5.2,4.5.10 y 4.5.1]; (6) punto del plano mas cercano a otro [U4; ejercicio 4.5.14].

1er final 2024-2, tipo A

= (5) paralelogramo: punto medio y coseno [U3; ejercicio 3.5.14]; (6) plano por un punto y una recta
[U4; como el propuesto 4.6.10].

ler final 2025-1, tipo A

= (5) coordenadas de un punto en una figura [U3; como el ejercicio 3.5.15]; (6) plano por tres puntos,
recta perpendicular, distancia entre planos [U4; como el ejercicio 4.5.1].

1er final 2025-1, tipo D

= (5) volumen del paralelepipedo [U3; como el propuesto 3.6.9]; (6) plano que contiene dos rectas
paralelas [U4; como el ejercicio 4.5.2].

1er final 2025-2, tipo A

= (5) area de un tridngulo y plano que lo contiene [U3; como el propuesto 3.6.11]; (6) distancia
punto-plano, recta perpendicular [U4; como el propuesto 4.6.8].

ler final 2026-1, tipo A
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= (5) volumen de un tetraedro [U3; como el ejercicio 3.5.11]; (6) coseno del angulo entre rectas [U4;
como el propuesto 4.6.14].

ler final 2026-2, tipo A

= (5) producto escalar a partir del area [U3; propuesto 3.6.14]; (6) plano que contiene dos rectas [U4;
como el ejercicio 4.5.9].

2° final 2016-1, tipo A

= (5) curva en el espacio con secante y tangente: cartesianas e identificaciéon [U5; ejercicio 5.5.6]; (6)
volumen, interseccion recta—plano, plano por tres puntos [U4; como el ejercicio 4.5.1].

2° final 2016-2, tipo A

= (5) el triangulo del 1er final 2016-1, tipo C [U3; ejercicio 3.5.5]; (6) distancia entre planos, recta
paralela a ambos [U4; propuesto 4.6.12].

2° final 2017-1, tipo A

= (5) cuadrado: vértices y componente vectorial [U3; ejercicio 3.5.16]; (6) plano por tres puntos,
simétricas, interseccién [U4; como el ejercicio 4.5.1].

2° final 2017-2, tipo A

= (6) operaciones, componente vectorial, coseno [U3; como el ejercicio 3.5.3]; (7) interseccion de
rectas, plano paramétrico y cartesiano [U4; como el ejercicio 4.5.9].

2° final 2018-1, tipo A

= (5) tetraedro de volumen 5 con parametro [U3; propuesto 3.6.12]; (6) recta interseccion de planos
y angulo [U4; como el ejercicio 4.5.3].

2° final 2018-2, tipo A

= (5) paralelogramo: un punto y area de un tridngulo [U3; propuesto 3.6.13]; (6) distancia y angulo
entre rectas [U4; propuesto 4.6.14].

2° final 2019-1, tipo A

= (5) punto medio, componente vectorial, volumen [U3; como el ejercicio 3.5.9]; (6) distancia entre
rectas, plano vectorial y cartesiano [U4; como el ejercicio 4.5.7].

2° final 2019-2, tipo A

= (5) operaciones, unitario perpendicular, area [U3; como el propuesto 3.6.10]; (6) angulo entre rectas,
distancia punto-recta, plano paralelo [U4; como el propuesto 4.6.14].

2° final 2020-1

= (5) coordenadas de un punto en una figura [U3; como el ejercicio 3.5.15]; (6) distancia del origen a
una recta, interseccidén con un plano, plano perpendicular [U4; como el ejercicio 4.5.10].

2° final 2024-2, tipo A

= (5) unitario paralelo al plano XZ a 45° de un vector [U3; ejercicio 3.5.4]; (6) plano de un paralelo-
gramo, recta por dos puntos [U4; como el ejercicio 4.5.1].

2° final 2025-1, tipo A

= (5) punto, componente vectorial, area [U3; como el propuesto 3.6.10]; (6) distancia punto-recta,

plano que contiene dos rectas [U4; como el ejercicio 4.5.9].

2° final 2025-2, tipo A
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(25,90%)

eje polar
(10,180%) (10,0°)

E.3 - Unidad 3 - Algebra vectorial

Ejercicio 3.6.1 «— volver
1. Incognitas: A(a,0,0), B(0, b, 0).

2. Perpendicularidad: (a,5,0)-(1,-2,4) =a—2b=0=a = 2b.

3. Area: OA x OB = (0,0, ab), asi que %|ab| =4 = |ab| = 8.

4. Cona = 2b:2b* = 8 = b = +2, a = +4 (mismo signo).

Ejercicio 3.6.2 «— volver

1. a)ﬁ =(2,-1,-1), 17@ = (l,—2,4);ﬁ~ ﬁj =2+ 2—4=0: el &ngulo en R es recto,
asi que P, R, Q son vértices consecutivos de un rectingulo; el paralelogramo con el
cuarto vértice opuesto a R tiene sus cuatro angulos rectos.

2. b) Sesel vértice opuestoa R: S=P+Q—R=(14+0+1, 2+1-3, =3+2+2) =(2,0,1).

3. Comprobacién:@g: 2,-1,-1) = RwﬁyS-P) -§§= (-1,2,-4)-(-2,1,1) = 0.

«— volver

Ejercicio 3.6.3

1. a)d-b=12—4—8 = 0: ya son perpendiculares. ¢ = 12 — 8 + 4¢3 = 0 = c3 = —1.
2. b)
ik )
4|=(8—4)7—(—12—8)j+ (6 + 8)k = (4,20, 14),
1 =2

A =16 + 400 + 196 = v/612 = 65/17. Como @ L b, también A = [a][b| = 217 - 3.

«— volver

Ejercicio 3.6.4
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3. b) Polo y valores negativos: r = 0 solo en § = 180°, y r > 0 siempre: no hay mas
puntos. En cartesianas, (x2 + y2 - 2)()2 =4 (x2 + y2) cony=0da x2(x - 2)% = 4x?,
x=00x=4.

4. c) Identificacion: r = a + bcosf con a = b = 2, es decir, una cardioide. Tabla:
0 =0°,60°90°120°,180° dan r = 4, 3,2, 1, 0; la mitad de abajo es el reflejo. Es la curva
del inciso a del ejemplo 2.4 (figura de esa seccion).

«— volver

Ejercicio 2.6.3

1. a) Sustitucién: 0 = 0° :
es el mismo (1,0°).

2. a)Polo:r =0 en 6 = 90°: el polo esta en C. Intersecciones: (1,0°) y el polo.

3. b) Prueba 1(r — —r): —r = cos 6. Cambia. Prueba 2 (0 — 6+ 180°):r = cos(6+180°) =
— cos . Cambia. Las pruebas no deciden.

4. b) Contraejemplo: (1,0°) estd en C; su simétrico respecto al polo es (1, 180°) = (—1,0°).
Con (1,180°): cos 180° = —1 # 1;con (—1,0°): cos 0° = 1 # —1. No es simétrica respecto
al polo.

r =1, punto (1,0°); 0 = 180° : r = —1, punto (-1, 180°), que

1

2
2 =rcosh = x> +yt=x=> (x— E) +y? = i.Multiplicar porr

5. ¢) Cartesiana: r

no agrega puntos: el polo ya estaba en C. Circunferencia de centro (%, O) y radio %,
tangente a la recta a 90° en el polo.

«— volver

Ejercicio 2.6.4

1. Nombre: r = a+ bsenf cona = 10 < b = 15: caracol con lazo interior, simétrico
respecto a la recta a 90° (. — 180° — 6 no cambia la ecuacion).

2. a) Pruebas: 0 - —0dar =10—-15senf;r - —r,0 — 180° — 0 da —r = 10 + 15sen 6.
Las dos cambian.

3. a) Contraejemplo: (25,90°) estd en la curva. Su simétrico es (25,270%): 10 +
15sen270° = —5 = 25; con (—25,90°): 10 + 15s5en90° = 25 # —25. No es simé-
trica respecto al eje polar.

4. b) Eje polar: 6 =0°: r = 10; 0 = 180° : r = 10. Puntos (10,0°) y (10, 180°).

5. b) Recta a 90°: 0 = 90°: r = 25; 0 = 270° : r = —5. Puntos (25,90°) y (—5,270°) =
(5,90°): este es el extremo del lazo interior.

6. b) Polo:r = 0 < senf = —%, que tiene dos soluciones en el tercer y cuarto

cuadrantes (6 = 180° + ang sen % y 0 = 360° — ang sen %) El polo pertenece a la curva
y a las dos rectas.

2
7. b) Comprobacién en cartesianas: r> = 10r + 15rsenf = (xz +y% - 15y) =

100 (x* + y?). Con y = 0: x* = 100x%, x = 0,£10. Con x = 0: y*(y — 15)* = 100y?,
¥y =0,y =50y = 25. Coinciden.
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= (5) coordenadas de un punto en una figura [U3; como el ejercicio 3.5.12]; (6) interseccion de rectas,
coseno, plano [U4; como el ejercicio 4.5.9].

2° final 2026-1, tipo A

= (5) area por diagonales [U3; como el ejercicio 3.5.2]; (6) plano perpendicular a una recta a distancia
7 del origen [U4; propuesto 4.6.16].

2° final 2026-2, tipo A

= (5) angulo y area de un tridngulo [U3; como el propuesto 3.6.11]; (6) recta perpendicular a otra
dentro de un plano [U4; como el ejercicio 4.5.15].

Plan 2016: Calculo y Geometria Analitica, primeros parciales
Solo los problemas de cénicas; el resto del primer parcial (funciones) esta en el cuaderno de Calculo
Diferencial.

ler parcial 2024-1, tipo A
= (1) forma ordinaria de una hipérbola y grafica [U1B; como el ejercicio 1B.5.1].

ler parcial 2024-2, tipo A

= (1) identificar y graficar una hipérbola [U1B; propuesto 1B.6.1]; (2) rotacion de ejes: semieje menor
[U1B; ejercicio 1B.5.6].

ler parcial 2024-2, tipo C

= (1) identificar y graficar una hipérbola [U1B; como el ejercicio 1B.5.1]; (2) centro y radio de una
circunferencia [U1B; ejercicio 1B.5.3].

ler parcial 2025-1, tipo A
= (1) circunferencia con centro en la interseccién de una recta con el eje Y [U1B; propuesto 1B.6.2].

ler parcial 2025-1, tipo C
= (1) pardmetro para el semieje transverso de una hipérbola [U1B; ejercicio 1B.5.5].

ler parcial 2025-1, tipo D
= (1) forma ordinaria de una parabola y grafica [U1B; ejemplo 1B.4].

ler parcial 2025-2, tipo A
= (1) hipérbola de eje vertical con sus elementos y grafica [U1B; ejercicio 1B.5.1].

ler parcial 2025-2, tipo B
= (1) la misma hipérbola del tipo A (ecuaciéon multiplicada por -1) [U1B; ejercicio 1B.5.1].

ler parcial 2025-2, tipo C
= (1) elipse con eje paralelo al eje X, centro y dos puntos [U1B; ejercicio 1B.5.4].

ler parcial 2026-2, tipo A
= (1) hipérbola con sus elementos y grafica [U1B; como el ejercicio 1B.5.1].

ler parcial 2026-2, tipo B
= (1) la misma hipérbola del tipo A (ecuacion multiplicada por -1) [U1B; como el ejercicio 1B.5.1].

ler parcial 2026-2, tipo C
= (1) parabola con sus elementos [U1B; ejercicio 1B.5.2].
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B.2 Simulacros

Cada simulacro reune ejercicios propuestos en el orden del examen de tu plan. Resuélvelo

sin calculadora y sin ver el cuaderno; después calificalo con las resoluciones del Apéndice

E.

= Plan 2010: seis problemas, 2 horas.

= Plan 2016: los problemas 5 (vectores) y 6 (recta y plano), 40 minutos. Se suman a
los simulacros del Plan 2016 del cuaderno de Calculo Diferencial (problemas 1 a 4, 80
minutos): el simulacro 1 de este cuaderno completa el 1 de aquel, y el 2, el 2. Juntos son
un final completo de 2 horas.

Simulacro 1 2 3 4 5 6
Plan 2010, 1 26.1 361 461 561 6.6.1 6.6.3
Plan 2010, 2 2.6.2 363 463 562 6.6.2 6.6.4
Plan 2016, 1 — — — — 3.6.9 4.6.8
Plan 2016, 2 — — — — 3.6.11 4.6.11

Las columnas 1 a 6 son los problemas del examen; los niimeros son de ejercicios propuestos
(seccidn 6 de cada unidad). En el Plan 2010, la columna 5 es la superficie por generatrices
y la 6, la identificacién de cuadricas; si quieres un tercer simulacro, usa los propuestos
3.6.4,4.6.4,5.6.3, 6.6.6 y 6.6.5 con la curva polar 2.6.3. En el Plan 2016, las columnas 1 a 4
son las del cuaderno de Calculo Diferencial.
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1. Indicador: A=B=C=1;I=1—-4=-3<0:elipse.
2. Angulo: cot 20 = % =0,0=45".

3. Coeficientes nuevos: A" = % + % + % = % C' = % - % + % = %; comprobacion
A'+C'=2=A+C.
4. Forma ordinaria: %x’z + %y’z = 4, es decir,
,2 ,2
x Lo
8/3 8
5. Semiejes: a = V8 = 2/2 sobre el eje y’ (larectay = —x)y b = 8 _ 26 sobre el eje
) jey y y 3 3 ]

x’ (la recta y = x). Comprobacion: (—2,2) esta en la curva (4 — 4 + 4 = 4) a distancia
2+/2 del origen.

E.2 - Unidad 2 - Curvas en el plano polar (solo Plan 2010)

«— volver

Ejercicio 2.6.1

1. a) Cy: circunferencia por el polo (r = asen 6, a = 2), de centro (0, 1) y radio 1.

2. a) Sustitucion: 6 = 90° : r = 2, punto (2,90°); 6 = 270° : r = —2, punto (-2,270°),
que es el mismo (2, 90°).

3. a) Polo:r = 0 en 6 = 0°: el polo esta en C; y en la recta. Son dos puntos: el polo y
(2,90°).

4. b) Identificacion: r? = a® cos 20 con a = 2: lemniscata de lazos sobre el eje polar.
Existe para cos 20 > 0: —45° < 0 < 45° y 135° < 0 < 225°.

5. b) Puntos: § = 0°: r2 = 4,7 = +2: (2,0°) y (=2,0°) = (2,180°). = 30°: r? =
4cos60° =2, (/2,30°). En 0 = 45°,r = 0.

6. b) Bosquejo: § — —0 y r — —r no cambian la ecuacion: simétrica respecto al eje polar
y al polo (y, por tanto, a la recta a 90°). Se dibuja el lazo de 0° a 45° y se refleja.

e
r:ZSenf),’

eje polar
(2,180°)

«— volver

Ejercicio 2.6.2

1. a) Prueba 1(0 — —0):r = 2+ 2 cos(—0) = 2+ 2 cos 0. No cambia: es simétrica respecto
al eje polar.
2. b) Sustitucion: 6 = 0° : r = 4, punto (4,0°); 0 = 180" : r = 0, el polo.

135



Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1 Volver al indice

E.1B - Unidad 1 - Parte B - Secciones cOnicas

Ejercicio 1B.6.1

«— volver

1. Identificacion: A = 1y C = —1 de signos contrarios: hipérbola.

2. Completar el cuadrado: x* — (y* — 8y + 16) = 17 — 16, es decir, x* — (y —4)* = 1.

3. Elementos: eje transverso horizontal (el término positivo es el de x); C(0,4),a = b = 1,
¢ = /2. Vértices (1,4) y (=1, 4); focos (i\@, 4); asintotas y — 4 = +x; e = /2.

4. Intersecciones: con y = 0, x% = 17, x = +/17; con x = 0, —(y - 4)2 = 1 no tiene
solucién: no corta al eje y.

5. Grafica: dos ramas, una a la derecha de (1,4) y otra a la izquierda de (—1,4), que se
acercan alasrectasy =x+4yy=—x+4.

Ejercicio 1B.6.2

<« volver

1. Centro: el eje de las ordenadas es x = 0; en la recta, —y — 6 = 0, y = —6. Centro
C(0, —6).

2. Forma ordinaria: x2 + (y + 6)> = 9.

3. Ecuacioén general: x* + y? + 12y + 36 — 9 = 0, es decir, x* + y? + 12y + 27 = 0.

4. Grafica: circunferencia de centro (0, —6) que pasa por (£3, —6), (0, —3) y (0, —9); queda
toda debajo del eje x.

Ejercicio 1B.6.3

«— volver

1. Identificacion: B=0,C =0y A = 4 # 0: solo x esta al cuadrado; es parabola de eje
vertical si no resulta degenerada.
2. Completar el cuadrado:

4(x? - 5x) = 24y — 97
4(x?—5x+ 2) = 24y - 97+ 25 = 24y - 72
2
(x— g) =6(y—3).

3. Elementos: V (g 3); 4p=6,p= % > 0: abre hacia arriba, con foco (g g) y directriz

_3
y=s3
Ejercicio 1B.6.4 «— volver
)2 2
1. Centro de la elipse: (xz —4x+4) +4y? = 4, es decir, % + yT = 1: elipse horizontal

con centro (2,0),a=2yb = 1.

2. Radio: distancia de C(2,2) a (2,0): r = /0% + 22 = 2.
3. Circunferencia: (x — 2)? + (y — 2) = 4 (ecuacién general: x% + y? — 4x — 4y + 4 = 0).

<« volver

Ejercicio 1B.6.5
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Apéndice C - Fe de erratas

1 Volver al indice

Ningun examen usado en este cuaderno tiene resolucion publicada: todas las resoluciones
son propias. Este apéndice solo registra erratas o rarezas de los enunciados (datos que
sobran o faltan, dos respuestas donde se pide una) y como se trataron.

C.1B - Unidad 1 - Parte B - Secciones cOnicas

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.2 - Unidad 2 - Curvas en el plano polar (solo Plan 2010)

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.3 - Unidad 3 - Algebra vectorial

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.4 - Unidad 4 - Larectay el plano en el espacio

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.5 - Unidad 5 - Curvas en el espacio

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.6 - Unidad 6 - Superficies (solo Plan 2010)

Sin erratas registradas en esta unidad.
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Apéndice D - Fuentes

1 Volver al indice

Programas de las asignaturas

= Programa de estudio de Geometria Analitica del Plan 2010 (primer semestre, 9 créditos,
72 horas), Facultad de Ingenieria, UNAM, aprobado por su Consejo Técnico el 19 de
noviembre de 2008. Seis temas: introduccién a la geometria analitica, curvas en el
plano polar, algebra vectorial, la recta y el plano en el espacio, curvas en el espacio, y
superficies.

= Programa de estudio de Calculo y Geometria Analitica del Plan 2016 (primer semestre,
12 créditos, 96 horas), Facultad de Ingenieria, UNAM. Siete temas: secciones conicas,
funciones, limites y continuidad, la derivada y aplicaciones, variacion de funciones,
algebra vectorial, y recta y plano. Este cuaderno cubre los temas 1, 6 y 7; los temas 2 a
5 estan en el cuaderno de Calculo Diferencial.

De ellos se tomaron el orden de las unidades, el objetivo del curso y el objetivo literal de
cada unidad.

Examenes

Ningiin examen usado en las unidades tiene resolucién publicada: las resoluciones de este

cuaderno son propias. En cada ejercicio se cita el examen del que se adaptd; los del Plan

2016 llevan el nombre de la asignatura.

= Geometria Analitica, Plan 2010: 9 examenes finales colegiados, de 2012-1 a 2014-2
(3 primeros finales, tipos A y C, y 6 segundos finales), con 58 problemas.

= Geometria Analitica, version anterior del programa: 3 exdmenes parciales co-
legiados de 2005-2 y 2006-2 (primero y segundo parciales de 2005-2 y tercer parcial
de 2006-2), con los mismos temas. Uno de sus problemas (coordenadas cilindricas y
esféricas) quedo fuera del programa de 2008 y no se usa.

= Calculo y Geometria Analitica, Plan 2016: los problemas de geometria de 39 exame-
nes finales (25 primeros y 14 segundos finales, de 2016-1 a 2020-1 y de 2024-1 a 2026-2)
y los de conicas de 12 primeros examenes parciales (2024-1 a 2026-2).

Los enunciados estan redactados de nuevo, con los mismos datos, y las figuras estan

redibujadas.

Series de ejercicios. Las series de ejercicios de las dos asignaturas (curvas polares, algebra

vectorial, recta y plano, curvas en el espacio y superficies del Plan 2010; secciones conicas,

algebra vectorial, y recta y plano del Plan 2016) se revisaron para la notacién y el orden

de los temas. Los ejercicios que se tomaron de ellas lo indican en su fuente.

Bibliografia de los programas

Geometria Analitica (Plan 2010). Basica

» Bell, E. T. Historia de las matematicas, 2.> ed. México: Fondo de Cultura Econémica,
1995.

132

Apéndice D - Fuentes

= Castafieda de L. P., E. Geometria analitica en el espacio. México: Facultad de Ingenieria,
UNAM, 2003.

= Solis U., R. y otros. Geometria analitica. México: Limusa y Facultad de Ingenieria, UNAM,
1999.

= Swokowski, E. Calculo con geometria analitica. México: Cengage Learning, 2007.

Geometria Analitica (Plan 2010). Complementaria

» Lehmann, C. Geometria analitica. México: Limusa, 2008.

= Menna G., Z. Geometria analitica del espacio: un enfoque vectorial. México: Limusa, 1981.

= Riddle, D. F. Analytic Geometry, 6. ed. Boston: PWS Publishing Company, 1996.

» Ruiz Zudiga, A. Geometrias no euclidianas: breve historia de una gran revolucién intelec-
tual. San José: Editorial de la Universidad de Costa Rica, 1999.

Calculo y Geometria Analitica (Plan 2016), para los temas de geometria. Basica

» Castafieda de L. P., E. Geometria analitica en el espacio. México: Facultad de Ingenieria,
UNAM, 2009.

= De Oteyza, E. y otros. Geometria analitica y trigonometria. México: Pearson, 2008.

Calculo y Geometria Analitica (Plan 2016), para los temas de geometria. Comple-

mentaria

» Lehmann, C. Geometria analitica. México: Limusa, 2008.

= Purcell, E. J. y Varberg, D. Calculo, 9.* ed. México: Prentice Hall, 2007.

= Swokowski, E. W. y Cole, J. A. Algebra and Trigonometry with Analytic Geometry, 13.*
ed. Belmont: Brooks Cole, 2011.

La bibliografia de célculo del programa de Calculo y Geometria Analitica esta en el

cuaderno de Célculo Diferencial.
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z € (=00, —1] U [1, 00).
2 2
4. ¢) Curva en z = /2: XI + % = 2 —1 = 1, una elipse de semiejes 2 y 3 en el plano

z=+/2: p(t) = (2cost, 3sent, V2),t € [0, 27).

«— volver

Ejercicio 6.6.9

1. a) (x + 1)(x + 2) = 0: solo aparece x, con un cuadrado igualado a constante. Caso
degenerado de la tabla 6.1.7: dos planos paralelos x = —1 y x = —2, perpendiculares
al eje x.

2. b) (x — 1)? + y2 + (z + 1) = 1: tres cuadrados con coeficiente 1 igualados a 1: esfera
de centro (1,0,—1) y radio 1; x € [0,2], y € [-1,1], z € [-2,0].

3. ¢) y? + z% = 2x?%: tres cuadrados con signos mixtos igualados a cero: cono circular de
vértice en el origen y eje x (la variable de signo solitario). Trazas x = k: circunferencias
de radio v/2 |k|; planos y = 0 y z = 0: rectas z = +V2x y y = +v/2 x.

4. d) z + 4 = y* — x%: dos cuadrados de signo contrario y variable lineal: paraboloide
hiperbolico con punto silla (0,0, —4) y eje paralelo a z. Plano x = 0: parabola z+4 = y?,
abre hacia arriba; plano y = 0: z + 4 = —x?, abre hacia abajo.
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4. Identificacion: hipérbola equilatera en el plano x = 8, con centro (8,0, 0) y asintotas
las rectas y = 0y z = 0 de ese plano. Sus vértices estan sobre la recta y = z: (8,2,2) y
(8,-2,-2);a= 24/2. Con t > 0 se recorre la rama con Y,z > 0; cont < 0, la otra.

E.6 - Unidad 6 - Superficies (solo Plan 2010)

«— volver

Ejercicio 6.6.1

1. Directriz: g(0) = (-2 + 2cos0, 1+ 3sen0, 0).

2. Direccion: g(0) — v = (=5 + 2cos 0, 3+ 3send, —7).

3. Ecuacién vectorial: p(6,s) = (3,—2,7) + s(=5 + 2 cos 8, 3+ 3senf, —7), 0 € [0, 27),
seR.

4. Eliminaciéndes:z=7—-7s = s = -z

5. Eliminacion de 0:

1/x-3 7x —5z+ 14 1
0= (£ ) B o

y+2 )_7y+3z—7
2(7 - z2) a

s 3(7-2)

(7x — 5z + 14)? . (7y +3z—17)?

6. Identidad:
47 - 2)% 9(7 — z)2

= 1; multiplicando por 36(7 — z)?:

9(7x — 5z + 14)% + 4(7y + 3z — 7)? = 36(z — 7).

7. Comprobacién: con z = 0: 9-49(x + 2)? + 4 - 49(y — 1) = 36 - 49, que es la elipse
dada; el vértice da 9(21 — 35 + 14)? + 4(—14 + 21 = 7)* = 0.

Ejercicio 6.6.2 «— volver
1. Directriz: x? + y> = 4 en z = 3: g(9) = (2cos 6, 2sen, 3).
2. a) Ecuacién vectorial: las generatrices son paralelas al eje:
p(0,5) = (2cosf, 2senf, 3) +s(-1,2,1), O [0,27), s€R.
3. Paramétricas: x = 2cosf —s,y = 2senf +2s,z =3 +s.
x+s x+4+z-3 y—2s y—2z+6

4. Eliminacion: s = z — 3; cosf = =—— —:senf = 5 = 5

5. b) Ecuacién cartesiana: (x + z — 3)2 + (y — 2z + 6)% = 4; desarrollada, x? + 2 + 52% +
2xz —4yz —6x + 12y — 30z + 41 = 0.

6. Comprobacion: con z = 3 queda x? + y* = 4.

Ejercicio 6.6.3 « volver
x +1)? 2
La)(x+1)2?—-1+8y> =23 > G+ 1) + 2 - 1 Faltaz y los dos cuadrados son
positivos: se cumple la forma del cilindro eliptico; no es elipsoide.
= Eje:larectax = —1, y = 0, paralela al eje z; generatrices paralelas a k.

» Directriz: elipse de centro (—1,0,0) en z = 0, semiejes 26 (en x) y V'3 (en ).
= Extension: x € [-1 —2V6, =1+ 2V6], y € [-V3,4/3].z€ R.
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- 1) +2)% 22
2.b) (x =12 +3(y+22+322=9 = % + % + % = 1. Tres cuadrados
positivos igualados a 1: elipsoide; denominadores de y y z iguales: de revolucién
alrededor de larecta y = -2,z = 0.

s Centro (1,-2,0); semiejes 3, v/3, /3.

_1\2
» Trazas: plano x = 1, circunferencia (y + 2)? + z? = 3; plano z = 0, elipse Gty 91) +
o+2? _
=1
» Extension: x € [-2,4], y € [-2 — /3, =2 + /3], z € [-V/3,/3].
2 2 2
3. ¢) 2x2 —3y% + 522 = 25 = x +% =1.Dos positivos y uno negativo
25/2  25/3 5
igualados a 1: hiperboloide de una hoja.
= Centro en el origen; eje y.
= Trazas: plano y = 0 (garganta), elipse 2x? + 5z% = 25, de semle]es y \/5; planos
x =0y z =0, hipérbolas.
= Extension: x,y,z € R.
Ejercicio 6.6.4 «— volver

+2)? —3)?
1. a) ¥+¥_(7d_1)2 -
hiperboloide de una hoja.
= Centro (—2,3,1); eje larecta x = —2, y = 3, paralela a z.

(x+2)* | (y=3)°
1

1. Dos positivos y uno negativo igualados a 1:

» Trazas: plano z = 1 (garganta), elipse = 1, semiejes v2 y 2; planos
x = =2y y = 3, hipérbolas.

= Extension: x,y,z € R

+

2. b) Multiplicando por 4 y despejando la variable lineal: x — 1 = z? — g(y —2)%. Dos

cuadrados de signo contrario igualados a una variable lineal: paraboloide hiperbélico.
= Punto silla (1, 2, 0); eje paralelo a x (la recta y = 2, z = 0).
» Trazas: plano y = 2, parabola x — 1 = z2, abre hacia x positivo; plano z = 0, parabola
x—1= —%(y — 2)?, abre hacia x negativo; plano x = 1, rectas z = +—(y 2).
= Extension: x,y,z € R.
3. ¢) Pasando —222 al primer miembro: x? + y? + 22 = 2. Tres cuadrados con coeficiente
1 igualados a una constante positiva: esfera de centro (0,0, 0) y radio J2; x, ¥,z €

[-V2,V2].
Ejercicio 6.6.5

«— volver

1\ 1
1. a) Completar cuadrados: 2 (x2 + %) =2 (x + Z) -3V yi-2y=(@-12?-1

1 2
+ 5 ~1)? 2
112 2 2 17 (x 4) y-1 z
2(x+ 1) +(y-1)2+22=1 =
(r+3) +O-D 2t =T = 17/16 17/8  17/16

Tres cuadrados positivos igualados a 1: elipsoide; los denominadores de x y z son
iguales: de revolucién alrededor de la recta x = —i, z = 0 (paralela a y).
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= Centro (—i 1 0) semiejes £ (enxyenz)y, l (en y).
2
= Trazas: plano y = 1, circunferencia (x + Z) + 22 = 1—6; planos x = —‘—1 yz=0,
elipses.
» Extension: x € [—i—g, —i+g],ye [1 1+—] [—@@]
+1)2 —2)? — 1)
b) o+ - (x=2) - (z-1) = 0. Tres cuadrados con signos mixtos igualados a

2 2
cero: cono; los denominadores de x y z son distintos: cono eliptico.

= Vértice (2,—1,1); eje larecta x = 2, z = 1, paralela a y (la variable de signo solitario).
2 2 2

» Trazas: y = k = —1, elipses (XEZ) + (2;1) (kH)

+(x — 2); plano x = 2, rectas z — 1 = +/2 (y + 1).

= Extension: x,y,z € R
2 2
L % = 1. Dos positivos y uno negativo igualados a 1: hiperboloide

;planoz = 1, rectas y + 1 =

3. ¢) (x+ 1)+

de una hoja.
= Centro (—1,0,0); eje la recta x = —1, y = 0, paralela a z.

2
= Trazas: plano z = 0 (garganta), elipse (x + 1)% + yI = 1; plano x = —1, hipérbola

2
y% — 22 = 4; plano y = 0, hipérbola (x + 1)? — ZX =1.
» Extension: x,y,z € R

«— volver

Ejercicio 6.6.6

1. Directriz: circunferencia de radio v2 en y = 0: g(6) = (V2 cos 6, 0, V2sen$).

2. Ecuacién vectorial: p(0,s) = (0,1,0) + s(v2cos 8, —1, V2sen#), 0 € [0,27), s € R.
3. Eliminacién: y = 1—s = s = 1 — y; x% + 2% = 25s%(cos?  + sen? §) = 25,

4. Ecuacién cartesiana: x* + z? = 2(y — 1)?: cono circular de vértice (0, 1,0) y eje y.

«— volver

Ejercicio 6.6.7

1. Centro de cada circunferencia: el punto de L con parametro ¢, (1,1 + ¢, 1); su plano
esy =1+t,paraleloay = 0.

2. Circunferencia en ese plano: se suma 3 cosf a x y 3senf a z (las dos coordenadas
del plano).

3. Ecuacién vectorial: p(0,t) = (1 +3cosf, 1+¢, 1+3senf) = (1+3cosb, 1, 1+
3senf) +t(0,1,0): directriz en y = 1y generatrices paralelas a j.

4. Cartesiana (no se pide): (x — 1)2 + (z — 1)? = 9, cilindro circular recto de eje L.

Ejercicio 6.6.8 « volver
2 2
1. Forma ordinaria: z% — x; - % = 1: hiperboloide de dos hojas de eje z, vértices
(0,0, +1). ,
2. a) Trazas: plano XZ (y = 0): hipérbola z* — xf = 1, de eje focal z; plano YZ (x = 0):

4 2 ¥ _
hipérbola z° — 5 =1L

3. b) Valores de z: el primer miembro de la ecuacién dada es > 0, asi que z> — 1 > 0:
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