Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

Ejercicio 2B.6.7 «— volver
1. En esféricas f=p°, que solo depende de p.
72 2.z 4
= = =30
V= d 5 L (p? 5p") = v p*.
3. En B(l, 1,0): p =2y p = 242, asi que V2 f = 60+/2.
Ejercicio 2B.6.8 « volver

1. 7, =(2,-4)yF =(6,3); F, - 7, = 12 — 12 = 0: ortogonal.

2. hy =20y hy = 35,

« 7 2 4y 2 2v
3. f,=2 :2v.Comole =l.yr=2(2, 4+ 6,3 —< A —)
fu=2y fy C f 1120( , ) ( ) 15° 5 15
4, Env:2:Vf:( +E _E+E):l_l_ﬁj

E.3 - Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y funcion
potencial

Ejercicio 3.6.1 « volver

1. R,—Q,=0-0=0.

2. Ry = —-2zy P, = -2z, asi que —(R, — P,) = 0.

3. Qy = —seny—2ysenxy P, = —seny — 2y senx, asi que O, — P, = 0.

4. Elrotacional es nulo en todo R? y la curva es cerrada: W = 0. No hace falta parametrizar
la hipocicloide.

5. Comprobacién: ¢ = x cos y + y2 cos x — xz2 — 2y + z cumple Vg = F.

Ejercicio 3.6.2 «— volver

1. En cilindricas: F - d7 = rz 2 sen®0dr + r (rz% sen 0 cos 0) dO + r’z sen®0 dz.
2. ¢ Irz sen®@dr = Er 2% sen’0 + g(6, 2).

3. gg = r’z%senfcos @ + gy, que coincide con rFy si gy = 0; ¢, = r

1
coincide con F, si g, = 0. Entonces ¢ = —rzz2 sen®6.

2zsen’0 + g,, que

4. ¢(A):%-1-4~(§> =1y ¢(B) = 0, porque sen 0 = 0.
5 W=0-1=-1.

Ejercicio 3.6.3 « volver

1. F-df = F,dr+ Fyrd0 = 0dr — rdo.

2. No es diferencial exacta: de ¢, = 0 sale ¢ = r0 + g(0), y entonces ¢y = r + g’(0), que
nunca es igual a —r. Hay que integrar sobre el arco.

3. Sobreelarcor:2:dr:0y9vade0a%.

/2
4. W:J (=2)d0 = —m.
0

Ejercicio 3.6.4 <« volver
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

Ejercicio 4B.6.7

«— volver

1. Forma candnica: x; + yIZ + % = 1, un elipsoide cerrado. Para cadar < 2, —%\/ﬁ <
z < gm

2. Py=-y%,0,=—x% R, =4V-F=4-12

3. Enz:(4-r%) fm = 3(4—r2)¥2,

4. Flujo = J; ”J:) 3(4 — r2)3/2 rdrdf = 6rx [—%(4 — r2)5/2]

1927
- -

2
=67r~g.

0 5

5.

«— volver

Ejercicio 4B.6.8

1. Cilindro de radio 4 entre z = =5y z = 4 (altura 9). Integrando r; dV = r dr d0 dz.
2m 4 4 43 64
2.[ JJ. rzdzdrd9:27r-9-?=27r-9-?.

0o JoJ-s
3. 384r.
Ejercicio 4B.6.9 «— volver
1. Esfera de radio 4: dS = 16 sen ¢ d¢ do.
2. Primer octante: 0 < ¢ < % Entre los planos y = x y x = 0: % <6< %
/2 fr/2 7[
3. A:J J 16sen¢ddpdd =16-1-= =47 v’
/4 Jo 4
Ejercicio 4B.6.10 « volver
1. Parametrizacion 7(x,z) = (x, x2, z2) con0<x<1,0< z < x.
2. . = (1,2x,0), 7, = (0,0,1); 7, x 7, = (2x,—1,0), de norma /1 + 4x2.
1,x 1 2y3/2 11
1+4x
3. A= J J N1+4x%dzdx = J a1+ 4x?dx = %] .
0 Jo 0 0
_5\5-1 .,
4. A= =7 u
Ejercicio 4B.6.11 « volver
1. Cilindro de radio 2: x = 2cosf, y = 2senf, z = z;dS = 2dfdz, con 0 < 0 < %,
0<z<2.
2. xy?dS = (2 cos 0)(4 sen?0)(2) df dz = 16 sen’d cos 0 df dz.
2 /2 1
3. J J 16sen®0cos0dOdz = 16- = -2 = 32,
0 Jo 3 3
Ejercicio 4B.6.12 «— volver

1. VxF = (1,-1,2), como en el ejercicio 4B.5.6.
2. Superficie: z = —% -y N= (% 1, l), hacia arriba.
3. (Vxﬁ)&(]z % -14+2= g,constante.
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6. V-F= % + 4sec®(x + y) tan(x + y) # 0: no es solenoidal.

<« volver

Ejercicio 3.6.9

20
€€ % dz, porque 1+tan? @ =

1. Encilindricas: F-d¥ = —12 sec?0dr+ 2 sec?@tan0do+
r r
sec? 0.
2. 9= f—% sec?0dr = Zsec? + g0, 2).
r r

sec 0

3. ¢p = 2. 2sec?ftanf + g9, que coincide si gg = 0; ¢, = + g,, que coincide si
r
g, = 0. Es conservativo, con ¢ = Z sec?0.
r
4. p(B) = %secZO: 1y @(A) = %seczg =2.
5 W=1-2=-1.

E.4A - Unidad 4 - Parte A - Integrales multiples: integrales dobles, areas,
volimenes, cambio de variable y teorema de Green
Ejercicio 4A.6.1

« volver

2
1. Regidn: 1<r<2,0<6< %; el integrando es cos %

/2 (2 2
2. I:J J cos(£>rdrd9.
o N 2

2 2 2r
3. Enr: Conw:ﬂ,dw:ﬂrdrzj cos| Z— rdr:l[senw] =l(0—l)=—l,
2 1 2 b4 n/2 &
1oz _ 1
4. En0: T3 =3
Ejercicio 4A.6.2 <« volver

1. Intersecciones: x(8 —x) =7 = x> —8x+7=0= (x—1)(x —7) =0,asiquex = 1y
x=17.
2. Entre ellas, el techo es larecta y = 8 —x y el piso, la hipérbola y = % (enx = 2:6 > 3.5).
7

7 7 x?
3. A:J (8—x——>dx:[8x———7lnx] .
1 X 2

4 = (56—%—71n7)—(8—%):24—71n7,,14=24—71n7u2.

Ejercicio 4A.6.3

<« volver

1. Intersecciones: la recta x + y = 3 corta a la circunferencia en (3,0) y (0, 3).

2. El segmento pequefio esta entre la recta (piso) y el arco y = /9 — x2 (techo), para
0<x<3.

3. A= Jj [m— 3 —x)] dx.

4. Ig \9 — x% dx es un cuarto del circulo de radio 3: %ﬂ. Ademas j03(3 —x)dx = % (un
tridngulo).
= _ 9 _d(p_ 2
5.A—4 2—4(7‘[ 2)u?
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1. Cada componente depende solo de su variable, asi que el rotacional es nulo: ¢ =
%(x3 +y%+2%).

2. o(P)= 1 (8 + (2 +0) = 8*” v ¢(0) = 0.

3. [ Fedi= %ﬁ

4. Comprobacién directa con 7(t) = (#2,1,0),0 <t < 2: F-7’ = 285+1% e ff(2t5+t2) dt =
8 , 242
373

«— volver

Ejercicio 3.6.5

1. Ry—Q, = 1-1 = 0;—(R,—P;) = —(82°—82°) = 0; 0, —P,, = (—2—3y*)—(-3y*-2) = 0.

Es conservativo.

2. 9= [(=y® =2y +2z%) dx = —xy® — 2xy + 2xz* + g(3, 2).

3. gy =-3xy"—2x+g,=-2x-3xy*+z=>g,=z=g=yz+h(2).

4. @, = 8x23+y+h (z) = y+8xz3+6 = h = 6z. Entonces ¢ = —xy> —2xy+2xz*+yz+6z.

5. 0(B)=¢(1,0,1) =2+ 6 =8y @p(A) = p(—1,2,1) =8 +4—2+2+6 = 18.

6. W=28-18 = -10.

Ejercicio 3.6.6 « volver

1. F-df = 4rsenOdr +r-r* cos0d6 = 4r3 senedr+r cosGdG

2. o= [4r’senfdr =rtsend+ g(0); pp =r*cosf+ g’ =rtcosd = g’ = 0.

3. (B )—1 sen——lqu(A)—O

4. W=

Ejercicio 3.6.7 <« volver

1. Oy =P, =-1-1= -2 # 0: no es conservativo. Se suma por tramos, con F.df =
ydx — xdy.

2. De AaB:y=0,dy =0, asi que la integral vale 0.

3. DeBaC:F(t) =(1—t,1),0 <t <1;ydx—xdy = t(—dt)— (1 —t)dt = —dt, que integra
—1.

4. DeCa A: x = 0,dx = 0, asi que la integral vale 0.

5. W =0-1+0=—1. Con el teorema de Green: HR(QX - P)dA=-2- -

Ejercicio 3.6.8 <« volver
—2yz —2yz
1. Ry = ——= ————: componente i nula.
T GE AR T G

2. Ry =0y P, = 0: componente j nula. R

3. Qp = 2sec?(x + y) tan(x + y) = P,: componente k nula.

4. o=[(lnx+ sec?(x + y))dx = xInx—x+tan(x+y)+g(y, 2); Py = secz(x+y)+gy =
& = 7z = &= ;0P +2) + h@@) g; =

conservativo, con ¢ = xInx — x + tan(x + y) + = 1 ln(y +2%).

Z+2+h’ = h’ = 0. El campo es

5. V-F= (% + 2sec?(x + y) tan(x + y)) (2 sec?(x + y) tan(x + y) + + = rz
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4. Sombra: disco de radio 1. Circulacién = %ﬂ = 37” (sentido antihorario visto desde

. . . 3
arriba; en sentido contrario, —7).

«— volver

Ejercicio 4B.6.13

1. La curva es la circunferencia x? + y* = 1 en el plano z = 1.

2. VxE=(0-0,0-0,1-2y)=(0,0,1-2y).

3. Superficie: el disco en z = 1, con A = k. [ =2y)dA=m—-2[[ydA=n—0.
4. 7 (sentido antihorario visto desde arriba).

Ejercicio 4B.6.14

«— volver

Conz=1:x>+ y = 4, circunferencia de radio 2 en el plano z = 1.
VxF= (2xy x2, 2yz — 2, 2xz—zz)

Superficie: el discoenz =1, conn = k. Ahi, (V% F) k=2x-1.
[l<p(2x =1)dA=2-0—4x.

—47 (sentido antihorario visto desde arriba).

Al o o
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

Ejercicio 4A.6.4

«— volver

1. r = e es la circunferencia de radio e con centro en el origen; r = 2e sen 6 es la de radio
e con centro en (0, e).

2. Interseccién: e = 2esenf = senf = % asique 0 = % y0= 5?”.

3. Por simetria respecto al eje Y se calcula la mitad derecha y se duplica. Para 0 < 6 < %
manda la curva r = 2esen8; para % <0< %, lacurvar =e.

/6 2 7/6
4. J Md@zezj (1—00529)d9:ez<%—\/—§>.
0

0 2 4
5. rﬂfde: ¢ x_md
/6 2 2 3 6
6 A=2[ez<£—%§ +”Tez]=62(2?”—¢7§>u2
Ejercicio 4A.6.5 « volver
1. Techo z = 16 — y, piso z = 0, sombra: disco r < 2 (en el disco, 16 — y > 0).
2. V= ﬂ (16 — y)dA = 16 - Area — H ydA.
3. El discg es simétrico respecto al ejelg(, asi que ﬂR ydA =0.
4.V =16-41 = 64n v’
Ejercicio 4A.6.6 «— volver

1. P=xy=P,=x0=x+y =0, =1EntoncesQy - P, =1—-x.
2. Region: medio anillo,3 <r<4,0<0 <.

5. [| a=xda=Area— || xaa

4. Area: %71'(16—9) = 77” Elmedio anillo es simétrico respecto al eje Y, asi que [[, xdA = 0

(en polares, féz cos@db = 0).
T
5. o>

Ejercicio 4A.6.7

«— volver

L. P=y—x=P,=10=2x—y= 0, =2 Entonces O, — P, = 1: la integral es el 4rea
de la region.

2. Intersecciones: x = x
y = x esta arriba.

2 — x = x(x — 2) = 0, asi que x = 0 y x = 2. Entre ellas, la recta

2 2
3. A:J [x—(xz—x)]dx:J' (2x—x2)dx:4—§.
, 0 0 3
4. 3

Ejercicio 4A.6.8 « volver
1. Limites: 0 <u<2,0<v<2.

u,v _1 1 _ . X,y 1
2. ](;y)-’l 1 = —2; entonces ’]<E)’_§
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_ utv _ u—v 2 2 (v +w—v)? _ PP
3.x2—22,y— z,dedondex2+y——4 ==
2 2
4JJ ity ~ldudv:lf (§+2v2>dv:l<l—6+£).
odo 2 2 4], \3 4\3 3

E4B - Unidad 4 - Parte B - Integrales multiples: integrales de superficie,
integrales triples y teoremas de Stokes y Gauss

Ejercicio 4B.6.1 « volver
1. Esfera, superficie cerrada. V - F=3+2+4=09.
2. Radio 5:V = %n(lZS) = %
3. Flujo = 9 227 = 15007,
Ejercicio 4B.6.2 <« volver
1. Cono mas tapa, cerrada. V - 13 =3.
2. Altura 2;enz =2elradioes 2.V = %7[(4)(2) = 8?”.
3. Flujo=3- 8?” = 8r.
Ejercicio 4B.6.3 « volver
1. P, =2xy? +3, Qy = —2xy% + 3, R, = 3. Entonces V - F=0o.
2. V = n(2)%(8) = 32.
3. Flujo =9 - 327 = 2887.
Ejercicio 4B.6.4 «— volver
1. Px:0,Qy:x2,Rz:y2:V~F:x2+yz:rz.
2 (2 (1 o4
2. Flujo = J J J r?rdzdrdd =2m-2-=.
0o JoJa 4
3. 1é6m.
Ejercicio 4B.6.5 <« volver
1. P, = 3x2, Q)= —3x%, R, =1:V- F=1Fl flujo es el volumen.
2. Techo z = 16 — y, piso z = 0, sombra: disco r < 2.
3. V= [[g(16 —y)dA = 16 - 4 — [[p y dA, y la segunda vale 0 por simetria.
4. Flujo = 64r.
Ejercicio 4B.6.6 <« volver

1. Py=2x,Q,=-2x,R, =22:V - F = 2z.
2. Sélido: r <z<3,0<r<3.

2w 3 3 3
3. Flujo:J J J 22rdzdrd9:2nj (9-r?)rdr.
r 0

810 8? 81 _ 81
- ol _ol) _ Lol _olm
4.—271'(2 4) 2 3 PR
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