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Presentacién y como usar este cuaderno

Presentacion y como usar este cuaderno

1 Volver al indice

Este cuaderno esta pensado para quien tiene que aprobar Calculo Vectorial en poco
tiempo: en un examen extraordinario, en un final o tras varias semanas sin estudiar la
materia.

Sigue el orden de los temas del programa de la asignatura:

1.
2.

Extremos de funciones de dos o mas variables.

Funciones vectoriales. Por su tamarfio se divide en dos partes: A (curvas y triedro movil)
y B (coordenadas curvilineas y operadores).

Integrales de linea.

Integrales multiples. También en dos partes: A (integrales dobles y teorema de Green)
y B (integrales de superficie, integrales triples y teoremas de Stokes y Gauss).

Cada unidad se ensefa igual que en clase: objetivo, conceptos, ejemplo resuelto y ejercicios.
La diferencia es que todo esta recortado a lo que se pregunta en los exdmenes.

Objetivo de la asignatura (programa). El alumno conocera los criterios para optimizar
funciones de dos o mas variables, analizara funciones vectoriales y calculara integrales de
linea e integrales multiples para resolver problemas fisicos y geométricos.

De donde salen los ejercicios.

Se resolvieron y verificaron los problemas de 11 exAmenes extraordinarios (2018-1
a 2026-1) y de 24 examenes finales (2016-1 a 2025-2).

Algunos ejercicios propuestos provienen de la Guia de estudio para presentar examen
extraordinario de Calculo Vectorial (1986); la referencia completa esta en el Apéndice D.
Cada ejercicio indica el examen del que se adapto.

Las resoluciones son propias. Cuando el valor obtenido no coincide con el de una
resolucién publicada, la diferencia se anota en el Apéndice C (Fe de erratas).

Como usar este cuaderno

Cada unidad tiene la misma estructura:

1.

N oG W

Un recuadro de Instrucciones de emergencia: cuanto sale en el examen, cuanto
tiempo dedicarle y la ruta corta.

. Conceptos y expresiones, en tono de libro.

Como reconocer el problema: una tabla que lleva del enunciado al procedimiento.
Procedimientos, paso a paso.

. Ejemplo resuelto.
. Ejercicios de examen resueltos.
. Ejercicios propuestos, solo con el resultado. Las resoluciones completas estan en el

Apéndice E.

. Errores frecuentes, formulario de la unidad y procedimiento recomendado en

el examen.

Ruta de 5 semanas (unas 12 horas por semana).



Presentacion y como usar este cuaderno

= Cada dia: 2 bloques de 90 minutos, de dos unidades distintas, y 30 minutos de cierre.
En el cierre se anotan los errores del dia y se elige el primer ejercicio del dia siguiente.

= Cada sabado: un examen completo de 2 horas, cronometrado, sin consultar y sin
calculadora, y la revisiéon con las resoluciones.

Semana Unidades

1 (extremos) y 2 Parte B (coordenadas curvilineas)

3 (integrales de linea) y 4 Parte B (flujo y teorema de Gauss)

2 Parte A (curvas) y 4 Parte A (integrales dobles y Green)

4 Parte B (Stokes e integrales de superficie) y repaso de errores
Exémenes completos y Apéndice A de memoria

G W DN =

El orden va de lo que mas puntos da por hora de estudio a lo que menos (véase la Unidad
0).
Ruta de 2 semanas.

= Unidades 1, 2 Parte B, 3 y el flujo con el teorema de Gauss de la 4 Parte B, con sus
ejercicios de examen.

= Un examen completo cada 3 dias.

= Formulario del Apéndice A todos los dias, de memoria: en el examen no se permite
formulario.

Regla de emergencia. Nunca dos dias seguidos sin estudiar. Un dia minimo (30 minutos

y un ejercicio) cuenta como dia cumplido.

Licencia

© 2026 luigisrs.me. Publicado por Fritanga Collective. Esta obra esta bajo una licencia
Creative Commons Atribucion-NoComercial-CompartirIgual 4.0 Internacional
(CC BY-NC-SA 4.0): https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.
0/deed.es

Puedes copiarla, distribuirla y adaptarla con fines no comerciales, siempre que cites al
autor (luigisrs.me) y compartas las adaptaciones con la misma licencia.

Los enunciados de los examenes se citan como fuente y pertenecen a sus autores. Las
referencias completas estan en el Apéndice D.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Instrucciones de emergencia

1 Volver al indice

= Tiempo: 20 minutos. Léela completa antes de cualquier otra unidad.
= Para qué: decidir donde invertir el tiempo. No todos los temas valen lo mismo.

0.1 Como es el examen

Segun los extraordinarios de 2018 a 2026 y los finales de 2016 a 2025:

= Duracion: 2 horas.

= Problemas: 6 (algunos examenes traen 5), de 15 a 20 puntos cada uno, 100 en total.

= Material: ninguno. Las instrucciones dicen: «No se permite el uso de dispositivo
electrénico alguno, ni formulario». Sin calculadora, los resultados se dejan exactos:

315/, %?, 727. No hace falta sacar decimales.
= Orden casi fijo: el problema 1 es de extremos; el 2 y el 3, de curvas y de coordenadas
curvilineas; el 4, de integrales de linea; el 5 y el 6, de integrales multiples, flujo o Stokes.
= Resoluciones publicadas: escriben los vectores con i, j,l; o como ternas (a, b, ¢), plan-
tean la formula general antes de sustituir y recuadran el resultado. Conviene escribir

igual.

0.2 Qué tan seguido sale cada tema

Frecuencia en 35 examenes distintos: 11 extraordinarios (2018-1 a 2026-1) y 24 finales

(2016-1 a 2025-2). Los examenes repetidos se cuentan una sola vez.

Unidad Tema Extraordina- Finales Total
rios

1 Extremos: Hessiano, Lagrange, 11 de 11 24de24 35de35
problemas aplicados

3 Integrales de linea: trabajo, [~ fds, 11de 11 24de24 35de35
campo conservativo y funcion
potencial

2,Parte B Coordenadas curvilineas (h, e, 11 de 11 22de24 33 de35
jacobiano) y operadores
(gradiente, divergencia,
rotacional)

4,Parte B Flujo y teorema de Gauss, teorema 11 de 11 22de24 33 de35
de Stokes, integrales de superficie  (flujo en 9,
y triples Stokes en 3)

2, Parte A Curvas: T N E curvatura, 9de 11 23de24 32de35

torsion, ar y ay, tangencia



Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Unidad Tema Extraordina- Finales Total
rios
4,Parte A Integrales dobles: areas, 5de 11 14de24 19de 35

volumenes, cambio de variable,
teorema de Green

Observaciones:

= Casi todo examen tiene un problema de cada unidad y dos de la Unidad 4. Ningtin
tema se puede dar por perdido, pero si se puede elegir por donde empezar.

= Los extraordinarios cargan mas en flujo con el teorema de Gauss y en trabajo en
coordenadas polares, cilindricas o esféricas. Los finales, en integrales dobles y en curvas.

= Los problemas se reciclan. El ler extraordinario 2024-2 y el ler extraordinario 2025-1
son idénticos. El 3er extraordinario 2024-1 y el 2° final 2024-1 se aplicaron el mismo
dia y comparten cuatro de sus seis problemas. El 2° extraordinario 2018-2 es el 2° final
2018-2. Las versiones A y B del 1er final 2018-1 traen los mismos problemas en otro
orden. Resolver examenes anteriores es la mejor preparacion.

0.3 Orden de estudio por puntos

1. Unidad 1 (extremos) y Unidad 3 (integrales de linea): salen siempre y son mecanicas.

2. Unidad 2, Parte B (coordenadas curvilineas): en los exdmenes recientes las transfor-
maciones son lineales y todo se reduce a aritmética.

3. Unidad 4, Parte B, solo el flujo con el teorema de Gauss: casi siempre la divergencia
es una constante y el flujo es esa constante por un volumen conocido.

4. Unidad 2, Parte A (curvas): siempre la misma receta de tres derivadas y un producto
cruz.

5. Unidad 4, Parte A (integrales dobles y Green) y el resto de la Parte B (Stokes,
integrales de superficie).

Si el tiempo no alcanza, se recorta en este orden:

1. Las integrales de superficie directas y el area de una superficie.

2. El teorema de Stokes.

3. El teorema de Green y el cambio de variable en integrales dobles.
No conviene recortar:

= el Hessiano, Lagrange y los problemas aplicados;

= los factores de escala, los vectores base y el jacobiano;

= el trabajo y la funcién potencial;

= el flujo con el teorema de Gauss;

= la curvatura y el triedro T, N, B.

0.4 En el examen (120 minutos)

1. Lee todo el examen (5 min) y reparte el tiempo segun la puntuacion: unos 18
minutos por problema.



Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

2. Empieza por el problema que reconozcas mejor, normalmente el de extremos o el de
coordenadas curvilineas.

3. Escribe la formula general antes de sustituir: D = f f,, — fxzy K= % s F-AdS =
[v-Fav.

4. Cada inciso se califica por separado. Plantea y sustituye aunque el inciso anterior no
haya salido.

5. Deja los resultados exactos y recuadrados.
6. Reserva 10 minutos al final para revisar signos, (—n)? y raices.

0.5 Formulario de emergencia

El formulario completo de todas las unidades est4 en el Apéndice A. Como en el examen
no se permite formulario, conviene escribirlo de memoria, desde cero, unos minutos cada

dia.



Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables:
Hessiano, Lagrange y problemas aplicados

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno determinaréa los valores
extremos de funciones de dos o méas variables y resolvera problemas de
optimacién relacionados con ingenieria.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en los 35 exdmenes revisados, de 2016 a 2026. Casi siempre
es el problema 1 y vale de 15 a 20 puntos.
= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 1.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 1.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 1.5 con cronémetro (18 min cada uno).

1.1 Conceptos y expresiones

Extremos relativos y absolutos. Sea f una funcién de dos o mas variables.

» f tiene un maximo relativo en Py si f(P) < f(P) para todo P cercano a Py, y un
minimo relativo si f(P) > f(P,).

= El extremo es absoluto si la desigualdad se cumple en todo el dominio o en toda la
region que indica el problema.

= El punto es (xy, ¥p); el valor extremo es f(xg, y). Los examenes suelen pedir los dos.

Puntos criticos. Si f tiene un extremo relativo en un punto interior donde existen sus

derivadas parciales, entonces todas se anulan:

Vf=6 = f=0 f,=0( f;=0)

Esta es una condicién necesaria, no suficiente. Un punto critico que no es maximo
ni minimo es un punto silla: en una direccién la funcién sube y en otra baja, como
f = x% — 2 en el origen.
Criterio de la segunda derivada (dos variables). En un punto critico se calcula el
determinante hessiano

fex S
D= V= fxxfyy - (fxy)z
fi xy A Yy
Condicién en el punto critico Conclusiéon
D>0y fix >0 minimo relativo
D>0y fix <0 maximo relativo
D<o punto silla
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Condicién en el punto critico Conclusién

D=0 el criterio no decide

Criterio de la segunda derivada (tres variables). Se arma la matriz hessiana y se
calculan sus menores principales:

o frx fxy Jez A A fex fxy A det H
= fxy fyy fyz > 1= feo 2= f ol 3 = det
ez vz Joz *y 7y
Signos de (A1, Ay, A3) Conclusiéon
(+,+,+) minimo relativo
(- +-) maximo relativo
cualquier otro patrén, con Az # 0 punto silla

Si la tercera fila y la tercera columna de H solo tienen ceros fuera de la diagonal, entonces
Az = frz Da.

Extremos con restriccion: multiplicadores de Lagrange. Para hallar los extremos de
f sujetos a una restriccién g = c, en el punto buscado los gradientes son paralelos:

Vf=AVg, g=c

Son n + 1 ecuaciones con n + 1 incdgnitas (las variables y A). Es equivalente a buscar los
puntos criticos de la funcién de Lagrange L = f — A(g — ¢). El método da candidatos; el
maximo y el minimo se deciden evaluando f en todos ellos.

Extremos absolutos en una region cerrada. Si la regién es cerrada y acotada (por
ejemplo, x? + 2y? < 1), f continua alcanza su méximo y su minimo absolutos. Los
candidatos son:

1. los puntos criticos interiores (Vf = 0);

2. los extremos sobre la frontera (con Lagrange o sustituyendo la ecuacion de la frontera).
Problemas aplicados. Se traducen a una funcién objetivo (costo, area, volumen, dis-
tancia) y una o varias restricciones (el dato fijo). Para minimizar una distancia conviene
usar d?: el punto que minimiza d? también minimiza d, y se evita la raiz.

Geometria que se usa.

Cuerpo Volumen  Superficie

Cilindro arlh pared 2zrh; base y tapa 271 (abierto: 7r?)

Esfera % ar’ 47r?

Cono 3 arth -

Caja de lados x, y, z Xyz con tapa 2(xy + xz + yz); sin tapa xy + 2xz + 2yz
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Cuerpo Volumen  Superficie
1.2 Como reconocer el problema
Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento
«naturaleza de los puntos criticos», puntos criticos y 1.3.1
«extremos relativos» de f(x,y) hessiano en 2
variables
lo mismo, con f(x,y,z) hessiano en 3 1.3.2
variables
«valores de k que hacen a E minimo o silla» hessiano con un 13.1
parametro
«sujeta a la restriccion», «sobre la Lagrange 133
circunferencia», «mediante multiplicadores
de Lagrange»
«costo C(x, y) = ...; minimice» (la funcién ya  hessiano en 2 1.3.1
esta dada) variables
tanque, caja, lata, «menor cantidad de problema aplicado 13.4
material», «volumen maximo»
caja «inscrita» en un cono, paraboloide o aplicado con el 13.4
elipsoide vértice sobre la
superficie
«valores extremos en la region x2 + 2y? < 1»  extremos absolutos 1.3.5
en region cerrada
«punto mas cercano al origen», «distancia Lagrange con d? 1.3.6

minimax

1.3 Procedimientos

1.3.1 Puntos criticos y hessiano en dos variables

1. Calcula f; y f,. En la derivada parcial respecto a x, la y se trata como constante: si
multiplica a la x se conserva; si va sola, su término se anula.

2. Igualaa cero: fy =0y f, = 0.

o

punto.

o N

1.3.2 Hessiano en tres variables

Obtén la otra coordenada con la ecuacioén ya despejada en el paso 3.
Calcula fiy, fyy, fxy YD = faxfyy = (fxy):Z en general.
Evalta D en cada punto y clasifica con la tabla de 1.1. Con D > 0, el tipo lo decide f.
Calcula f en cada punto. Resume en una tabla: punto - D - fy, - tipo - valor.

1. Resuelve f, =0, f, =0, f, = 0, factorizando igual que en 1.3.1.

10

Despeja la ecuacion mas sencilla (casi siempre queda y = ...) y sustituyela en la otra.
. Pasa todo a un lado y factoriza: 2x(3x —4) =0 =>x=00x = g. Cada factor da un
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2. Arma H en general.
3. Calcula Ay, Ay y A en cada punto.
4. Clasifica con la tabla de signos de 1.1 y calcula f en cada punto.

1.3.3 Multiplicadores de Lagrange

1. Escribe la restriccion como g = cy calcula Vf y Vg.

2. Plantea Vf = AVg componente por componente y agrega g = c.

3. Pasa todo a un lado y factoriza: 2z = 24z = 2z(1 — 1) = 0.

4. Cada factor nulo es un caso. No dividas entre una variable: al dividir entre z se
pierde el caso z = 0.

5. Sustituye cada caso en la restriccion. Si sale una contradiccion (0 = 4), el caso se
descarta. Al sacar raiz, usa +.

6. Evalia f en todos los candidatos: el mayor valor es el maximo y el menor, el minimo.

1.3.4 Problema aplicado (tanque, caja, lata)

1. Dibuja la figura y nombra las variables (r, h o x, y, z). En una caja inscrita con simetria,
el vértice es (x, y, z) y los lados son 2x, 2y y z.

2. Escribe la funcién objetivo y la restriccion.

3. Despeja una variable de la restriccién y sustituye en la funcion objetivo.

4. Deriva, iguala a cero y resuelve. Si quedan dos variables, sigue 1.3.1; también se puede
aplicar Lagrange (1.3.3) sin despejar.

5. Comprueba que el punto es el extremo pedido: segunda derivada, hessiano o un
argumento fisico (en la frontera el volumen vale cero).

6. Responde todas las dimensiones, con unidades, y el valor 6ptimo si se pide. Déjalas
exactas.

1.3.5 Extremos absolutos en una region cerrada

1. Busca los puntos criticos de f en el interior de la region.

2. Busca los extremos de f sobre la frontera con Lagrange (1.3.3).

3. Evalda f en todos los candidatos y compara: el mayor valor es el maximo absoluto y el
menor, el minimo absoluto.

1.3.6 Distancia minima

1. Funcién objetivo: d% = (x — a)? + (y — b)? + (z — ¢)?; restriccién: la superficie.
2. Aplica Lagrange (1.3.3).

3. Compara d? entre los candidatos y da el punto y la distancia d = \/ﬁ .

1.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler extraordinario 2026-1, problema 1.

Se desea construir un tanque cilindrico con un volumen de 50 m®. El material de la
base y la tapa cuesta $5 por m?® y el de la superficie lateral, $3 por m®. Determine las
dimensiones que minimizan el costo.

Datos: V = 50 [m3]; base y tapa: 5 [$/m?]; pared: 3 [$/m?].
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Planteamiento. Radio r y altura h, en metros.
= Funcién objetivo: C = 5 (27r?) + 3 (2zrh) = 107r? + 67rh.

» Restriccion: 7r2h = 50, de donde h = =—

Resolucion. 50
1. Sustituye: 6zr - —

2. C’(r):207tr——0:0=>r =—

300

50
ar?’

, asi que C(r) = 10712 + @
-

5300 15

r2 200w
12 600 .
3. C”(r) = 20 + — > 0: es un minimo.

,
4 p=20 _50r_50r_10
ar? a3 15 3

10713 150 0

5. Costo: como 10712 = ,queda C = 40
r r

;
; 10 - ;
Resultado: r = 3/15/7 =~ 1.68 m, h = ?3/15/71' = 5.61my Gy, = 4503/7/15 = $267.

Como la pared es mas barata que la base y la tapa, el tanque dptimo es alto:

10 . . . . )
su altura es 3 de su radio. Con el mismo precio en todo el material saldria
h=2r.

1.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 1.5.1 - Puntos criticos con una raiz en cero

Adaptado de: 2° final 2025-2, tipo A, problema 1.

Determine la naturaleza de los puntos criticos de f(x,y) = 2x> + 4y — 8xy + 2.
Resolucion.

1. fy :6x2—8yyfy =8y — 8x.

2. fy=0=>y:x.Enfx=0'6x2—8x=0=>2x(3x—4):0,asiquex=00x= %.
3. Puntos criticos: (0,0) y (4 4)

4. fex =12x, fy, = 8, foy = —8, de donde D = 96x — (—8)* = 96x — 64.
5. (0,0): D = —64 < 0, punto silla, con f = 2.

6. (g g) D =128 —-64=64>0Yy fyr = 16 > 0, minimo relativo.
4°4y_ 128 192 384 54 _ 10
7. f(§’§) T 21 Tr T T 27’

Ejercicio 1.5.2 - Costo de producciéon
Adaptado de: 1er extraordinario 2025-2, problema 1.
Los costos de produccién de un articulo son C(x, y) = 2x> + y% — 6xy + 4y + 100, donde

x son las horas-hombre y y las horas-maquina. Determine las horas que minimizan el
costo y el costo minimo.

Resolucion.

1. Cy=6x2—6y=0=y=x2
2.C,=2y—6x+4=0.Cony=x%2x"—6x+4=0= (x—1)(x —2) = 0.

3. Puntos criticos: (1,1) y (2, 4).

12
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Cyx = 12x, ny =2, ny = —6, de donde D = 24x — 36.
. (1,1): D = —12 < 0, punto silla.

. (2,4): D =12 > 0y Cyy = 24 > 0, minimo.

. C(2,4) =16+ 16 — 48 + 16 + 100 = 100.

Resultado: 2 horas-hombre y 4 horas-maquina, con un costo minimo de 100.

Ejercicio 1.5.3 - Funcién con un parametro

Adaptado de: ler extraordinario 2024-1, problema 1.

Sea f(x,y) = kx® — 4xy + y?. Determine:
= a) las coordenadas de su unico punto critico E;

= b) los valores de k que hacen a E un minimo;
= ¢) los valores de k que hacen a E un punto silla.

Resolucion.

1 fy=—-4x+2y=0=y=2x.En f, = 2kx — 4y = 0: 2kx — 8x = 2x(k — 4) = 0.

2. a) Sik # 4, la nica solucién es x = 0, y = 0: E(0, 0).

3. fex =2k, fyy =2, fxy = —4, de donde D = 4k — 16.

4. b) Minimo: D > 0y fy > 0, es decir, k > 4 (y entonces 2k > 0). k > 4.

5. ¢) Silla: D < 0, es decir, k < 4.

6. Conk =4,D=0y f = (2x — y)% toda la recta y = 2x es de puntos criticos y E deja

de ser nico. Ningun valor de k da maximo, porque D > 0 obliga a f,,, > 0.

Ejercicio 1.5.4 - Tres variables
Adaptado de: 2° extraordinario 2025-1, problema 1.

Establezca la naturaleza de los puntos criticos de f(x,y,z) = x* + % y? - %23 -x+y+

xy+z—4.

Resolucion.

1. fx=2x—1+y=0,fy:y+l+x:0yfz:—z2+1:0=>z:11_
2. De2x+y=1yx+y=—1restando:x =2y y = -3.

3. Puntos criticos: P;(2,—3,1) y P»(2, -3, —1).

2 1 0
4. H=(1 1 0 |;A =270 =2-1=1A3=-2z-7Ay = —22.
0 0 -2z
5. Pi: Ay = —2, signos (+, +, —), punto silla; f(P;) :4+§—%—2—3—6+1—4 :—%.
6. Py: As = 2, signos (+, +, +), minimo relativo; f(P,) =4+ 3 + % —2-3-6—-1—-4=
43
—

Ejercicio 1.5.5 - Lagrange sobre una circunferencia

Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 1.

Obtenga los valores extremos de f(x,y) = (x + 2)(y + 2) sujeta a x> + y% = 2.
Resolucion.
1. Vf=(+2 x+2)yVg=(2x, 2y).
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. Sistema: y + 2 = 2Ax, x + 2 = 21y, x* + y? = 2.

. Resta la segunda de la primera: y — x = —2A(y — x), asi que (y — x)(1 + 21) = 0.

Caso y = x: 2x% = 2 = x = +1. Candidatos (1,1) y (-1, -1).

. Caso A = —%: y+2=—x,0seay = —x — 2. En la restriccion: x* + (x + 2)? = 2 =
2(x + 1) = 0, que da otra vez (—1, -1).

6. f(1,1) =9y f(-1,-1) = 1.

Resultado: méaximo 9 en (1, 1); minimo 1 en (—1,—1).

Ejercicio 1.5.6 - Caja con tapa de material minimo

Adaptado de: 2° final 2018-1, tipo A, problema 1.

Se desea construir una caja de base rectangular con tapa y volumen de 8 m®. Calcule las
dimensiones que emplean la menor cantidad de material.

Planteamiento. Lados x, y, z [m]. Objetivo: A = 2(xy + xz + yz). Restriccion: xyz = 8,

de donde z = 2.
xy

Resolucion.
16

1. A(x,y) =2xy + 16,16
y x

2. Ax=2y—1—2=0=>x2y=8;Ay:2x—1—2:O=>xy2:8.

x y
3. Restando: xy(x —y) =0y, como x,y >0, x = y. Entonces x> =8, x =y =2y z = 2.
4 Ap=3=4A) =4, A, =2:D=16-4=12> 0y Ay, >0, minimo.

Resultado: un cubo de 2 m x 2 m x 2 m, con 24 m? de material.

Ejercicio 1.5.7 - Tanque con extremos semiesféricos
Adaptado de: 2° extraordinario 2025-2, problema 1.
Un tanque cilindrico con extremos semiesféricos debe contener 8000 m® de gas, con la

menor cantidad posible de material. ;Qué radio y qué altura se recomiendan para la parte
cilindrica?

Planteamiento. Radio r y altura h de la parte cilindrica. Las dos semiesferas forman una
esfera completa.

» Restriccion: 7r2h + 2713 = 8000, de donde h = 8000 _ ﬂ
3 a2 3
= Objetivo: A = 27rh + 47r2.
Resolucion.
1. Sustituye: A = 16000 _ §7rr2 +4mr? = 16000 % 72,
r r

2. A’ = _ 16000 + §7rr =0=>7r = @ Como A” > 0, es minimo.

r2 . 3 V.1

3
8000 — 277" 8000 — 8000

3. h= 3 = 3 =0.

ar r

Resultado: r = 3/6000/7 = 103/6/7 ~ 12.4 m y h = 0: el tanque de menor material es

una esfera. El resultado es correcto y asi debe escribirse.

14
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Ejercicio 1.5.8 - Caja inscrita en un cono

Adaptado de: 1er extraordinario 2024-2, problema 1 (repetido en el ler extraordinario 2025-1).

Calcule las dimensiones de la caja de mayor volumen que esta arriba del plano XY e
inscrita en el cono z = 4 — \Jx? + yz, 0<z<4.

Planteamiento. Por simetria, el vértice superior de la caja es (x, y, z) con x,y > 0, sobre
el cono; los lados son 2x, 2y y z. Con s = /x% + y%:

V(x,y) =4xy(4—s)

Resolucion.

xz yz
Vx:4J/[(4—S)—?]IOyVy=4x[(4—s)—T]:o,

—_

2
2. Comox,y>0:4—s:x—=y—,asiquex=yys:\@x.
s s

3. 4 \/Ex— x* i=>4:3—X=>x:i§.
V2x 2 V2 3
4. 5—5y2—4—§:i
5. En el borde de la region (x = 0, y = 0 0 s = 4) el volumen es cero, asi que este Unico
punto critico es el maximo.

8f 8f

Resultado: base de == x == altura 3V Vinax = 4x%z = 32 s

27
Ejercicio 1.5.9 - Extremos en una region cerrada

Adaptado de: ler final 2025-1, tipo A, problema 1.

Obtenga los valores extremos de f(x,y) = 2x? +y® enlaregién R = {(x, y) | x®+2y% < 1}.
Resolucion.

1. Interior: f, = 4x =0y f, = 2y = 0 dan (0,0), con f = 0.

Frontera g = x% + 2y = 1: 4x = 2Ax = 2x(2— 1) = 0 y 2y = 41y = 2y(1 — 21) = 0.
Casox:0:2y2:1=>y:i‘/7§,conf:%
CasoA=2:2y(1-4)=0=>y=0yx==1,con f=2.

Comparacién: 0 < % <2

Aol

Resultado: minimo absoluto 0 en (0, 0); maximo absoluto 2 en (%1, 0).

1.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.1.

Ejercicio propuesto 1.6.1
Adaptado de: 2° final 2025-1, tipo A, problema 1.
Determine la naturaleza de los puntos criticos de f(x,y) = §x3 + %xz + 9%+ 2x + 4y.

Resultado: minimo relativo en (—1,—-2), con f = —%; punto silla en (-2, —2).
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—> Resolucion en el Apéndice E, p. 92.

Ejercicio propuesto 1.6.2

Adaptado de: ler final 2024-1, tipo A, problema 1.
Para f(x,y) = §y3 — x? — 8y + x, determine los puntos criticos y su naturaleza.

Resultado: maximo relativo en (% —2) con f = =; punto silla en ( ; 2).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 92.

Ejercicio propuesto 1.6.3
Adaptado de: ler extraordinario 2018-1, tipo A, problema 1.

Determine la naturaleza de los puntos criticos de f(x,y) = x* — % — x% + 5y — 2.

Resultado: maximo relativo en (0, g) con f = %; puntos silla en (i\/g g)

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 92.

Ejercicio propuesto 1.6.4

Adaptado de: ler extraordinario 2018-2, problema 1.

Determine la naturaleza de los puntos criticos de f(x,y) = (x? + y?)e™
Resultado: minimo relativo en (0, 0), con f = 0; punto silla en (2, 0).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 92.

Ejercicio propuesto 1.6.5

Adaptado de: 3er extraordinario 2024-1, problema 1.

Determine la naturaleza de los puntos criticos de f(x,y,z) = —x +2y2 -2+ gxz —4y+
2z +09.

Resultado: (0,1,1) y (-2, 1,1) son ambos puntos silla, con f =8y f = 14.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 92.

Ejercicio propuesto 1.6.6

Adaptado de: 2° final 2024-2, tipo A, problema 1.

Para f(x,y,z) = (y + 1) — (x* — 4)? + 22, determine los puntos criticos y su naturaleza.
Resultado: minimo relativo en (0, —1,0), con f = —16; puntos silla en (£2, -1, 0).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 92.
Ejercicio propuesto 1.6.7
Adaptado de: 1er final 2025-2, tipo A, problema 1.

Una caja en forma de paraleleplpedo rectangular esta inscrita en la region limitada por el

ehpsmde = + + % =1(con z > 0) y el plano XY. Determine las dimensiones de la
caja de volumen maxlmo

Resultado: base de %5 X %‘B, altura v/3; Viypor = IGT‘B.

16
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— Resolucién en el Apéndice E, p. 93.

Ejercicio propuesto 1.6.8

Adaptado de: ler final 2024-2, problema 1.

Use multiplicadores de Lagrange para determinar el punto del paraboloide hiperbélico
z—4x? + 4y2 — 5 = 0 mas cercano al origen.

Resultado: <0, i@, é), a una distancia %.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 93.

1.7 Errores frecuentes

1. Cuadrado de un negativo: (-3)> = +9y (=8)> = +64. En D = faxtyy — (fxy)2 el
signo menos de afuera se conserva: —(—8)? = —64.

2. Perder la raiz x = 0: en 2x(3x — 4) = 0 hay dos factores y dos soluciones. Cuenta los
factores antes de seguir.

3. Dividir en lugar de factorizar: dividir entre x, z 0 (y — x) elimina el caso en que ese
factor vale cero, y con él puede perderse el maximo.

4. Clasificar con f,,,: con D > 0, el tipo lo decide fy,. Si D <0, es silla sin mirar nada
mas.

5. Aritmética incompleta: 6x - 6y = 36xy, no 6xy. Al evaluar f se sustituyen todos los
términos.

6. Coordenada intrusa: la segunda coordenada se obtiene con la ecuacién ya despejada.
Si se usa otra (por ejemplo y% = x en lugar de y = x?) pueden aparecer puntos que no
son criticos.

7. Raiz olvidada: y? = 4 = y = +2. Se escriben los dos puntos.

8. Base y tapa: un tanque cerrado tiene 271> de base y tapa; uno abierto, 7rr?. Se responden
el radio y la altura.

9. Caja inscrita: con simetria, los lados son 2x y 2y, y el volumen es 4xyz, no xyz.

10. D = 0 no significa «no hay extremo», sino que el criterio no decide.

1.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Puntos criticos: Vf = 0. Factoriza; no dividas.

= 2variables: D = fi f,, — f,?y -D >0, fyx > 0 minimo - D > 0, f, < 0 maximo - D < 0
silla - D = 0 no decide.

= 3variables: (Ay, Ay, Az) = (+, +,+) minimo - (—, +, —) maximo - otro patrén con Az # 0
silla.

= Lagrange: Vf = AVg, g = ¢ — casos — evalua f en todos.

= Region cerrada: puntos criticos interiores + frontera con Lagrange — compara valores.

» Distancia: minimiza d?.

» Cilindro V = nr?h, pared 2zrh - esfera V = %nr3, A =4 conoV = %nrzh - caja
con tapa 2(xy + xz + yz), sin tapa xy + 2xz + 2yz.
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1.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe qué tipo de problema es: libre (2 o 3 variables), Lagrange, aplicado o regiéon
cerrada.

. Para un aplicado: dibujo, variables, funcién objetivo y restriccion, antes de derivar.

. Las derivadas en general, luego igualadas a cero.

. Factoriza y anota todos los puntos.

. D (0 Ay, Ay, A3) en general y luego en cada punto.

. La tabla final: punto - criterio - tipo - valor de f, con el resultado exacto recuadrado.

AU W N

Si no se encuentra el camino, escribe la funcién objetivo y la restriccion, el sistema V f = 0
(o Vf = AVg) y el criterio de clasificacion. El planteamiento correcto también cuenta.
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Unidad 2 - Parte A - Funciones vectoriales: curvas, triedro movil,
curvatura, torsion y normal a una superficie

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno utilizara e interpretara
las variaciones de una funcién vectorial de variable vectorial y las aplicara
para resolver problemas fisicos y geométricos en el sistema de referencia mas
conveniente.

Instrucciones de emergencia

» Frecuencia: aparece en 32 de los 35 examenes revisados, de 2016 a 2026. Casi
siempre es el problema 2 y vale de 15 a 20 puntos.
= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 2A.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 2A.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 2A.5 con crondémetro (15 min cada uno).

2A.1 Conceptos y expresiones

Funciones vectoriales. Una funcion vectorial de variable escalar asigna a cada valor
del parametro ¢ un vector:

(1) = x(O) i+ yO) ] + 2O k = (x(0), y(@), 2(1))

Cuando F(t) es el vector de posicién de una particula, su extremo describe una curva
y t suele ser el tiempo. Una funcidén vectorial de variable vectorial, como ﬁ(p, m),
depende de dos o mas parametros: con dos parametros describe una superficie. Un
campo vectorial asigna un vector a cada punto del espacio, por ejemplo F (x,y,2).

Derivada. Se deriva componente por componente:

) = (x®), y' @), /(1)

= 7/(t) es tangente a la curva y apunta en el sentido en que crece ¢.

» En mecénica: velocidad v = 7/, rapidez |, aceleracién d = r”.

= Para R)(p, m) se usan las derivadas parciales R)p y ﬁm, que son tangentes a la superficie.
Propiedades de la derivada.

s @4V =u' +v' y(fu)y = fu+ fu’.

s (VY =uV+u-v

» (ixV) =4’ xV+uxv’,sin cambiar el orden de los factores.

= Si|[F(t)| es constante, entonces 7 - 7’ = 0: el vector y su derivada son perpendiculares.
Diferencial. dF = 7’(¢)dt es un vector tangente a la curva; su norma |dF| = ds es el
elemento de longitud de arco. Para una superficie, dR = ﬁp dp+ ﬁm dm: los vectores ﬁp y

ﬁm generan el plano tangente.
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Longitud de arco. La longitud recorrida desde ¢, es
t
s = | ()l du
b

Si se despeja t(s) y se sustituye en 7, la curva queda parametrizada por longitud de
dr . . -
oy y el vector tangente unitario es simplemente T = —.

s s
Triedro mavil. En cada punto de la curva hay tres vectores unitarios, perpendiculares
entre si:

arco. Con ese parametro,

Vector Expresion Significado
- 7’ s
Tangente T R hacia donde va la curva
Binormal B ==, perpendicular al plano en el que la curva se
IFr 7] dobla
Normal BxT hacia donde se dobla la curva
principal N
Curvatura y torsion.
|r Xr/’| 1 (r ><r//) >m
K = N = -, T = —_>
| /|3 p K |r X7 |Z

= La curvatura k > 0 mide cuénto se dobla la curva. Una recta tiene k = 0.

= peselradio de curvatura. La circunferencia de curvatura (circulo osculador) tiene
radio p y centro C = F(ty) + p N, y esté en el plano osculador.

= La torsion 7 mide cuanto se sale la curva de su plano. Lleva signo: puede ser negativa.
Una curva plana tiene 7 = 0.

Formulas de Frenet-Serret (derivadas respecto a la longitud de arco):

ar dN L dB .
ds N I——KT"FTB, E——TN

Planos del triedro en el punto P(xy, ¥y, z): ny(x — xg) + noy(y — ) + n3(z — z5) = 0, con

Plano Vector normal 7 Contiene a
Osculador BoF’' x7” TyN
Normal To?’ NyB
Rectificante N TyB

Componentes tangencial y normal de la aceleracion. La aceleracién se descompone
en el plano osculador como & = ar T + ay N, con

v-d |V x @l oy
= ay = —=— =« V|
vl

20
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= ar cambia la rapidez: si es negativa, la particula frena.
= gy > 0 cambia la direccion: es la parte que hace girar.
= Como vectores: dr = ap Ty dy = d — dr.

Vector normal a una superficie.

-

= Superficie dada por su ecuacion vectorial ﬁ(p, m): N= ﬁp X Rp,.
= Superficie dada por F(x, y,z) = 0: N = VF.
X _Y~W _Z2"%

; x—
= Plano tangente en P: N - (X — P) = 0. Recta normal: = =
N N, Ny

= Una curva que pasa por P es tangente a la superficie en P si 7’ (t) - N =o.
= Angulo entre una curva y una superficie: es el complemento del angulo entre 7’ y
la normal, asi que se usa el seno:

-
IF”- NI
=T
IF’1IN
S
= Curva de interseccion de dos superficies: su direccién tangente en P es Ny x Nj.

Derivadas que se usan.

Funcién Derivada
sen(at) acos(at)
cos(at) —asen(at), con signo menos
cosht senht, sin signo menos
senht cosht
At ae
2
ln(tz) ?
11 Lo
2t 2 2t2
Valores: sen0 = 0, cos0 = 1; sen% =1, cos% = 0;senm = 0,cosm = —1; cosh0 = 1,
senh 0 = 0.

2A.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento

«vectores f", N , B», «triedro mévil» en un punto  triedro 2A3.1y2A3.2

«curvatura», «radio de curvatura», «torsion» K, p, T 2A.3.2

«particula», «aceleracién tangencial y normal»  componentes dela  2A.3.3
aceleracion

«plano osculador», «normal», «rectificante», planos del triedro 2A3.4

«centro de la circunferencia de curvatura»

21
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Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento
«en términos de la longitud de arco», «ha longitud de arco 2A35
recorrido 40 unidades»

la curva esta dada como interseccion (x = z, parametrizar 2A.3.1

2 +y?=4) primero

«demostrar que la curva es tangente a la curva y superficie ~ 2A.3.6
superficie», «angulo entre S y C»

«plano tangente y recta normal» a ﬁ(s, t)oa normal a una 2A3.6

F=0 superficie

«recta tangente a la curva de interseccion de K]l x NIZ 2A3.6

dos superficies»

2A.3 Procedimientos

2A.3.1 Punto, parametro y derivadas

1. Sila curva viene como interseccion de dos superficies, parametrizala. Por ejemplo,
x?+y? =4y x=zdan#({t) = (2cost, 2sent, 2cost).

2. Encuentra ty: iguala la componente mas sencilla de F(¢) a la coordenada del punto y
comprueba las otras dos.

3. Deriva en general, con t: 7'(¢), 7 ”(t) y, solo si piden torsion, 7" (¢).

4. Después evalta en ty. Desde aqui se trabaja con nimeros.

2A.3.2 Triedro, curvatura y torsion

1. Rapidez: [F/| = \x'2 + y2 + 272,

2. Producto cruz 7’ x7” (2A.3.7) y su norma.

7/ x7”| .
3. W con el denominador al cubo.
r
N _>I N =n
4 =Ly X
|r | |r x7”|

5. N = BxT, en ese orden. Comprueba que [N| =1y N -T = 0.

a4 zmn
(F'xF") -7 . .
6. T W con el denominador al cuadrado y sin valor absoluto en el
r’xF
numerador.

2A.3.3 Aceleracion tangencial y normal
Lv= ?’(to) a=r"(t)y Wl

2. ar = | | (es solo un producto punto).
v
3. ET =dar f =

IVI

4. dy = a — ar. Comprueba: |ay| =

Ql

Vxa . .
=— yan -v=0.
Wl

22
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2A.3.4 Planos del triedro y circunferencia de curvatura

1. Elige el vector normal del plano con la tabla de 2A.1 (se puede usar cualquier multiplo:
7/ x7"” en lugar de B).

2. Escribe ny(x — xp) + ny(y — y) + n3(z — zp) = 0 con el punto de la curva y simplifica.

3. Circunferencia de curvatura: radio p = < ¥ centro C=P+ pN .

2A.3.5 Longitud de arco

1. Calcula |#’(u)| y simplifica (en una hélice sale constante).
2. s(t) = J [F”(u)| du, desde el punto donde empieza a medirse.
)

3. Para reparametrizar, despeja t(s) y sustituye en 7.
4. Para «la posicion después de recorrer L unidades», resuelve s(t) = Ly evalta F(t).

2A.3.6 Curva y superficie
1. Vector normal de la superficie en el punto: N= ﬁp X ﬁm o N = VF.

2. Tangencia: comprueba que el punto esta en la curva y en la superficie, y que 7 '(to)-ﬁ =
0. R
ay

3. Angulo: sena =

o _,| . Si el producto punto vale cero, el d&ngulo es 0: la curva es

7| IN
tangente.

4. Plano tangente y recta normal: con N y el punto (2A.1).

5. Recta tangente a una interseccion: N; = VF;(P), N, = VF,(P), direccién N; x Ny;
simplifica la direccién dividiendo entre un factor comun.

2A.3.7 Producto cruz

ik
dxb=la; ay as| = (aghs —ashy, —(arb3 —ashy), arb, — azhy)
by by b

Componente i: tapa la primera columna y calcula ayb; — azb,.

Componente j: tapa la segunda columna, calcula a;b; — azb; y cambiale el signo.
Componente k: tapa la tercera columna y calcula a;b, — ayb;.

Comprueba: el resultado multiplicado (punto) por d y pori; da cero.

ixj= k, jx k=ikxi= J; en orden contrario cambia el signo.

gk LN

2A.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler final 2025-1, tipo A, problema 2.

Sea la curva C de ecuacién vectorial 7(t) = 3costi+ 3sentj + 4t k.

= a) Obtenga la ecuacion vectorial de C en términos de su longitud de arco s.
= b) Determine los vectores T, N y Benel punto (—3,0,47x).

Como préctica se calculan también «, 7, ar, ay y los tres planos.

Datos: hélice de radio 3 y paso 8r; punto P(—3,0, 47x).
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Planteamiento. Se buscan t, las tres derivadas evaluadas y el producto cruz 7’ x7#”

con eso se arman todas las formulas de 2A.1.

Resolucion.

1. z =4t = 4n = t; = 1. Comprobacion: 3cost = -3y 3senx = 0.

2. Derivadas: 7/ = (—3sent, 3cost, 4), 7” = (—3cost, —3sent, 0) y ¥ =
(3sent, —3cost, 0).

3. Ent=m7’ =(0,-3,4),7” =(3,0,0) y ¥ =(0,3,0).

4. Rapidez: [F’| = J9sen?t +9cos?t + 16 = 5 para todo t.

5. a)s—J 5du-5t=>t—— dedonder(s)-(ScosE 3sen§ 4€s)

6. Producto cruz (0, —3,4) x (3 0,0):
i: (=3)(0) — (4)(0) = 0;

]: —[(0)(0) — (H)(3)] = 12;
=k (0)(0) (—3)(3) = 9. Queda 7’ x ?” =(0,12,9), con norma 144 + 81 = 15.
A 3 4H\,p=L =(0.2 3)
7.b)T—A—(0 -3,4) = (0, 55)yB_ (0.12,9) = (0, 5,3
8. N=BxT= (g . g - g . (——) 0, O) = (1,0,0): apunta hacia el eje z, como debe
ser en una hélice.
15 _ 3 (0,12,9)-(0,3,0) _ 36 _ 4
9. k===—yr=-"—"TI—"" L= — = —,
55 25 152 225 25
0,—-3,4)-(3,0,0 L. >
10. ar = 0549600 =0yay = Lo 3; comprobacién: «[v|? = % -25=3.

5
11. Planos en (-3, 0,47): osculador 12y + 9(z — 47r) = 0, 0 sea 4y + 3z = 127; normal
—3y +4(z — 4m) = 0, 0 sea 3y — 4z = —167; rectificante x = —3.
2 (<) = s S B\ T_(0_3 4 K= B=(0 % 3).
Resultado: r(s) (Bios 3sen5 = ), T = (O, = 5), N =(1,0,0), B= (O, = 5),

ademas k = 25 YT =5

En una hélice la rapidez es constante, asi que ar = 0: toda la aceleracién es
normal y apunta al eje. Por eso N es horizontal y dirigido hacia el eje z.

2A.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2A.5.1 - Aceleracion tangencial y normal
Adaptado de: 1er extraordinario 2018-1, tipo A, problema 2.

Una particula viaja a lo largo de la trayectoria 7(t) = (t — 1)i + (¢t — 1)2j + %(t - 1)31}
Determine, en el instante ¢t = 1:

= a) los vectores aceleracion tangencial y aceleracion normal;
= b) la curvatura.

Resoluciéon.
LF = (1, 2 - 1), 2t - 1)?) = ¥ = (1,0,0), [¥] = 1.

2. 77 =(0, 2, 4(t — 1)) = d = (0, 2,0).
3. a)\7 d=0=ar=0,asiquedr = 0ydy =d—ar = (0,2,0).
4. vxd=(1,0,0)x(0,2,0) = (0,0, 2), con norma 2.
2
5. b)K_l_S_
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Resultado: dr = 0, dy = 2j y k = 2. Ent = 1 la particula no acelera ni frena: solo gira,
como en una circunferencia de radio %

Ejercicio 2A.5.2 - Funciones hiperboélicas

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-2, problema 2.

La posicién de una particula esta dada por 7(t) = coshti+senht j+k, donde t es el tiempo.
Obtenga en el instante ¢t = 0:

= a) unas ecuaciones cartesianas de la curva;
= b) los vectores aceleracion normal y aceleracion tangencial;
= ¢) la curvatura y la torsion.

Resolucion.

1. a) Como cosh?t — senh?t = 1: x% — y? =1,z =1, enlarama x > 0 porque cosht > 1.

2. 7/ = (senht, cosht, 0) = (0,1, 0) 7” = (cosht, senht, 0) = (1,0,0); 7" = (0,1,0).
3.b)¥=1yv-a=0, amqueaT—OyaN—a—l
4. vxd=1(0,1,0)x(1,0,0) = (0,0,—1), con norma 1.
1 (0,0,—1)-(0,1,0)
5. C)K:F=lyf=l—2=
6; k = 1y 7 = 0. La torsién nula

Resultado: x? —y? = 1,z = 1 (x > 0); dy = i, dr =
confirma que la curva es plana: esta en el plano z=1

Ejercicio 2A.5.3 - Triedro, curvatura, torsiéon y plano osculador

Adaptado de: 2° extraordinario 2018-1, tipo A, problema 3.

SealacurvaC : F(t) = 2senti+3costj+6 k. Determine, para el punto P(0,-3,6):
= a) los vectores TN y B:

= b) la curvatura y la torsion;

= ¢) la ecuaciodn cartesiana del plano osculador.

Resolucion.

1. 3cost = =3 = t; = w. Comprobacién: 2sen = 0.
2. ¥/ = (2cost, —3sent, 0) = (—2,0,0); 7” = (—2sent, —3cost, 0) = (0,3,0); 7" =

( 2cost, 3sent, 0) = (2,0,0).
3. P/ x 7" =(=2,0, 0) % (0,3,0) = (0,0,~6), con norma 6; [7’] = 2.
4. a)T =(~1,0,0), B=(0,0,-1)y N = Bx T = (0,1,0).

6 3 (0,0,—6)-(2,0,0)
5.b)k=—2=2yr=-—22 2 00
) K 3 4 A 36

6. ¢) Normal (0, 0,—6) por P: —6(z — 6) = 0.
Resultado: T = —i, N = 7 B= —I;; K= %, 7 = 0; plano osculador z = 6 (la elipse esta en
ese plano).

Ejercicio 2A.5.4 - Torsion negativa

Adaptado de: ler final 2017-1, tipo A, problema 2.

Una particula se desplaza a lo largo de la curva 7(t) = 2¢ i + costj + (2 + 3) k, donde ¢ es
el tiempo. Calcule, para el punto P(2,1,3):
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= a) la curvatura y la torsién de la curva;

= b) los vectores aceleracion tangencial y aceleracién normal.

Resolucion.

1. 2¢' = 2 = t; = 0. Comprobacién: cos0 =1y 0+3 =3.

2. 7' = (26, —sent, 3t%) = (2,0,0); 7" = (2¢/, —cost, 6t) = (2,—-1,0); 7" =
(Zet sent, 6) = (2,0,6).

3.7/ x7” =(2,0,0)x (2,-1,0) = (0, 0, (2)(-1) — (0)(2)) = (0,0,—2), con norma 2;

P/l =
4. a)k = 2—23 =1 yr= —(0’0’ 2;2 (2,0,6) = le =-3.
5. b)ar = % =2, asi que dr = 2T =(2,0,0).
6. dy =d—dr = (2,—1,0) — (2,0,0) = (0,—1,0). Comprobacién: |dy| = Z =1.
Resultado: k = i = —3;ar = 21y dy = —J. La torsion es negativa y asi se escribe.

Ejercicio 2A.5.5 - Curvatura y plano osculador

Adaptado de: ler extraordinario 2025-2, problema 2.
N R ~o 1 .
Seala curva 7(t) = ti+ In(t?) j + o k. Determine en el punto P (1, 0, %)

= a) la curvatura;
= b) la ecuacion cartesiana del plano osculador.
Resolucion.

1. x=t=1=t; = 1. Comprobacién: In1 =0y 1

S 2 1 . 2 1
2.r’:(1,—,——> 12——~”:(0,——,—>=>0—21.
t 212 ( ) 127 43 ( )

3.7 x77 = (2 1_(__)( 2), —[1-1-0], 1-(~2) - 0) = (1,~1,~2), con norma V6.
4. = J1+4+ > —£a31q e|_"|3:—21\8/ﬁ.
5. )k = —— S\f E 2:iﬁzOAZO&

21421  21N7 147
6. b) Normal (1,-1,-2) por P: (x — 1) = (y —0) — 2 (z - l) =0.

2
8V 14
Resultado: k = %; plano osculador x — y — 2z = 0.
Ejercicio 2A.5.6 - Triedro y planos en el origen
Adaptado de: 1er extraordinario 2024-1, problema 2.
Sea la curva é(0) = O cos 01+ 0senfj + send k. Determine, en el origen de coordenadas,

los vectores del triedro movil f N R B y las ecuaciones cartesianas de los planos osculador,
normal y rectificante.

Resolucion.

1. En el origen, &, = 0.
2. ¢/ =(cos@—0senb, send + O cosb, cosh) = (1,0,1).
3. ¢” =(—2senf —Ocosh, 2cos —Osend, —senB) = (0, 2,0).
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4. ¢’ x¢” =(1,0, ) (0 2,00=(0-0—-1-2, —[1-0-1-0], 1-2-0) =(=2,0,2).
S S

5. 7= 2(1,0,1), B 2( 1,0,1)yZAV BxT =(0,1,0). A

6. Planos por (0,0,0): osculador (L B) —x + z = 0; normal (L T) x + z = 0; rectificante

(LN)y=0.

Resultado: T = (1’02’1), N = B C 1(2) . ; osculador z = x, normal x + z = 0, rectificante

y = 0. El enunciado original llama «tangente» al plano normal.

Ejercicio 2A.5.7 - Recta parametrizada por longitud de arco

Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 2.

Dadala curva7(t) = (1+2t, 5— 3¢, 2 + 4t):

= a) parametrice la curva con respecto a la longitud de arco, 7(s);
= b) calcule el vector tangente unitario utilizando 7(s);
= ) obtenga el valor de la curvatura.

Resolucion.

1. 7/ =(2,-3,4) y [F'| = V4 + 9+ 16 = /29, constante.
t
2. szJ @du:@t:tzi
@

3s 4s
3. a)F(s) = ( 5— )
F F G
4. b) Con s como parametro, T= ﬂ = —(2 —3,4), que ya es unitario.
ds 29

5. ¢) ar za,asiquelczo.
ds

(2,—3,4)

V29

Ejercicio 2A.5.8 - Curva dada como intersecciéon

Resultado: 7(s) como arriba, T = y k = 0: la curva es una recta.

Adaptado de: 3er extraordinario 2024-1, problema 3 (repetido en el 2° final 2024-1, tipo A).

SealacurvaC : x =z, x? + y? = 4. Determine la curvatura en un punto P de C en el
que el vector tangente unitario sea paralelo al vector v = i + k.

Resolucion.

1. Parametriza: 7(t) = (2cost, 2sent, 2cost).
2. 7’ = (—2sent, 2cost, —2sent). Para que sea paralelo a (1,0, 1), la componente y debe
anularse: cost = 0, asi que t = 1 ot= 37” es decir, P = (0, +2,0).
3. Ent = Z:7/ = (-2,0, 2)y%” = (—2cost, —2sent, —2cost) = (0,—2,0).
4 F X = ((000) - (<2)(=2), ~[(=2)0) — (~2)O)), (-2)(2) ~0) = (~4,0,4), con
norma 4+/2.
N/

5. [F/| = 2v2,asique [P/P = 16V2y k = —= = -,
16v2 4

6. Ent = 37” se obtiene el mismo valor.

Resultado: en P(0,2,0) y en P(0,—2,0), k = i. La curva es una elipse en el plano x = z.
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Ejercicio 2A.5.9 - Curva tangente a una superficie

Adaptado de: ler extraordinario 2024-2, problema 2 (repetido en el ler extraordinario 2025-1).

Demuestre que la curva C : 7(t) = (— -2, = —3, cos(t — 2)) es tangente a la superficie

St X3+ +28 —xyz= OenelpuntoQ(O,— ,1).

Resolucion.

1. cos(t—2)=1y g — 2 =0dant, = 2. Comprobacién: % —3 =-1.Elpunto esta en la
curva.

2. F(Q) =0+ (—~1)+1—0 = 0: el punto esta en la superficie.

L, (3?4 -,
3.7 = e —sen(t —2) | =r’(2) =(3,-1,0).
t

4. VF = (3x% — yz, 3y% — xz, 32> — xy) = VF(Q) = (1,3,3).

5. F/(2)-VF(Q)=3—3+0=0.

Resultado: la tangente a la curva es perpendicular a la normal de la superficie en un
punto comun: la curva es tangente a S en Q.

Ejercicio 2A.5.10 - Angulo entre una curva y una superficie

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-1, problema 2.

Sean la superficie S : R)(p, m) = (m+p)i+(m—p)j+ampkylarectaC : x =

t—2, y=—t—2, z= -8t Calcule el angulo de interseccién entre Sy C en el punto P

que corresponde a p = 1.

Resolucion.

1. Conp=1:m+1=t—2ym—1=—t—2. Sumando, 2m = —4,asiquem = -2yt =1.
Comprobacwn en z: 4(—2)(1) = —8 = —8(1). El punto es P(—1,-3,-8).

2. Ry=(1,~1,4m) = (1,-1,-8) y Ry, = (1, 1,4p) = (1,1,4).

3. N=RpxRy = ((—1)(4) =8)(D), ~[(M® = =D, MDD - (-D(D) = (4,-12,2).

4. 7’_(1 -1,-8)yrF -N=4+12-16 = 0.

5.sena=0=a=0.

Resultado: @ = 0. La recta es tangente a S; de hecho esta contenida en ella, porque S es
z=x2—yly(t-22-(t+2)>%=-

2A.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.2A.

Ejercicio propuesto 2A.6.1

Adaptado de: 2° final 2024-2, tipo A, problema 2.

Una particula se desplaza a lo largo de la trayectoria C : x =t%, y = —t, z = —t%, donde
es el tiempo. Calcule los vectores aceleracion tangencial y aceleracién normal en el punto
P(1,-1,-1).

Resultado: 4y = %(16, —8,—16) y dy = %(2,8, —2).
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— Resolucién en el Apéndice E, p. 93.

Ejercicio propuesto 2A.6.2

Adaptado de: 1er final 2024-2, problema 2.

SealacurvaC : 7(t) = e i+cos2tj+4 k. Determine la curvatura en el punto P(e?”, 1, 4).

Resultado: k = e 4",

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 93.

Ejercicio propuesto 2A.6.3

Adaptado de: 2° final 2025-1, tipo A, problema 2.

Sea la curva 7(t) = (1 — V8cost)i + (1 — J8 cos t)j + 4sentk. Determine en el punto
P(1,1,4): a) el vector tangente unitario; b) la curvatura y el radio de curvatura; c) la
ecuacion cartesiana del plano osculador.

Resultado: T = (1\/150), = ,p 4; plano osculador x —y = 0.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 94.
Ejercicio propuesto 2A.6.4
Adaptado de: 2° final 2025-2, tipo A, problema 2.

Seala curva 7(t) = costi+sent j+ (cost+sent+1) k. Determine, para el punto P(1,0,2):
a) los vectores T, N y B; b) una ecuacién cartesiana del plano normal.

a_(0LD) & (=21,-1) 4 (=1,-1,1),
Resultado: T = N ,N= T ,B= "5

— Resolucién en el Apéndice E, p. 94.

; plano normal y +z = 2.

Ejercicio propuesto 2A.6.5

Adaptado de: ler final 2025-2, tipo A, problema 2.

Sea la curva 7(s) = 3 sen——17 + —] + 3cos —lAc donde s es la longitud de arco.
Jio <10 10
Determine para el punto A(0, 0, 3) a) los vectores T, N y B; b) la curvatura y la torsion.
FoGL) g R R0 5
Resultado: T = NI N k o T

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 94.

ﬁ

=L

Ejercicio propuesto 2A.6.6
Adaptado de: 1er final 2024-1, tipo A, problema 2.
Al despegar, un avion se desplaza a lo largo de la trayectoria 7(t) = (4 — 3t%) i+ 5 + 4¢% k.

Determine la posicion del avidn en el instante en que ha recorrido 40 unidades de longitud
desde el punto A(1,5,4).

Resultado: (—23, 5, 36), que corresponde at = 3.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 94.
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Ejercicio propuesto 2A.6.7
Adaptado de: 2° final 2018-1, tipo A, problema 2.
SealacurvaC : y=x, z=x?+ y?. Determine en el origen: a) los vectores del triedro

movil; b) la curvatura; c) las coordenadas del centro de la circunferencia de curvatura; d)
una ecuacién general del plano osculador.

A WL o 1A - (L-10), 1).
Resultado: T = " ,N =k B = 7 ;K = 2; centro (0, 0, 2), plano osculador

x—y=0.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 95.

Ejercicio propuesto 2A.6.8

Adaptado de: Guia de extraordinario de 1986, grupo 6, ejercicio 1.

Sea la superficie 7(s,t) = (2s + 3t)i + (—s + 2t) j + (2t — 3s) k. Obtenga la ecuacién del
plano tangente y de la recta normal a la superficie en el punto donde x =1, y = —4.

Resultado: s = 2, t = —1, punto (1, —4, —4); plano tangente 10x — y + 7z + 14 = 0; recta

normal 221 = ¥4 _ z+4
10 —1 7"

— Resolucién en el Apéndice E, p. 95.

Ejercicio propuesto 2A.6.9

Adaptado de: Guia de extraordinario de 1986, grupo 7, ejercicio 2.

Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva de interseccion de las superficies
x2 + 9%+ 2% =49y x* + > = 13 en el punto P(3,2,—6).

Resultado: fo3 = y%: z=—6.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 95.

2A.7 Errores frecuentes

Zn

1. Torsién sin signo. El numerador (7’ x7”) - ¥”” puede ser negativo, y entonces 7 < 0
(ejercicio 2A.5.4). No se le pone valor absoluto. Otro caso: ¥ = (4 cost, 3t, 4sent) en
t=0dak = zisyT:_i

2. Norma negativa. [V, [f’ x7”| y k nunca son negativos; si sale un signo menos, hay
un error.

3. Perder la notacion vectorial. «T = —sent + cost» es un nimero, no un vector. Se
escribe siempre G ) o coni, j,IAc

4. Confundir v con T T =9%/1; solo c01nc1den cuando la rapldez vale 1.

5. Orden del producto cruz. d x b=—bxa Seusa N = BxT:conT x Bsale —N.

6. Evaluar demasiado pronto. Si se sustituye ¢, en 7 y luego se deriva, se deriva una
constante y todo da cero. Primero se deriva con ¢.

7. Evaluar demasiado tarde. Simplificar 7’ x 7” con senos y cosenos antes de sustituir
es lento y propenso a errores. Se deriva, se evalua y se hace el producto cruz con
ndimeros.

8. Potencias de las formulas. k lleva |7 /| (al cubo) y 7 lleva [f/ x 7 ”|? (al cuadrado). En

la hélice del ejemplo 2A .4, k = % no 1—55 (eso es ap).

/|3
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9. Derivadas hiperbélicas. (cost)’ = —sent, pero (cosht)’ = +senht.
10. Angulo entre curva y superficie. Se usa el seno. Si el producto punto es cero, el
angulo es 0 (curva tangente), no 90°.

2A.8 Formulario de emergencia de la unidad

> >n

N ARy AL S N
HNEEE
7 ><r" 1 7 XV” */” )
" K= | — | - p = — - centro de curvatura P + pN T= % con signo.
| /|3 |r ><r”|2
= Frenet-Serret: T/ = KN, N’ =—«T + B, B’ = —tN (derivadas respecto a s).
v fxd_
wap=212 gy = ¥=K|v|2-aN=a—aTT.
i il A A
» Planos: osculador L B-normal 1L T - rectiﬁcante L N.
= 5= [[f’|dt; con s como parametro, T = dr/ds.
N

= Superficie: N = ﬁp X ﬁm o VF - tangencia 7'’ - N=o0- angulo sena = ~
" 7/IIN]
interseccion: direccion Nj x N,.
= Recta: k = 0 - curva plana: 7 = 0.

2A.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Encuentra fy y escribe la comprobacion de las tres coordenadas.

2. Deriva con t y anota 7’ (%)), 7" (ty) y, si hay torsion, 7 (t,).

3. Calcula [f’| y ¥/ x 7”; comprueba el producto cruz con dos productos punto iguales a
cero.

4. Escribe cada férmula antes de sustituir: (cubo) (cuadrado, con signo), ar, ay.

Da T, N, B como vectores unitarios, con N = Bx T.

6. Para un plano, vector normal correcto y punto de la curva. Resultado exacto y recua-
drado.

Si no se encuentra el camino, escribe t, con su comprobacién, 7’ (ty) y 7" (ty), T con ntime-
zn

ros, el determinante de 7’ x 7" planteado y la formula de x sustituida. El planteamiento
correcto también cuenta.

b
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Unidad 2 - Parte B - Funciones vectoriales: coordenadas
curvilineas, gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno utilizara e interpretara
las variaciones de una funcién vectorial de variable vectorial y las aplicara
para resolver problemas fisicos y geométricos en el sistema de referencia mas
conveniente.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en 33 de los 35 examenes revisados, de 2016 a 2026. Casi
siempre es el problema 2 o el 3 y vale de 15 a 20 puntos.
= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccion 2B.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 2B.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 2B.5 con cronémetro (15 min cada uno).

2B.1 Conceptos y expresiones

Coordenadas curvilineas. Un sistema de coordenadas (u, v, w) se define con ecuaciones
de transformacién. Pueden venir de dos formas:
= Forma directa: x = x(u, v, w), y = y(u,v, w), z = z(u, v, w). El vector de posicion es
N
F(u, v, w) = (x, 9, 2).
= Forma inversa: u = u(x, y,z), v = v(x, y,z), w = w(x, y, z).
Al fijar dos coordenadas y variar la tercera se obtiene una curva coordenada; al fijar
una sola, una superficie coordenada.

Vectores base, factores de escala y vectores unitarios.

s

> [Z) .
= Vector base: r,, = a—r tangente a la curva coordenada u (igual para v y w).
u

= Factor de escala: i, = |, |. Mide cuanto se avanza en el espacio por cada unidad de u.
=

R T,
= Vector unitario: ¢, = h_u
u
= Diferencial del vector de posicion: d¥ = 7, du + 7, dv + 7, dw = h,dué, + h,dvé, +
h,, dwé,,.
Sistema ortogonal. El sistema es ortogonal si sus vectores base son perpendiculares
entre si:

P P =0, P Py =0, P fy=0

En la forma inversa, la condicion equivalente es Vu - Vv = Vu - Vw = Vv - Vw = 0. En un
sistema ortogonal, y solo en él:

1 o Vu

hy=—, b=—
‘vl ‘vl
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Si el sistema no es ortogonal, h,, y é, se obtienen de la forma directa: se despejan x, y y se

usa 7.
Jacobiano.
X,y Xy Xy (x,y,Z) detli 7 7
— ] = s = t T,
](u,\/) Yu W Naww) =4 L 7 7]
= Reciproco: ]<%) = (iy) . Por eso nunca hace falta despejar: se deriva lo que se
\ T(x2
u,v

tiene y, si se pide el otro, se invierte.

= Existencia de la inversa: donde J # 0 la transformacion tiene inversa local. Los
puntos donde J = 0 son puntos singulares (en polares, el origen r = 0).

= Signo: intercambiar el orden de dos variables cambia el signo de J. En areas y volimenes
seusa|J|: dAy, = ‘](%)‘dudv.

= Comprobacidon: en un sistema ortogonal, |J| = hy, h, h,,.

Sistemas usuales.

Sistema Transformacion Factores de escala ||
Polares (r,0) x =rcosf,y =rsenf h-=1Lhy=r r
Cilindricas las de polaresy z = z h.=1hg=r, r
(r,0,2) h, =1

Esféricas x = psengcosf,y = psengsend, h,=1, p?sen¢
(0.6.9) 2= peos hy = pseng, hy = p

En esféricas, ¢ es el angulo medido desde el eje z positivo. En cilindricas, ¢ =
(cos 6, sen, 0), &y = (—sen6, cosb, 0), é, = k, de donde

F, = Fycos0 + F, sen0, Fyp = —Fysen0 + F, cos0, F,=F,

Componentes de un vector en la base curvilinea. Si el sistema es ortogonal, d = a, ,+
a, é,+a, é, cona, = @-¢,,a, = @-é,,a,, = d-é,. Enparticular,i = (i-¢,) é,+(-¢,) é,+(-€,,) é,,:
los coeficientes son las primeras componentes de cada é.

o
Operadores en coordenadas curvilineas ortogonales. Con F = F,, é, + F, e, + F,, €,

vf_1<9fA 1of . 19f,

=——¢,+——¢é,+——2¢
hyou h,ov " hy,ow "

v- P‘: _ 1 [a(hvthu) + a(huthv) + a(huthw)
h,h,h., Jdu av ow
R 1 huéu hvév hwéw
VXxF=——1| 9 0, o
x huhvh u v W

v h,F, hyF, hyF,

o () 5 (5 = G

ou\ h, odu ov\ h, odv ow h,, ow

Vif=——0
f hyhyh,,
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Orden de las coordenadas en el rotacional. La férmula del determinante supone que
el orden (u, v, w) es dextrogiro, es decir, que el jacobiano d(x, y, z)/d(u, v, w) es positivo.
Si es negativo, el rotacional sale con el signo cambiado: divide entre el jacobiano con
su signo o reordena las coordenadas. En esféricas usa el orden (p, ¢,0); con (p, 6, ¢) el
jacobiano vale —p?sen ¢.

En cilindricas:

- 10(F o0Fy OF ) ?f
V.F:lg_f_l_e_k_z, sz:li<rl>+l_f+_f
roor rod oz ror\ or r2 902 972
> oF, oF, JoF, JoF, (rF JF,
xF:(l_Z__€>ér+(_r__Z)ég+l(( 9)__r>éz
r 00 0z 0z or r ar 20

L. . 2 1d 2 df
En esféricas, para una funcién que solo depende de p: V°f = — — — ).
prdp\" dp

En cartesianas, con F= (P,Q,R):
v'ﬁ = Px+Qy+RZ) Vxﬁ = (Ry_Qz) i_(Rx_Pz)]A""(Qx_Py) /AC, vzf = fxx+fyy+fzz

Interpretacion fisica.

= La divergencia es el flujo neto que sale por unidad de volumen: positiva en una fuente,
negativa en un sumidero. Si V - F=0e campo es solenoidal.

= El rotacional mide la tendencia del campo a hacer girar; su componente en una
direccion es la circulaciéon por unidad de area. Si V x F= 6 el campo es irrotacional.

= Ellaplaciano es V2 f = V- (Vf). Una funcién con V2 f = 0 es arménica.

Propiedades del operador nabla. Vx(Vf) = 0 - V-(VxF)=0- V~(ff7) = vf~ﬁ+fv-ﬁ

-Vx(fﬁ)Zfoﬁ+foﬁ.

2B.2 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento
«X = ..., y = ... en funcién de u, v»: ortogonal, forma directa 2B.3.1
h, é, jacobiano

«u = ..., v = ... en funcién de x, y»: ortogonal, forma inversa 2B.3.2
h, é, jacobiano

«determine si es ortogonal» y el producto sistema no 2B.3.3
punto no es cero ortogonal

«valor de a para que la transformacion sea ortogonalidad con ~ 2B.3.1
ortogonal» un parametro

«area de la imagen de la region», «dibuje la jacobiano y regién  2B.3.2
region R’ »

«transformar el vector», «expresar i, j, k en componentesenla  2B.3.4
términos de é,, é,, é,,» base nueva

«gradiente de f(u,v) expresado en el sistema»  gradiente 2B.3.5
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Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento
«divergencia», «rotacional» en cilindricas o en  divergencia y 2B.3.6

el sistema UVW; «;es solenoidal?» rotacional

«laplaciano», «funcién armonica» laplaciano 2B.3.7

2B.3 Procedimientos

2B.3.1 Forma directa: dan x(u, v, w)

1. Deriva cada componente: 7, = (X, Yy, Z,)s Ty» T+ Si la transformacion es lineal, los
vectores son las columnas de coeficientes.

2. Ortogonalidad: los tres productos punto. Si hay un parametro, iguala a cero y despeja.

3. h, = E”" con raiz.

N Tu
4. ¢, = —.
u hu
5. ]( ;3};) = det[F, 7, F,,]. Si piden el otro, inviértelo.

6. Comprueba: |J| = h,h,h,, si es ortogonal.

2B.3.2 Forma inversa: dan u(x, y)
1. Gradientes: Vu = (uy,u,) y Vv = (v, ).
2. Ortogonalidad: Vu - Vv = 0.
3. Sies ortogonal: h, = ﬁ (uno entre, con raiz) y ¢, =
u
](ﬂ) = el que casi siempre se pide es ](x—) S
> .yelq pre se p w) = Ty
xy

. Si piden el resultado en u, v, busca una identidad: por ejemplo, u? + v = (x? + y?)%.
u,v
(35)

1. Escribe el producto punto distinto de cero y concluye «el sistema no es ortogonal».

2. El jacobiano se calcula igual.

3. Sipiden h o é: despeja la transformacién inversa, arma F(u, v) y usa by, = [F,| y é, = 7,/ hy.
La férmula h, = 1/|Vu| no vale aqui.

4. No se proyectan vectores con productos punto: la base no es ortogonal.

Vu
val
ux

uy y
v

Vx

(- NS, |

. Area de la imagen: A, = A,., cuando el jacobiano es constante.

Xy

2B.3.3 Sistema no ortogonal

2B.3.4 Expresar un vector en la base curvilinea

1. Demuestra primero que el sistema es ortogonal.

2. Calcula ¢, é,,é,,.

3.a,=ad é,a,=a-é,a, =d-é,,yescribe a = a,é, + a,é, + a,é,.
4. Paral,j, k: sus coeficientes son las componentes x, y y z de cada é.
2B.3.5 Gradiente

1. Calcula hy, h,, h,,.
2. Deriva f respecto a cada coordenada curvilinea.
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3. Divide cada derivada entre su factor de escala y multiplica por su é.

2B.3.6 Divergencia y rotacional

1. Si el campo viene en cartesianas y lo piden en cilindricas, obtén F,, Fy y F, con las
formulas de 2B.1 y sustituye x = rcosf, y = rsen0.

2. Escribe la féormula general con los h del sistema.

3. En el rotacional: comprueba que el orden (u, v, w) da jacobiano positivo (en esféricas,
(p, ¢, 0)); arriba h;é;, abajo h;F;, todo dividido entre h,h,h,,. Desarrolla término a término,
con el signo menos de la segunda componente.

4. Solenoidal: divergencia igual a cero. Irrotacional: rotacional igual al vector cero.

2B.3.7 Laplaciano

1. Identifica el sistema mas cémodo: si f depende de x2 + % + 22, usa esféricas; si depende
de x? + yz, cilindricas; si viene dada en (u, v, w), el sistema dado.

2. Calcula los h y escribe la férmula general.

. Deriva desde adentro hacia afuera y simplifica.

4. Sipiden el valor en un punto, sustituye al final.

w

2B.4 Ejemplo resuelto
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Adaptado de: ler final 2024-1, tipo A, problema 3.

Sea el sistema de coordenadas curvilineas definido por u = —x + 3y, v = 3x + y.
Determine:

= a) si el sistema (u, v) es ortogonal;

= b) los vectores unitarios é,, é,;

= ¢) los factores de escala hy, h,;

= d) el jacobiano ](%)

Datos: forma inversa (uy v en funcion de x y y).

Planteamiento. Se trabaja con los gradientes vy, al final, se invierte el jacobiano. No
se despeja nada.

Resolucion.

1. Vu=(-1,3)yvw=(3 1)

2. a) Vu- Vv = (-1)(3) + (3)(1) = 0: el sistema si es ortogonal.

3. [Vul =V1+9=V10y [V = V9 + 1 = 10.

. —14+3] . 3+

. be, = é, = .
U \/E yey \/TO
5. ¢)hy = hy = ——
Jio
3

s () =[5 -evm-oe--

1 1
7 d) ()= — =
4 J 10 101
8. Comprobacion: hh, = = |J1.
. P G 1) I 5 ) B A AR (ﬂ):_i
Resultado: ortogonal; é, Tio é, o’ h, =h, 7o J e o
Las transformaciones lineales de los exdmenes recientes se resuelven con
pura aritmética: las derivadas son los coeficientes. Lo tinico que hay que
decidir es si se dieron x(u,v) o u(x, y).

2B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2B.5.1 - Transformacién lineal inversa

Adaptado de: ler final 2025-1, tipo A, problema 3.

Sea el sistema u = x — xﬁy, v=+3x+ y. Determine si es ortogonal, los vectores €, é,,
los factores de escala hy, h,, y el jacobiano ](%)

Resolucion.

1.
2.
3.

Forma inversa: Vu = (1,—/3), Vv = (V/3, 1).
Vu - Vv = /3 — /3 = 0: ortogonal.

|Vu|:| v|=V1+3=2,asiqueh, =h, _2
w=(b-F)va=(2.4)
2’ € 272
J(x,y) = ‘\lf \r‘ =14+3= 4, de donde J(i—:‘}j) = i Comprobaci(')n: % % — i
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Resultado: ortogonal; h, = h, = %; ](ﬂ) =1

u,y 4

Ejercicio 2B.5.2 - Area de la regiéon imagen

Adaptado de: 1er final 2025-2, tipo A, problema 3.

Sea la transformacion u = 4x + 8y + 1, v = y — 2x, y sea Ry, una region del plano XY de
area 5 [u?]. Determine:

= a) si el sistema (u, v) es ortogonal;

= b) los vectores é,, ¢, y los factores de escala hy, h,;

= ¢) el jacobiano J %),

= d) el drea de la region R, imagen de Ry, bajo la transformacién.

Resolucion.

1. Vu=(4,8)yVv=(-21).

2. a)Vu-Vv = —8 + 8 = 0: ortogonal.

3. b) [Vu| = V80 = 445 y [Vv| = /5. Entonces ¢, = LZ), é, = ) h, = L= g y

V5 5 45
ho= Lo
v NG 5
wv) |4 8 _ _ xy\ _ 1
4. C)](;y)— 9 l‘—4+16—20, de donde ](u—’v)_ %

5. d) Cada elemento de area se multiplica por ‘](—) =20: A,y =20-5=100.

uy
x,y

N

20

Resultado: ortogonal; h, = =, h,, = \/?5; J= %; area de R, = 100 u>.

Ejercicio 2B.5.3 - Forma directa y transformacioén de un vector
Adaptado de: 2° extraordinario 2025-2, problema 3.

2

Sean las ecuaciones de transformacién x = u? — v, y = 2uv.

= a) Demuestre que el sistema es ortogonal.

= b) Calcule los jacobianos ](%) y ](Z—;)

= ¢) Transforme el vector @ = 2] a coordenadas curvilineas (u,v), conu > 0y v > 0.
Resolucion.

1. Forma directa: 7, = (2u, 2v) y 7, = (—=2v, 2u).

2. a) 7, - F, = —4uv + 4uv = 0: ortogonal.

3. hy = hy = Jau? + w2 = 2u? + 2.

2u  —2v
Xy — — 2 2 P 3 uv
4. b) ]( u,v> N 4(u® + v°), que coincide con hyh,; ]( x’y)

(u,v) . (=vu)

1
a 4(u? +v2)’

5. ¢)é, = yé, = .
Ju? +42 Ju? +v2
« 2v N 2u
6. a,=(0,2)-¢,= ————1vya,=(0,2)-¢, =

Ju? +42 \/u2+v2.

L 2veé,+2ue
Resultado: ](%) = 4(u? + ), ](g—;) =2 t r

S YT T e
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Ejercicio 2B.5.4 - Forma inversa no lineal

Adaptado de: ler extraordinario 2026-1, problema 2.

Sea el sistema curvilineo u = x? — y?, v = 2xy. Determine:

= a) si el sistema es ortogonal;
= b) los factores de escala hy, h,;
= ¢) los vectores €, é,;

= d) el jacobiano ](%)
Resolucion.

1. Forma inversa: Vu = (2x, —2y) y Vv = (2y, 2x).

2. a)Vu-Vv = 4xy — 4xy = 0: ortogonal.
3. |Vu| = [Vv] = 2/x2 + 2.
4. b)h, =h, = ———.
2% + y?
=y o ()
5.¢)¢é, = yeé, = .
[x2 432 [x? +32
wv) _ 2% =2Y| _ 2 2 oy 1
6. d) ](x’y> “loy ax|” 4(x* + y*), de donde ](u,v) = e +y2).

1

4u? + 42 .

7. Enu,v: u? + v = (x% — 2% + 4x®y? = (&% + y?)?, asi que ](%) =

1

Comprobacién: h,h, = preem

1 1

Y — =
(u,v) 4()(2 + yZ) 4\/m

inversa de la transformacion del ejercicio 2B.5.3.

L i J .Esla

Resultado: ortogonal; h, = h, = ———;
2/x%+y?

Ejercicio 2B.5.5 - Parametro que hace ortogonal al sistema

Adaptado de: 2° extraordinario 2018-1, tipo A, problema 2.

Sea la transformacion x = 2u? + 12, y= W+ av?, z = 3w.

= a) Determine el valor de a para que la transformacion sea ortogonal.
= b) Exprese los vectores i, j, k en términos de los vectores base €, é,, é,,.

Resolucion.
1. Forma directa: 7, = (4u, 2u, 0), 7, = (2v, 2av, 0), 7, = (0,0,3).
2. 7y Fy=0yF, -, =0 para todo a.
3. a)7, K =8uv+dauwv =4uv(2+a)=0=a=-2.
4. Cona=-2yuv>0:h,= V16u? + 4u? = 25u, h, = J4v% + 16v% = 245 v, h,, =3.
5o = @L0) 4 _ (1-20) 4 _ ¢
- Sy = Nl v NN w — .
6. b) Los coeficientes de i son las primeras componentes de cada é, y asi sucesivamente.
26, +¢é é,— 26, »
Resultado: a = —2;i = —*% v,j =X Y k= é,, (para u,v > 0). Comprobacion:
V5 V5

|J| = 60uv = h,h,h,,.
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Ejercicio 2B.5.6 - Gradiente en un sistema UVW

Adaptado de: 3er extraordinario 2024-1, problema 2 (repetido en el 2° final 2024-1, tipo A).

Sea el sistema UVW definido por x = u — v, y = u + v, z = w. Determine:

= a) si el sistema es ortogonal;

= b) los vectores é,, ,, é,,;

= ¢) el gradiente del campo ¢(u,v,w) = V2u? — V212 + 2w? expresado en el sistema
Uuvw.

Resolucion.

1. Forma directa: 7, = (1,1,0), 7, = (-1,1,0), %, = (0,0, 1).

2. a)F, K =-1+1=0,7,-F, =0y7,F, = 0: ortogonal.

3. hy=v2,h, =+2,h, = R

4.b)é, = \/%(1, 1,0), 8, = J—%(—l, 1,0), 6, =k.

5. ¢) g, = 242w, ¢, = —22v, ¢,, = 4w. Cada una se divide entre su factor de escala.
Resultado: Vo = 2ué, — 2ve, + 4we,,.

Ejercicio 2B.5.7 - Rotacional en un sistema lineal

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-1, problema 3.

El sistema UVW esta definido por x = 2u+2v+w,y = —2u+v + 2w,z = u — 2v + 2w.
Determine:

= a) si el sistema es ortogonal;
= b) los factores de escala hy, h,,, h,,;
= ¢) el rotacional del campo F = wé, + ué, + vé,, expresado en el sistema UVW.

Resolucién.

1. Forma directa y lineal: los vectores base son las columnas de coeficientes, 7, = (2, -2, 1),
7, =(2,1,-2),7%, =(1,2,2).

2. a)F, /,=4-2-2=0,1,-%,=2—4+2=0,F,-F, = 2+ 2 — 4 = 0: ortogonal.
3. b)h, =h, =h,, =4+ 4+ 1 = 3. Comprobacién: J = 27 = 33.

. 3¢, 36, 3é,
4. ¢)VxF==19, 9, 09yl

27 3w 3u  3v

5. Componente é,: = [ 2,(3v) —9,,(3u)] = z—
6. Componente é,: — 27 [8u(3v) 2,,(3w)] =

7. Componente éw [8 (Bu) - 9,(3w)] =
Resultado: ortogonal h,=h,=h, =3V F‘ =3 (é,+¢é,+é,).
Ejercicio 2B.5.8 - Divergencia y rotacional en cilindricas
Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 3.

Sea F(x, ¥,2) =xzi+yzj+xy k. Obtenga su divergencia y su rotacional en coordenadas
cilindricas.

Resolucién.
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1. Componentes cilindricas: F, = xzcos@ + yzsenf =rz; Fy = —xzsenf + yzcosf = 0;
E,=xy=r’senfcosf = %rz sen 2.

2

2. Divergencia: %% +0+0= % =2z
3. Rotacional, componente é,: %% - ‘Z—? = % r? cos 26 = r cos 26.

.~ OF, F,
4. Componente ég: Z—Z’ - ‘;—rz =r—rsen26.

AL l (9(ng) _ % _
5. Componente é,: - [ > | =0 .
6. Comprobacion en cartesianas: V-F=z+z+0=2zyVxF =(x—y, x—y, 0), cuyas

componentes cilindricas son (x — y)(cos 0 + sen0) = r cos 20 y (x — y)(cos 6 —sen ) =
r(1 — sen 26).
Resultado: V- F = 2z y V x F = rcos 20, + r(1 — sen 260) &.

Ejercicio 2B.5.9 - Laplaciano en un sistema curvilineo
Adaptado de: ler final 2017-1, tipo A, problema 3.

Sea el sistema coordenado curvilineo ortogonal definido por x = w12, y= Wi z=w.

Utilice este sistema para calcular el laplaciano de la funcion escalar f(u,v) = u* + v*.
Resolucion.

1. 7, = (2u,2u,0), 7, = (2v,—2v,0), 7, = (0,0, 1); los productos punto son cero.

2. Conu,v > 0: by, = 2v2u, h, = 2J2v, h,, = 1,y hyh,h,, = 8uv.

h,h,, 0 h,h,, o
3. M_f Y 493 :4u2vy M—f U 43 = 4.
h, ou u h, ov v
(4u’v (4auv?
. VZfZL ( )+ (4uv®) _Swduv
8uv du ov 8uv

2

5. Comprobacién: x +y = 2u? y x — y = 2v%, asi que f =
laplacianoes 1 +1 = 2.
Resultado: V2 f = 2.

)24 (x—v)2 24
Gy +Hx—y) :xzy’cuyo

4

Ejercicio 2B.5.10 - Sistema no ortogonal y region imagen

Adaptado de: ler extraordinario 2024-1, problema 3.

Sean la transformacion u = x? + y%, v = x% — 4y? y la regién R del plano xy limitada por

x2—4y2 = 1,4y2—x2 :4,4x2+4y2 :lyx2+y2 =4.

= a) Determine si el sistema uv es ortogonal.

= b) Dibuje la region R en el plano xy.

= ¢) Dibuje la region R’ del plano uv, imagen de R.

= d) Calcule el jacobiano J (%)

Resolucion.

1. a) Vu = (2x,2y) y Vv = (2x, —8y); Vu - Vv = 4x? — 16y, que no es cero en general: el
sistema no es ortogonal.

2. b) R esta entre las circunferencias de radios % y 2y entre las hipérbolas x? — 4y% = 1

(abre hacia el eje x) y x? — 4y? = —4 (abre hacia el eje y). Por simetria basta el primer
cuadrante.
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2 4ut+v

3. ¢) Las curvas frontera son u = i, u=4v=1yv = —4 Como x* = S >0y
y? = ? > 0, la imagen ademds cumple —4u < v < u. R’ es la parte del rectangulo
i <u <4,—4 <v<1que queda dentro de esa cufia.
uv\ _ 2x 2y _ _
4. d) ](X,y> Tlox -8y " 16xy — 4xy = —20xy.

5. ](%) = —;. En el primer cuadrante, xy = é\/(4u +v)(u—v).

20xy
1 1

205y 4 f(au s )

Resultado: no ortogonal; J ( %) = en el primer cuadrante.

2B.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.2B.

Ejercicio propuesto 2B.6.1

Adaptado de: 2° final 2025-1, tipo A, problema 3.

Sea la transformacion u = x—2y, v = x+2y. Determine: a) si el sistema (u, v) es ortogonal;
b) el jacobiano J (%), ¢) las ecuaciones de la transformacion inversa; d) los factores de
escala hy, h,; e) los vectores €, €,.

. L 1 utv _ v-u, _ _ 5., (271
Resultado: no es ortogonal; J = 75x = ==,y = /= hy = hy = 71 ¢, = N
& = @1

v s

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 95.

Ejercicio propuesto 2B.6.2

Adaptado de: ler final 2024-2, problema 3.

Seael sistema u = x —4y +z,v = x —z, w = 2x + y + 2z. a) Determine si es ortogonal. b)
Obtenga é,, é,,, é,,. ¢) Transforme el vector i = 21 + j + 2k a la base {é,,¢,,é,,}.
Resultado: ortogonal; &, = (1’74’1), é, = (1’0’71), y = (2’1’2); U=38,.

3V2 V2 3

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 96.

Ejercicio propuesto 2B.6.3

Adaptado de: 2° final 2024-2, tipo A, problema 3.

Sea la transformacién x = % y = % y sea la funcién f(u,v) = v2u*v3. Calcule el
gradiente de f.

Resultado: h, = h, = ‘/75; Vf = 8ubv3é, + outv e,

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 96.
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Ejercicio propuesto 2B.6.4

Adaptado de: ler extraordinario 2018-1, tipo A, problema 3.

Calcule la divergencia del campo ﬁ(x, y,2) = (x> + y)(xi+ y)) + zk en coordenadas
cilindricas (p, 6, z).

Resultado: F, = p Fy=0F,=2zV- F= 4p% + 1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 96.

Ejercicio propuesto 2B.6.5

Adaptado de: 1er extraordinario 2025-2, problema 3.

Sea la transformacioén x = ucos6, y = vsenf, z = 1% +v2. Determine: a) el vector base é;

b) el factor de escala h,; c) el jacobiano ](%)

Resultado: &) = (—usenf, vcosf, 0); h, = v/sen?d + 4v%; J = 2u? sen®d — 2v2 cos? 6.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 96.

Ejercicio propuesto 2B.6.6
Adaptado de: 2° final 2025-2, tipo A, problema 3.

Determine si el campo, expresado en coordenadas cilindricas, F(r, 0, z) = (rzz + g sen 9) é+

2¢, es solenoidal.

(rcosf)éy — %rz
Resultado: V - F = 0: si es solenoidal.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 96.

Ejercicio propuesto 2B.6.7

Adaptado de: 2° final 2018-1, tipo A, problema 3.

Obtenga el laplaciano de la funcién f(x, y,z) = (x® + y? + z2)°/? en el punto B(1, 1,0).
Resultado: sz =30 (x2 + y2 + 22)3/2; en B, 604/2.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 97.

Ejercicio propuesto 2B.6.8

Adaptado de: Guia de extraordinario de 1986, ejemplo del tema III, inciso c.1.

Sean las ecuaciones de transformacion x = 2u + 6v, y = —4u + 3v. Obtenga la expresioén
del gradiente de f(u,v) = 2u + v? referida al sistema x, y y evaltela en el punto u = 1,
v=2

Resultado: Vf = —i1— = ].

— Resolucién en el Apéndice E, p. 97.

2B.7 Errores frecuentes
1. Direccidn del jacobiano. Con x(u, v) sale directo ](J;—f) con u(x, y) sale ](%) y

se invierte. No se despeja.
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2.

10.

hy % mezclados. En la forma directa h, = |,; en la inversa ortogonal h, = ﬁ. Sien

la forma inversa sale h = V10, falt6 el «uno entre».

. Inversa no ortogonal. Si Vu - Vv # 0, la férmula h,, = L no vale (ejercicio 2B.6.1: da

. Vil
5
ol

1
N pero el valor correcto es

. Olvidar la raiz. |(-1, 3)| = V10, no 10.
. Signo del jacobiano. | = —11—0 es valido: el signo depende del orden de las variables.

En 4reas, volumenes e integrales se usa |J|.

. & sin normalizar. é, = 7, /h,,. Si piden el «vector base» sin sombrero, es 7, sin dividir.
. Proyectar sin demostrar ortogonalidad. Antes de escribir a, = a- é, se escribe el

producto punto que vale cero.

. Signo de la segunda componente del rotacional. V x F= (Ry—Q)i—(Ry—P)j+

(Qx—P)) k. Por ejemplo, ¥ = (y? + 5yz, x — 322, x + ) tiene V x¥ = (1 + 62) i + (5y —
1D+ -2y—52)k

. Factores de escala en el rotacional. Arriba h;é;, abajo h;F; y todo entre h,h,h,,.

Angulo de las esféricas. Confirma que ¢ se mide desde el eje z: entonces hg = p sen ¢
y |7 = p?sen ¢. Con el orden (p, 8, $) el jacobiano sale —p?sen ¢; con (p, ¢, 0), +p>sen ¢.
Para el rotacional usa (p, ¢, 0): con el otro orden el resultado sale con el signo cambiado.

2B.8 Formulario de emergencia de la unidad

Directa x(u, v): h, = |f,)|, &, = ¥,/hy, ](%) = det[#, 7, ].

Inversa ortogonal u(x, y): h, = 1/|Vul, &, = Vu/|Vu|, ](%) = l/](i—;)
Ortogonal < productos punto nulos - ortogonal = |J| = h,h,h,,.
Cilindricas h = (1,r,1), |J| = r - esféricas h = (1, psen ¢, p), | J| = pzsen¢.
a,=d-¢é,-F =F.cos0+ Fy, sen®, Fy = —Fsenf + F, cos 0.
—y 13,
vf=Y iy 9. &
L_ ; huhvhw ARy I ; huhvhw
Vo = i oy MR) 9 = i By (Ma, )
hé, h,é, h,é,
VxF = m det| 9, 9y dy |, con (u, v, w) dextrogiro (esféricas: (p, ¢, 6)).
o huFu hVFV hWFW
Solenoidal: V - F = 0 - irrotacional: V x F = 0 - arménica: V2 f=o.

“ g:ad—bc.

2B.9 Procedimiento recomendado en el examen

AU WN =

. Escribe arriba «forma directa» o «forma inversa», segtin lo que se haya dado.
. Deriva y arma los dos o tres vectores (o gradientes).

. Productos punto: «el sistema es (0 no es) ortogonal», con la frase completa.

. h con raiz (y «uno entre» en la forma inversa ortogonal), luego é.

. Determinante, inversion si hace falta y comprobacién |J| = h,h,,.

. Para un operador: los h, la formula general escrita y después la sustitucion.
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7. Resultado exacto y recuadrado.

Si no se encuentra el camino, escribe qué forma se dio, los vectores derivados, el producto
punto planteado,  con niimeros y la matriz del jacobiano, aunque el determinante quede
sin terminar. El planteamiento correcto también cuenta.
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Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y
funcion potencial

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno calculara integrales de
linea de funciones vectoriales y las aplicara en la resolucién de problemas
fisicos y geométricos.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en los 35 exdmenes revisados, de 2016 a 2026. Casi siempre
es el problema 4 y vale de 15 a 20 puntos; en varios extraordinarios sale ademas
un problema aparte de «conservativo y solenoidal».

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.

= Ruta corta:
1. Lee la seccién 3.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 3.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 3.5 con cronémetro (15 min cada uno).

3.1 Conceptos y expresiones

Curva parametrizada. Una curva C se describe con una funcién vectorial 7(t) =
(x(@), y(@), z(t)), a < t < b. El sentido de recorrido es el de t creciente: de A = F(a)
a B ="F(b). La curva es cerrada si A = B, y la integral se escribe §.

Integral de linea de un campo escalar. Suma los valores de f a lo largo de la curva,
con el elemento de longitud ds = ¢/ (¢)| dt:

b
J fds =j FEO)F/Oldt
C

a

No depende del sentido de recorrido. Con f = 1 da la longitud de la curva.

Integral de linea de un campo vectorial: el trabajo. Si F= (P,Q,R) es una fuerza, el
trabajo que realiza sobre una particula que recorre C es

b
w:J ﬁ-d?:J ﬁ(?(t))?’(t)dt:J Pdx+Qdy + Rdz
C a C

Son las representaciones vectorial, paramétrica y diferencial del mismo niimero. Aqui

.
no aparece [F'’|. Si F es un campo de velocidades y C es cerrada, la misma integral se llama
circulacion.

Propiedades.

= Si se invierte el sentido de recorrido, la integral de un campo vectorial cambia de signo:
[ cF-di=—[.F-dr.

= Si C esta formada por tramos C;, Gy, ..., la integral es la suma de las integrales sobre
cada tramo.
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= El valor no depende de la parametrizacion elegida, siempre que se respete el sentido.

Rotacional y divergencia. Para F=(P,Q.R):

VxF= Ox
P

:(Ry_Qz’ _(Rx_Pz)s Qx_Py)a v'ﬁ:Px""Qy"'Rz

oY

J
9y
Q

« Fesirrotacional si V x F = 0.
= Fessolenoidal siV-F = 0. R
= En el plano, con F = (P,Q), solo queda la componente k: Q, — P,.

Campo conservativo y funcién potencial. F es conservativo si existe una funcion
escalar ¢, llamada funcién potencial, tal que Vo = F, es decir, 9, = P, ¢, = Q, ¢, = R.
En una region simplemente conexa (sin «agujeros», como todo R®) son equivalentes:

Afirmacién Significado

VxF=0 el campo es irrotacional

F= Vo existe funcién potencial

Pdx+Qdy+Rdz=dyp la expresion diferencial es una diferencial exacta
Je F - dF solo depende de Ay B la integral es independiente de la trayectoria
gﬁc F-df=0 para toda curva el trabajo en un circuito es nulo

cerrada

Teorema fundamental de las integrales de linea. Si F= Vo, entonces

| Far = o) - o
C

para cualquier curva de A a B: no hace falta parametrizar. El fisico llama energia potencial
a —¢; la cuenta es la misma.

Integrales de linea en coordenadas curvilineas ortogonales. Con factores de escala
hl s hz, h31

d? = hl dql él + h2 dqz ég + h3 dq3 é3, F_: . d? = Flhl d‘]l + thz dqz + F3h3 dq3

Sistema Coordenadas Factores de F-df
escala
Polares r,0) 1L F.dr+ Fyrdo
Cilindricas (1,6, z) 1, r 1) F.dr+ Fyrd0 + F,dz
Esféricas (p,0.¢), $ medido desde (1, psend, p) F,dp+Fypsenddf +
el eje z Fypdg
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En estos sistemas el campo es conservativo si la expresion de la dltima columna es una

2]
diferencial exacta: a—(p = h;F.
4

)
Parametrizaciones que se usan.

Curva 7(t) Intervalo
Segmento de A a B A+t(B—A) 0<t<1
Circunferencia de radio R y centro (xy,yp),  (x9 + Rcost, y, + 0<t<2rm

sentido antihorario
2 2
Elipse L4 L
a2

bz
Hélice

Grafica y = g(x)
Grafica x = g(y)

Rsent)

(acost, bsent)

(Rcost, Rsent, ct)

(t g®)
(g®), v)

segun el tramo
el que se
indique

de x4 a xg

de ys ayp

Trabajo contra la gravedad. Para subir un cuerpo de peso w hay que aplicar F =wk,
que es conservativo con ¢ = wz. Por eso W = w Az, sin importar la forma del camino.

3.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento
Je f ds, «<campo escalar», «masa deun  integral de linea de un 331
alambre» campo escalar
«trabajo», fc E. dr, fc Pdx +Qdy, integral de un campo 333
«circulacién» vectorial: primero el
rotacional
«independiente de la trayectoria», campo conservativo 333y334
«funcién potencial», «diferencial
exacta»
«determine a, b, c para que sea constantes de un campo 3.3.5
conservativo (o irrotacional) y
solenoidal»
campo con &, é, &; 0 €,, &y, €4 trabajo en coordenadas 3.3.6
curvilineas
«trayectoria cerrada», «una vuelta», fﬁc curva cerrada 3.3.7
«peso», «sube», «contra la gravedad» trabajo contra la gravedad W =wAz
campo no conservativo sobre parametrizacion directa 3.3.2

segmentos, elipses o graficas
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3.3 Procedimientos

3.3.1 Integral de linea de un campo escalar

1.
2.

Parametriza la curva: r(¢) y los limites de ¢ (véase la tabla de 3.1).
Calcula 7/(¢) y su norma [F/(t)] = {x’2 + y’2 + z’2. En un segmento es la longitud
|B — A[; en una circunferencia de radio R, es R.
Sustituye x(t), y(¢), z(t) en f.
b

Integra J FE®) 77 @) de.

3.3.2 Trabajo parametrizando la curva

1.

Gl W N

Escribe 7(t) y encuentra los valores de ¢ que corresponden a A y a B sustituyendo sus
coordenadas. Por ejemplo, en (3 cost, sent) el punto (3,0) corresponde at = 0y el
(0,1)at= %

. Deriva cada componente: 7’ (t).

. Sustituye la curva en el campo: F(F)).

. Haz el producto punto F(7(t))-7’(t) y simplifica; casi siempre aparece sen’t +cos® ¢ = 1.
. Integra de t4 a tg. Sila curva tiene varios tramos, suma las integrales.

3.3.3 (Es conservativo? El rotacional

1.
2.

Identifica P, Q y R.

Calcula aparte las seis derivadas cruzadas:

Ox 2 y z
P - P, P
Q Qx - Qz
R R, R, -

3. Compara las tres parejas: Ry con Q,, Ry con P, Qy con Py,

Escribe el rotacional con el patrén de signos + — +: UxF = (Ry—QZ, —(R,—P,), Qx—Py).

. . . = 2 .
5. Si las tres parejas son iguales, V x F = 0: el campo es conservativo (en R* o en una

6.

region simplemente conexa) y la integral es independiente de la trayectoria. Sigue con
3.3.4.
Si alguna pareja es distinta, el campo no es conservativo: sigue con 3.3.2.

3.3.4 Funcibn potencial y trabajo

SN

Integra P respecto a x, con y y z como constantes: ¢ = [ Pdx + g(, 2).
Deriva ese ¢ respecto a y, iguala a Q' y despeja g,

Integra g, respecto a y: g = -+ + h(2). Actualiza ¢.

Deriva respecto a z, iguala a R, despeja h’(z) e integra.

. Comprueba que oy = P, ¢, =Qy ¢, =R.

Calcula W = ¢(B) — ¢(A): final menos inicial.

Es el mismo método que el de las ecuaciones diferenciales exactas, con una variable mas.
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3.3.5 Constantes para que el campo sea conservativo y solenoidal

1. Calcula el rotacional dejando las constantes como letras (3.3.3).
2. Cada componente del rotacional igualada a cero es una ecuacion.
3. Sipiden que sea solenoidal, agrega Py + Q) + R, = 0.
4

. Resuelve el sistema, sustituye las constantes en F y, si lo piden, obtén ¢ con 3.3.4.

3.3.6 Trabajo en coordenadas polares, cilindricas o esféricas
1. Escribe los factores de escala: polares y cilindricas (1,r, 1); esféricas (1, p sen ¢, p).

2. Forma la diferencial F-d7 = h{F; dq;+hyF, dq; +h3 F; dgs. En cilindricas, la componente
Fy se multiplica por r.

a
3. Busca ¢ con a—q) = h;F, con el método de 3.3.4.

i
4. Si existe, W = ¢(B) — ¢(A) con Ay B en las mismas coordenadas del campo. No hace
falta pasar a cartesianas ni parametrizar la recta.
5. Sino existe y el camino es un arco de circunferencia r = constante, entonces dr =0y

solo queda J Fyrdo.

6. Silos puntos vienen en cartesianas y el campo en polares, convierte los puntos: r =
W y 0 segun el cuadrante.

3.3.7 Curva cerrada

1. Calcula el rotacional.

2. SiVxF=0 y el campo esta definido en todo R? (o en una regién simplemente conexa
que contenga la curva), entonces ¢ F-df =0.No parametrices la curva.

3. Sino es cero, parametriza (3.3.2) o, en el plano, aplica el teorema de Green (Unidad 4,
parte A).

3.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: 1er final 2025-2, tipo A, problema 4.

Determine el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x, y,z) = (8xy’2)i +

(12x%y?2)j + (4x2y3)i< cuando la particula se desplaza a lo largo de la hélice

7(t) = (2cost)i+ (2sent)j+ tk, desde el punto A(2,0,0) hasta el punto B (1, V3, 73—[)

Datos: P = 8xy3z, Q= 12x2yzz, R= 4x2y3; A(2,0,0), B (1, V3, %)

Planteamiento. Antes de parametrizar la hélice se revisa si el campo es conservativo:

W= [F-diy,siVxF=0,W =@(B)—p(A).

Resolucion.

1. Derivadas: P, = 24xy%z, P, = 8xy%; Q, = 24xy’z, Q, = 12x°y%, R, = 8x)°,
R, = 12x%y2.

2. Rotacional: R, — Q, = 0, =(R, — P;) = 0, O, — P, = 0. El campo es conservativo
y la forma de la hélice ya no importa.

3. ¢ = [ 8xy*zdx = 4x®y%z + g(y, 2).

4. ¢, = 12x%y%z + gy =0= 12x%y%z = gy =0, asi que g = h(2).
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5. ¢, = 4x%y® + 1 (z) = R = 4x%y° = W/ (z) = 0. Entonces ¢ = 4x%y°z.
6. ¢(B)=4-1~(\E)3~§ =4-3/3. % =431y p(A) =0, porque y = 0.
Resultado: W = ¢(B) — ¢(A) = 4/3  unidades de trabajo.

La hélice esta en el enunciado para tentar a parametrizar. Con el rotacional
nulo, el trabajo solo depende de los extremos. El mismo valor se obtiene
integrando sobre la hélicedet =0 at = %

3.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3.5.1 - Integral de un campo escalar sobre un segmento
Adaptado de: 1er extraordinario 2026-1, problema 3.
Calcule la integral de linea fc(x + y)ds, donde C es el segmento de recta que va del punto
A(0,0) al punto B(4, 3).
Resolucion.
1. 7)) = A+t(B—A)=(4t, 3t),0<t < 1.
2. 7’ =(4,3), de donde |F’| = V16 + 9 = 5.
3. f(F®) =4t +3t =7t

1 271
4 J 7t-5dt:35[t—] =38

0 2 o

35

Resultado: [(x + y)ds = 5

Ejercicio 3.5.2 - Integral de un campo escalar sobre una hélice
Adaptado de: ler extraordinario 2024-1, problema 4.

Calcule [, f(x,y,2)ds, donde f(x,y,z) = x% + 9% + 2% + 2xy y C es la hélice x = cost,
y = sent, z = t, recorrida en el intervalo [-27, 0].

Resolucion.
1. 7’ = (—sent, cost, 1), de donde |[F’| = \/sen?t + cos®t +
2. f(7(t)) = cos®t + sen’t +t* + 2sentcost = 1+t + sen 2t.
0 3 0
t 2t
3.J‘fds=\/§J (1+t2+sen2t)dt=\/§[t+——cos ]
C -2 3 2 -2

3
4. El término del coseno vale —% en los dos limites y se cancela. Queda v/2 (271 + 8%)

227 (3 +47%)

Resultado: [ fds = 3

Ejercicio 3.5.3 - Campo no conservativo sobre una elipse
Adaptado de: 2° extraordinario 2025-1, problema 4.

Obtenga |- F-dF, donde F(x, y) = —yi+x]yC eslaparte de la elipse %2 +y? =1 que se
encuentra en el primer cuadrante, desde el punto P(3,0) hasta el punto Q(0, 1).

Resolucién.
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1L Oy—P,=1- (=1) = 2 # 0: el campo no es conservativo. Hay que parametrizar.
2. F(t) = (3cost, sent). En P:t =0;en Q:t = %
3. 7/(t) = (-3 sent, cost) y F’(?(t)) = (—sent, 3cost).
4. F-7’ =3sen’t +3cos’t = 3.

/2 3
5. J 3dt = —.

0 2

(. F-dr=3Z

Resultado: [ F-dr = =*.

Ejercicio 3.5.4 - Trabajo contra la gravedad

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-2, problema 5.

Una ardilla que pesa 1.2 lb sube a un arbol cilindrico siguiendo la trayectoria helicoidal
x = cost, y = sent, z = 4t, con 0 < t < 87 y distancias en pies. ;Cuénto trabajo realiza?
Datos: w = 1.2 [Ib] = g [Ib]; 0 < t < 8r; distancias en [ft].

Planteamiento. Para subir, la ardilla aplica una fuerza igual a su peso hacia arriba:
F=(0, 0, g), Es un campo constante, conservativo, con ¢ = gz.

Resolucién.
1. Con la parametrizacion: 7’ = (—sent, cost, 4) y F.7 = g 4= 2?4.
8
2. W:J Loy
o 5 5 5
3. Con la funcién potencial: Az = 4(87) —0 =327y W = 2 - 321 = %. Las vueltas

alrededor del tronco no cuentan.
Resultado: W = 222 Ib-ft ~ 120.6 Ib-t.

Ejercicio 3.5.5 - Independencia de la trayectoria

Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 4.

Sea la integral de linea |- F-d, donde F(x, y,z) = e%21+ 32 j + 2xe** k y C es una curva
que une los puntos A(1,1,In3) y B(2, 2,1n 3).

= a) Demuestre que la integral es independiente de la trayectoria.
= b) Obtenga una funcién potencial de F.
» ¢) Calcule el valor de la integral.

Resolucion.
1. a)Ry,—Q, =0—0=0; —(Ry — P;) = —(2¢** — 2¢**) = 0; Oy — P, = 0 — 0 = 0. Como
Vx F =0 en todo R, la integral es independiente de la trayectoria.
2. b) ¢ = [ ¥ dx = xe** + g(,2).
3.y =g, =3y" =g =y +h(2).
4. ¢, = 2xe”* + W' (2) = 2xe** = I’ = 0. Entonces ¢ = xe?* + y°.
2
5. ¢)e?n3 = (%) = 9. p(B) =2-9+8 =26y p(A) =9 +1=10.

Resultado: [ F - dF = 26 — 10 = 16.
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Ejercicio 3.5.6 - Campo conservativo con senos y cosenos
Adaptado de: ler final 2024-1, tipo A, problema 4.
Calcule el trabajo que efectia el campo de fuerzas F(x, y,2) = —(2y? cos z) i—(4xy cos z) j+

(2xy? sen 2)kal desplazar una particula del punto A (\/E, 1, 774[) al punto B (ﬁ, 2, %ﬁ) alo
largo de la recta que los une.

Resolucion.

1. Q, = —4xy(—senz) = 4xysenzy R, = 4xy sen z: componente 1 nula.

2. P, = —2y2(—sen z) = 2y2 senzy R, = 2y2 sen z: componente j nula.

3. P, = —4ycoszy Qy = —4y cosz: componente k nula. El campo es conservativo y la

recta no importa.
4. ¢ = [ -2y?coszdx = —2xy? cos z + g(y,z). Al derivar: ¢y = —4xycosz+g,=0Q =
& =0,y¢0,= 2xy2 senz + g, = R= g, = 0. Entonces ¢ = —2xy2 cos z.

5. ¢(B) = —2v2- 4 - cos 37” = —8\/5(—‘/75) =8.

6. (P(A):—Z\/E'Lcos% :_2\/5.%5 =_2.
Resultado: W = 8 — (—2) = 10 unidades de trabajo.

Ejercicio 3.5.7 - Constantes para un campo solenoidal y conservativo
Adaptado de: ler extraordinario 2026-1, problema 4.
Determine el valor de las constantes a, b y ¢ de forma que el campo F(x, y,z) = (x —by)i+

(y+ax)j+ (bz— cy)IAc sea solenoidal y conservativo a la vez. Con los valores obtenidos,
encuentre la funcién potencial de F.
Resolucion.
1. Derivadas: P, = =b, P, =0; 0y =a,Q, =0; R, =0, R, = —c.
2. Rotacional: (— c—0, —(0-0), a— (—b)) = (—¢, 0, a+b). Conservativo: ¢ = 0y a = —b.
3. Divergencia: 1+1+b=0=b = -2, y entonces a = 2.
4. F=(x+2y)i+(@2x+y)j—2zk.
2 2
5. 0 = [(x+2y)dx = x? +2xy +g(y.2); 0, = 2x+ g, =2x+y =g = y? + h(z);
0, =h(2) = —2z=h=—22
2
Resultado:a =2,b=—-2,c=0y¢p = %Z +2xy + y? — 2%, El término 2xy aparece una
sola vez.

Ejercicio 3.5.8 - Trabajo en coordenadas polares

Adaptado de: ler extraordinario 2024-2, problema 4 (repetido en el ler extraordinario 2025-1).

Sea el campo vectorial ﬁ(r, 0) = (rcos 20) é, — (rsen 26) é. Calcule el trabajo realizado
sobre una particula a lo largo de la curva x? + 2y + y? = 0, del punto A(0, —2) al punto
B(1,-1).

Planteamiento. En polares F-df = F.dr + Fyrdf = rcos 20 dr — r? sen 20 d6. Se busca ¢
con ¢, = rcos 20y gg = —r? sen 26.

Resolucién.
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1. ¢ = [rcos20dr = %rz cos 20 + g(9).

2. gp=—r?sen20 + g’(0) = —r?sen 20 = g’ = 0. Entonces ¢ = %rz cos 20 = %(x2 -9,
porque r? cos 20 = r(cos?  — sen0) = x* — y2.

3. El campo es conservativo y la curva (la circunferencia x> + (y + 1)> = 1) ya no importa.

4. ¢(B)=3(1-1)=0yp(A) = 2(0—4) = -2.

Resultado: W = 0 — (—2) = 2 unidades de trabajo.

Los puntos vienen en cartesianas y el campo en polares. Pasar ¢ a cartesianas
evita calcular 4ngulos en el tercer y cuarto cuadrantes.

Ejercicio 3.5.9 - Trabajo en coordenadas esféricas

Adaptado de: ler extraordinario 2025-2, problema 4.

Obtenga el trabajo que realiza el campo de fuerzas, definido en coordenadas esféricas por

- . ¢cosO .
F(p,0,$) = ¢psenf €, + ég + senf e,
sen¢

sobre una particula que se desplaza del punto A (1, %, %) al punto B (3, T, %), dados
también en coordenadas esféricas.

Planteamiento. Factores de escala h, = 1, hy = psen¢, hy = p. Como la letra ¢ ya es un
angulo, la funcién potencial se llama aqui f.

Resolucion.

> ¢ cost
1. F-dr = ¢senfdp+

p psengdf+send pdp = psenOdp+p¢pcosfdd+psenddgp.

sen
El sen ¢ se cancela.

2. f=[¢psen0dp=ppsen0 + g0, ).
3. fo = ppcosO+ gy = ppcosd = gg = 0; fy = psenl + gy = psent = g4 = 0.
Entonces f = p @ sen0: la diferencial es exacta.

=3.Z. = =1-Z. r_z
4. f(B)=3 > sent =0y f(A)=1 7 senz = 7.

Resultado: W =0 — % = —% unidades de trabajo.

3.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.3.

Ejercicio propuesto 3.6.1
Adaptado de: ler extraordinario 2018-1, tipo A, problema 4.
Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas F(x, y,z) = (cosy — y? senx — z%)i +

(—xseny + 2ycosx —2)j+ (1 - 2xz)lA< cuando una particula recorre una sola vez la
trayectoria cerrada X234 y2/ 3 =323 (hipocicloide de cuatro puntas).

Resultado: W = 0, porque V x F =0 en todo R3 y la curva es cerrada.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 97.
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Ejercicio propuesto 3.6.2

Adaptado de: 2° extraordinario 2018-1, tipo A, problema 4.

Sea el campo de fuerzas ﬁ(r, 0,z) = (rz°sen®0)é, + (rz* senfcos ) éy + (r’zsenh)é,.
Calcule el trabajo que efectiia en el movimiento de una particula del punto A (1, %, 2)

al punto B(2,0,—1) a lo largo de la recta que los une. El campo y los puntos estan en
coordenadas cilindricas circulares.

Resultado: ¢ = %rzzz sen0y W = —1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 97.

Ejercicio propuesto 3.6.3
Adaptado de: 3er extraordinario 2024-1, problema 4 (repetido en el 2° final 2024-1, tipo A).
Obtenga el trabajo que efectiia el campo de fuerzas F(r,0) = 6 é, — éy en el movimiento

de una particula desde el punto A(2,0) hasta el punto B (2, %) a lo largo del arco de
circunferencia que los une. El campo y los puntos estan en coordenadas polares.

Resultado: W = —x (el campo no es conservativo).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 97.

Ejercicio propuesto 3.6.4

Adaptado de: 1er final 2024-2, problema 4.

Sea F(x, y,2) =x?i+y*j+ 22 k. Determine I F-dfalo largo de la trayectoria C: x = y?,
z = 0, del punto O(0, 0, 0) al punto P(2,/2,0).

Resultado: Q= %(XS + y3 + ZS) y J'Cﬁ . d? _ 8 +32\/§

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 97.

Ejercicio propuesto 3.6.5
Adaptado de: 2° final 2024-2, tipo A, problema 4.
Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x, y,2) = (=y> =2y +2z) i+ (-2x -

3xy? +2) ]+ (y + 8x2> + 6) k en el movimiento de una particula a lo largo del segmento
de recta que une al punto A(—1,2,1) con el punto B(1,0, 1).

Resultado: ¢ = —xy® — 2xy + 2xz* + yz + 6z y W = —10.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 98.

Ejercicio propuesto 3.6.6
Adaptado de: 2° final 2025-1, tipo A, problema 4.
Sea el campo de fuerzas F(r,0) = 4r> sen @ é. +r> cos § é. Determine el trabajo que realiza

al desplazar una particula desde el punto A(0, 0) hasta el punto B (l, g) alolargo de la
recta que los une. El campo y los puntos estan en coordenadas polares.

Resultado: ¢ = r*senfy W = 1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 98.
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Ejercicio propuesto 3.6.7
Adaptado de: 2° final 2025-2, tipo A, problema 4.
Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x, y) = yi— xj cuando una

particula se desplaza sobre la trayectoria triangular con vértices en A(0,0), B(1,0) y
C(0, 1), recorrida en sentido antihorario.

Resultado: W = —1.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 98.

Ejercicio propuesto 3.6.8

Adaptado de: ler extraordinario 2024-2, problema 3 (repetido en el ler extraordinario 2025-1).

Determine si el campo vectorial

> R y R z N
F(x,y,2) = (Inx + sec®(x + T+ (sec?(x +y) + ) + k
Gy 2) = ( (c+) ( e I eree
es conservativo y solenoidal.
Resultado: es conservativo, con ¢ = xInx — x + tan(x + y) + % In(y? + %), y no es
solenoidal: V- F = % + 4 sec(x + y) tan(x + y).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 98.

Ejercicio propuesto 3.6.9

Adaptado de: 1er extraordinario 2018-2, problema 3.

= z . 2z N 1  tan?0).
Sea el campo F(r,0,z) = - sec? 0 G+— sec’ftan@ e9+(— + ) é,, en coordenadas
r r r

cilindricas. Compruebe que es conservativo y calcule el trabajo que realiza al mover una
particula del punto A (1, %, 1) al punto B(2,0, 2).

Resultado: ¢ = Z sec?d yW=-1
r

— Resolucién en el Apéndice E, p. 99.

3.7 Errores frecuentes

1. Signo de la componente j del rotacional: lleva un menos delante, —(R, — P,), o
bien P, — R,. Escribe el determinante y el patréon + — +.

2. |F’| en el lugar equivocado: vaen [ fdsymno vaen |, F-dr.

3. Limites de ¢: se encuentran sustituyendo A y B en F(t). Recorrer la curva de Ba A
cambia el signo del trabajo.

. ’
4. Derivadas de seno y coseno: (cosz)’ = —sen z; con un menos delante, (—cosz)" =
. 3
+senz. [ senudu = —cosu. En el segundo cuadrante el coseno es negativo: cos 4=
_i2

>

5. Orden de la resta: W = ¢(final) — ¢(inicial), nunca al revés.

6. Términos repetidos en ¢: si 2xy ya salié al integrar P, no se vuelve a sumar al integrar
Q. Por eso se integra una sola vez y luego se deriva y se compara.
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7. Factores de escala: en polares y cilindricas Fy se multiplica por r; en esféricas, Fy por
psendy Fy por p. Sin ellos la potencial no cuadra.
8. Curva cerrada con rotacional nulo: el trabajo es cero solo si el campo esta definido
—yi+xj
en una region simplemente conexa que contenga la curva. Un campo como H
x“+y
tiene rotacional nulo y circulacién 27 alrededor del origen.
9. «Recta» en cilindricas o polares: no significa que r, 8 y z varien linealmente. Con
funcién potencial no importa: solo se usan Ay B.
10. Constantes: a +b = 0 da a = —b; no se divide entre una constante que podria ser cero.

3.8 Formulario de emergencia de la unidad

o o fds= [ FGO)F/@)dt- [ F-dF = [P FF@) -7/ () dt = [ Pdx +Qdy + Rdz.

= Segmento? = A+t(B— A),t € [0, 1] - circunferencia (xy + Rcost, y, + Rsent) - elipse
(a cost, bsen b). .

» VxF=(R,=Q,, (R —P,), Ox — P)) - V-F=P, + Q) +R,.

= Conservativo: VxF = 0 = F = Vo = W = ¢(B) — ¢p(A); curva cerrada = W = 0.
Solenoidal: V - F = 0.

= Potencial: ¢ = [ Pdx + g(y,z) — derivar e igualar a Q — derivar e igualar a R —
comprobar.

» F-df = hiF,dg; + hyF,dg, + h3F; dgs - polares y cilindricas h = (1,r,1) - esféricas
h=(,psend,p).

= Gravedad: W = wAz.

2 2
s (senu) =cosu-u’ -(cosu) = —senu-u’ - foﬂsenztdt = foﬂcosztdt =g-e2n3 =9,
T T 4 4 2m 3
6 v 5 3 3 3 5 T 7
1 NPEENE) 32
senff 0 ?/7 \/27 > 1 > 2\/7 0
3 2 1 1 2
cos0 1 7 7 E 0 —5 —7 -1

3.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe arriba qué se pide: JC fds (escalar) o JC F-df (trabajo).

2. Para un trabajo, escribe P, Q y R, la tabla de seis derivadas y el rotacional con el patrén
+ — +.

3. SiV x F = 0, escribe «el campo es conservativo y la integral es independiente de la
trayectoria».

4. Obtén ¢ y compruébala derivando.

5. Calcula ¢(B) — ¢(A) con la tabla de senos y cosenos. Deja el resultado exacto y recua-
drado, con unidades si las hay.

6. Si el rotacional no es nulo, parametriza: (), limites, 7’ (¢), F (7(t)) y el producto punto.

Si no se encuentra el camino, escribe el campo (P, Q, R), el determinante del rotacional

con las seis derivadas, la frase «si Vx F = 0, entonces W = ¢(B) —p(A)» y el arranque ¢ =

[ Pdx + g(y,2); o bien #(t), 7/(t) y la integral planteada con sus limites. El planteamiento

correcto también cuenta.
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Unidad 4 - Parte A - Integrales multiples: integrales dobles, areas,
volimenes, cambio de variable y teorema de Green

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno calculara integrales
multiples y las aplicara en la resolucion de problemas fisicos y geométricos,
asi como utilizara los teoremas de Gauss y Stokes para calcular integrales de
superficie.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en 19 de los 35 examenes revisados, de 2016 a 2026 (en 5 de
los 11 extraordinarios). Suele ser el problema 5 y vale de 15 a 20 puntos.
= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccion 4A.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 4A.4 tapando la resolucién.
3. Resuelve los ejercicios 4A.5 con cronémetro (15 min cada uno). Empieza por
4A.5.3,4A.5.5 y 4A5.7.

4A.1 Conceptos y expresiones

Integral doble. Sea f continua en una region acotada R del plano XY. Se divide R en
rectangulos pequefios de area AA y se suma f AA en cada uno; el limite de esas sumas es

la integral doble
H flxy)dA
R

Toda funcion continua en una regién cerrada y acotada es integrable.
Interpretacién geométrica.

» Con f =1, laintegral es el area de la region: A = [[pdA.
= Si f >0, es el volumen del sélido que esta debajo de la superficie z = f(x, y) y arriba
de R.

= El volumen entre dos superficies, un techo z = z,(x, y) y un piso z = z;(x, y), sobre la
sombra R del sélido en el plano XY, es

V= J:[R (22 - zl) dA

Integral reiterada. La integral doble se calcula como dos integrales sencillas, de adentro
hacia afuera.

b r&(x)
» Regidén de tipo: a < x < b, g1(x) < y < go(x). Entonces H fdA = J I fdydx.
R a Jgi(x)

d hy(y)
= Regién de tipo II: ¢ < y < d, hi(y) < x < hy(y). Entonces JJ fdA = J J fdxdy.
R ¢ I
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= Los limites de la integral interior pueden tener la otra variable; los de la exterior, solo
nameros.

= Siunaregion es de los dos tipos, el resultado no depende del orden. Cuando una integral
interior no tiene primitiva elemental (f ex2dx, f 63%du), se cambia el orden.

Coordenadas polares. Con x =rcosf, y =rsen0:

xt+y? =12 dA =rdrdd

El factor r es el jacobiano de la transformacion. Un disco, un anillo o un sector circular
son «rectangulos» enry 6:

Region Limites

discox2+yzga2 0<r<aq0<60<2rnr

anillo a® < x2 + y? < b? a<r<b0<6<2r

primer cuadrante 0<0< %

semiplano y > 0 0<0<

curva polar r = g(6) 0 <r < g(0), 0 entre dos raices de g

Cambio de variable. Si x = x(u,v), y = y(u,v) transforma una regién R’ del plano UV
en la region R del plano XY:

[J seraa= || sectun.ywn]|r(22)

» En la integral va el valor absoluto del jacobiano: un area nunca es negativa.
= Si el enunciado da u(x, y) y v(x, y), es mas rapido calcular el jacobiano inverso y usar

el reciproco: ](ﬂ) =

u,v

xu xv
Yu W

dudv, ](ﬂ) -

u,v

(55)

= Las fronteras de R dicen los limites: si R est4 limitadaporx—y =0, x—y =2, x+y =0,
x+y=3conu=x—yyv=x+ylaregion nueva es el rectangulo 0 < u < 2,
0<v<3.

Teorema de Green. Sea C una curva cerrada simple, recorrida en sentido positivo

(antihorario: la regién queda a la izquierda), que limita una regién R. Si P y Q tienen

derivadas parciales continuas en R:

Jroseom=[[(5-5)

= Cambia una integral de linea dificil por una doble sencilla. Conviene cuando P o Q
tienen términos sin primitiva (e\/}, sen y) que desaparecen al derivar: eV no depende
de y, asf que no aparece en P,

= Sila curva se recorre en sentido horario, el resultado cambia de signo.

= Sila regidn tiene un hueco (un anillo), la frontera son las dos curvas: la exterior en
sentido antihorario y la interior en sentido horario. Green se aplica igual sobre toda la
region.
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Area con el teorema de Green. Con P = —% yQ= g el integrando vale 1:

A:léxdy—ydx
2 Jc

Geometria que se usa.

Figura

Area o volumen

Disco de radio a
Elipse de semiejes a, b

7'[612

mab

Triangulo % base x altura

Cilindro arlh

Cono % arth

Esfera % ar’

4A.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento
«calcular el area de la region limitada por las area con integral 4A3.1
curvas...», «mediante una integral doble» doble

«volumen del sélido bajo la superficie z = ... y volumen con 4A.3.2
sobre la regién R» integral doble

«volumen de la region limitada por las volumen entre 4A.3.2
superficies...» (cono, paraboloide, cilindro) techo y piso

x% + y? en el integrando o en las fronteras; polares 4A.3.3
circunferencias, anillos, sectores

«uno de los pétalos de la rosar = ...», curvas area en polares 4A33
dadas en polares

«Sugerencia: use u = ..., v = ...», fronteras rectas  cambio de variable 4A.3.4
inclinadas x + y = ¢

$o Pdx + Qdy sobre una curva cerrada plana,  teorema de Green  4A.3.5
«mediante el teorema de Green»

«por medio del teorema de Green, calcular el area con Green 4A.3.6

area...»

4A.3 Procedimientos

4A.3.1 Area de una region con integral doble

1. Dibuja las curvas y sombrea la region.

2. Calcula los puntos de interseccion igualando las ecuaciones.
3. Elige el orden: si la region tiene un «techo» y un «piso» como funciones de x, integra
primero en y; si tiene «derecha» e «izquierda» como funciones de y, primero en x.
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b (techo b

4. Escribe A = J J dydx = J (techo — piso) dx.
a Jpiso a

5. Integra y comprueba que el resultado sea positivo.

4A.3.2 Volumen con integral doble

1. Identifica el techo zy(x, y) y el piso z;(x, y). Si dice «arriba del plano XY », el piso es
z=0.

2. Obtén la sombra R del sélido en el plano XY: casi siempre la da un cilindro (x®+3? = 1)
o la interseccién del techo con el piso.

3. Escribe V = [[p(z; — z) dA.

4. Sila sombra es un disco o un anillo, pasa a polares (4A.3.3).

5. Sila integral interior no sale, cambia el orden de integracién y recalcula los limites
con el dibujo.

4A.3.3 Integral doble en polares

1. Traduce: x% + y2 =r2 Jx%+ y2 =r,x=rcosf, y =rsenf.

2. Escribe dA = rdrd0. Lar del jacobiano no se olvida.

3. Limites de r: el radio es la raiz del nimero de la circunferencia (x* + y? = 9 = r = 3).

4. Limites de 0 con el dibujo: vuelta completa 0 a 27; primer cuadrante 0 a %; semiplano
y2>0,0am.

5. Integra primero en r y después en 6. Si ya no queda 6, multiplica por la longitud del
intervalo de 6.

6. Para una rosa r = asennf, un pétalo va entre dos ceros consecutivos de sennf: 0 <
0<Z.

n

4A.3.4 Cambio de variable
1. Leelas fronteras y escribe los limites de u y de v: la region nueva suele ser un rectangulo.
U u
2. Calcula ]<ﬂ) =* Y
xy wov
J ( LY ) directamente.
uy

3. Escribe dA = ‘](%)‘ dudv.

4. Reescribe el integrando en u y v. Busca factorizaciones: x> — y? = (x — y)(x + y) = uv.
5. Elige el orden que haga sencilla la primera integral.

y toma el reciproco, o despeja x(u,v), y(u,v) y calcula

4A.3.5 Teorema de Green

1. Identifica P (lo que multiplica a dx) y Q (lo que multiplica a dy).

Calcula Qy — P),. En Oy la y se trata como constante; en Py, la x.

Describe la region R que encierra C, con un dibujo.

Revisa el sentido de C: si es antihorario, la integral de linea es ﬂR(Qx —P))dA;sies
horario, cambia el signo. Si el enunciado no lo dice, se usa el sentido positivo y se
escribe asi.

oW

5. Calcula la integral doble, en polares si la region es circular.
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4A.3.6 Area con el teorema de Green
2 2
1. Parametriza la frontera en sentido antihorario: elipse %4—3;—2 =1,x = acost,y = bsent,
0<t< 2.

2. Calcula xdy — y dx en términos de t.

-1 _
3. A_E#;dey ydx.

4A.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler extraordinario 2025-2, problema 5.
Calcule el volumen de la regién que esta debajo de la superficie z = 2x? + 2y?, arriba
del plano XY y en el interior del cilindro x? + y? = 1.
Datos: techo z = 2x2 + 2y2; piso z = 0; sombra: disco x% + y2 <1 [u].
Planteamiento.
= El volumen es V = [[p(Zecho — Zpiso) dA = [[z(2x?* + 2y*)dA, con R el disco de
radio 1.
= En polares: 2x% + 2y2 =212 dA=rdrd0,0<r<1,0<0<2r.
Resolucion.
2m 1 2m 1
1. V= J J 2r? - rdrdf = J J 2r3 dr db.
0 Jo . o Jo
2. Enr:J 2r3dr = Z-r—‘ =
0 410

2 1 1

3. Enezj ~df=- 2 =m.
2 2
Resultado: V = 7 u°.

El cilindro de radio 1 y altura 2 (la altura del paraboloide en el borde) tiene
volumen 27. El s6lido debajo del paraboloide ocupa exactamente la mitad.

4A.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4A.5.1 - Area entre dos parabolas

Adaptado de: 2° final 2025-2, tipo A, problema 5.

Mediante una integral doble, calcule el area de la regién limitada por las parabolas y? = ax
yx2 =ay,cona > 0.

Resolucién.
. 2 x? 2 x* 3 3 ,
1. Intersecciones: de x* = ay, y = = En y* = ax: 5 = ax = x(x° —a’) = 0, asi que

az
x=0o0x=a.

2. Entre 0y a, el techo es y = JJax y el piso, y = %Z (enx = )-

SRR

Sle
INTY

a Jax a 2
3.A:JJ dydx:J (ﬁxl/z——>dx.
0 Jx?/a 0 a
_=.23/2_a _ 22 12
4. =a 34 3a 37 a
2

Resultado: A = % u?.
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Ejercicio 4A.5.2 - Volumen con cambio de orden de integraciéon

Adaptado de: ler final 2025-2, tipo A, problema 5.

Determine el volumen del s6lido bajo la superficie z = y e y sobre la region R del primer
cuadrante acotada por x = yz, x=4yy=0.

Resolucion.
1. Laregién: 0 <y < 2,32 <x<4,0bien 0 < x < 4,0 <y < Jx.
2
2. Sise integra primero en x aparece | e* dx, que no tiene primitiva elemental. Se integra
primero en y.

4x 2 2 Vx X
3. V= J J ye* dydx.Eny,e" es constante: J' ydy = 2
0 Jo 0

4
_ X 2 .2 _ i 1 24_1 16
4. V-L Eex dx.Conw—x,dw—2xdx.V—Z[ex]0—Z(e —1).

o1
Resultado: V = - v

Ejercicio 4A.5.3 - Integral sobre un anillo

Adaptado de: ler final 2024-1, tipo A, problema 5.

Calcule J:[ 4¢2t9) 4 A, donde R es la regién limitada por las circunferencias x? + y? = 4
R

y x y2 =9.

Resolucion.

1. Anillo: 2 <r < 3,0 <0 < 27 El integrando es 4% y dA =rdrdé.

21 3 )
J J 4re?" dr do.
o J2

»

3
3. Enr: conw = 2r2, dw = 4rdr, asi que J 4r ezrzdr = [leZ]Z =el8 b,
4. En 0: el resultado no depende de 6; se multiplica por 27.
Resultado: 27 (618 — eg).

Ejercicio 4A.5.4 - Area de un pétalo

Adaptado de: 1er final 2025-1, tipo A, problema 5.

Utilice integrales dobles para calcular el area de la regién delimitada por uno de los pétalos
de larosar = 2sen30.

Resolucion.

1. Un pétalo va entre dos ceros consecutivos de sen36: 0 < 0 < % con 0 <r < 2sen3f.

/3 (2sen30 /3
2. A= J J rdrdf = J. 2 sen?30.d6.

o Jo 0
/3 /3
3. Consenza:M:Azj (1—00569)d9=£—w =Z o
2 0 3 6 0 3

Resultado: A = % u?.
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Ejercicio 4A.5.5 - Volumen entre un cono y un cilindro

Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 6.

Calcule el volumen de la region limitada por las superficies z> = x? + y? y x® + > = 1.
Resolucion.
1. z2 =r? = z = #r: el cono tiene dos hojas, una arriba y otra abajo del plano XY. El

cilindro da la sombra 0 <r < 1.
2. Techo z = r, piso z = —r; alturar — (—r) = 2r.

2w 1 271'2
3.V=J J 2r'rdrd9:J =de.
o Jo o 3

Resultado: V = 4?” u’.

Si solo se toma la hoja superior (0 < z < r) resulta T ] enunciado no la
restringe, asi que la region incluye las dos hojas. Conviene escribirlo en la
respuesta.

Ejercicio 4A.5.6 - Cambio de variable

Adaptado de: ler extraordinario 2024-2, problema 5 (repetido en el ler extraordinario 2025-1).

Calcule ﬂ (x+y) e dA sobre la region D limitada porx—y =0, x—y=2,x+y =0
yx+y :DS. Sugerencia:useu = x —y,v=x+y.

Resolucion.

1. Limites: 0 <u<2,0<v<3.

uwv) _ (1 1) _ _ . xy) _ 1 1
2. ](;y)_‘l 1 —1+1—2,a51que]<E)—§ydA—Edudv.
11
3. Comprobacion: x = uTJrv,y: % dan| 2, f|= 711 + ‘—11 =1
2

2
4. Integrando: x +y =vy x% - y2 =(x—-y)x+ y)2: uv.

302

1 . =2

5. 3 J J ve*’ dudv. Primero en u (v constante): I ve¥Wdu = [e”v Z:O =V — 1.
0Jo 0

3 2v 3 6
6. Env:lj (ez"—l)dv:l ey = (e 5 1)
2 o 2| 2 o 2\2 2
e—7
Resultado: -

3u
Si se integra primero en v aparece | — du, que no tiene primitiva elemental.
El orden si importa para poder calcular.

Ejercicio 4A.5.7 - Green entre dos cuartos de circunferencia

Adaptado de: ler extraordinario 2018-1, tipo A, problema 5.

Utilice el teorema de Green para calcular 3€ (4 + e‘ﬁ) dx + (seny + 3x2) dy, donde C es
C

la frontera de la region entre dos cuartos de circunferencia del primer cuadrante, de radios
4y9.
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Resolucion.
1. P=4+¢'*, de donde P, =0.Q=seny+ 3x2, de donde Q, = 6x.
2. Regién:4<r<9,0<0< g Se toma C en sentido positivo.

/2 9
3. JJ 6di:J J 6rcos@ -rdrdo.
R 0 0o Ja

4. Enr: I 6ridr = 2(9% — 4%) = 2(729 — 64) = 1330.
4

/2
5. En6: J cosfdf = 1.
0

Resultado: 1330.

Ejercicio 4A.5.8 - Green sobre un triangulo
Adaptado de: ler final 2017-2, tipo A, problema 5.

Mediante el teorema de Green, evalie SE xy? dx + 2x?y dy, donde C es el triangulo de

vértices A(0,0), B(2,2) y D(2,4), con orientacidn positiva.

Resolucion.

1. P=xy*= Py, =2xy; Q= 2x%y = Q, = 4xy. Entonces Q, — Py, = 2xy.

2. Region: los lados AB y AD estan sobre y = x y y = 2x; el lado BD sobre x = 2. Asi,
0<x<2,x<y< 2x.

2 p2x 2 ox 2 2
3. J- J 2xydydx:J x[yz]x dx:J x(4x2—x2)dx:J 3x3 dx.
0

0x2 0 0
_ 3.4
4.—4x‘0

Resultado: 12.

—3 .16 =
=3 16 = 12.

Ejercicio 4A.5.9 - Area de una elipse con Green
Adaptado de: 2° final 2016-1, tipo A, problema 5.
Por medio del teorema de Green, calcule el area de la regién limitada por la elipse 4x? +
9y% = 36.
Resolucion.
2 2
1. Forma canénica: % + % = 1; semiejes 3y 2.
2. Parametrizacién antihoraria: x = 3cost, y = 2sent, 0 < t < 2. Entonces dx =

—3sentdtydy=2costdt.
3. xdy—ydx = (6coszt+ésen2t)dt=6dt.
2
4. Azlj 6dt =2 121,
2 2

0
Resultado: A = 6 u?, que coincide con 7ab = 7 -3 - 2.

4A.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucidn. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.4A.
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Ejercicio propuesto 4A.6.1
Adaptado de: 2° final 2025-1, tipo A, problema 5.

Obtenga I = J] cos(% (x2 + y2)> dx dy, donde R es la region del primer cuadrante entre
R

las circunferencias con centro en el origen y radios 1y 2.

Resultado: I = —%.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 99.

Ejercicio propuesto 4A.6.2
Adaptado de: 1er final 2016-1, tipo C, problema 5.

Calcule el area de la region del plano XY limitada por las graficas de xy =7y x + y = 8.
Resultado: A =24 —7In7 v’

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 99.

Ejercicio propuesto 4A.6.3
Adaptado de: 1er final 2017-1, tipo C, problema 5.
Por medio de una integral doble, calcule el area de la region limitada por x> + y2 =9y

x + y = 3 (el segmento circular mas pequefio).

Resultado: A = %ﬂ - g = z(n —2)u’

— Resolucién en el Apéndice E, p. 99.

Ejercicio propuesto 4A.6.4

Adaptado de: 2° extraordinario 2018-1, tipo A, problema 5.

Calcule el area de la region que es interior a las curvas polares r = e y r = 2esenf.
Resultado: A = ¢? (2?” - g) u’.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 4A.6.5
Adaptado de: 1er final 2018-2, tipo C, problema 5.

Calcule el volumen limitado por las superficies z = 0, y + z = 16 y x* + y* = 4.
Resultado: V = 641 u’.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 4A.6.6

Adaptado de: ler final 2018-2, tipo A, problema 5.

Calcule 3€ xy dx + (x+y)dy, donde C es la frontera de la regién situada entre x? +y% = 9
C

yx2 +y2 =16,cony > 0.
Resultado: 77” (sentido positivo).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 100.
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Ejercicio propuesto 4A.6.7

Adaptado de: 1er final 2018-2, tipo C, problema 6.

Empleando el teorema de Green, calcule % (y—x)dx+(2x —y)dy, donde C es la frontera
C

de la regién delimitada por y = x y y = x% — x.

Resultado: % (sentido positivo).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 4A.6.8

Adaptado de: Guia de estudio para presentar examen extraordinario de Calculo Vectorial, 1986, ejemplo V.a.3.

Calcule J] (x% + y*) dA, donde R es la regién limitadapor x +y =0, x +y = 2,x—y =0
R

yx—y=2Useu=x+y,v=x—1y.

Resultado: g.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 100.

4A.7 Errores frecuentes

1. Olvidar el jacobiano: en polares dA = rdrdf. Sin la r, el ejemplo 4A.4 da %” en lugar
de 7.
2. Radio contra radio al cuadrado: x% + y2 = 9 es una circunferencia de radio 3, no de
radio 9; x? + y% = 2 tiene radio v/2.
3. Letras en los limites de afuera: la integral exterior lleva solo nimeros.
4. Jacobiano del cambio de variable: el que va en la integral es J (%), el reciproco
del que se calcula con u(x, y), v(x, y), y siempre en valor absoluto.
5. Orden de integracion: si una primitiva no existe (| e dx), cambia el orden y recalcula
los limites desde el dibujo.
. Cono de dos hojas: 22 = x? + y? es z = +r; la altura es 2r.
. Limites de 0 contra la region: si la region es solo y > 0,0 va de 0 a 7, no de 0 a 2.
. Green al revés: el integrando es Q, — Py, en ese orden. P acompafiaadx y Q ady.
. Sentido de la curva: Green da la integral en sentido antihorario; en sentido horario
se cambia el signo.

N=le RN B

10. Integrales de vuelta completa: IOZH cos@db = 0, pero f:/z cosfdb = 1.

4A.8 Formulario de emergencia de la unidad
= Area: A = [[dA - volumen: V = [[(Ziecho — Zpiso) dA.
= Polares: x2 + y% =r?, dA = rdrdo.

; iable: dA = | 1( X2 ROV wy
= Cambio de variable: dA = ‘]( oy )‘ dudv, con ]( u!v) = 1/]( x,y)'
» Green: o Pdx +Qdy = [[p(Qx — P,) dA, C antihoraria.
= Area con Green: A = % ﬁc xdy— ydx.

2

n+1 2 ar 1— 2
" jr”dr = _:1+1 ~fre“r dr = ez_a - senq = —C(Z)s &3
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. . - 1
= Disco za® - elipse zab - cilindro 7r?h - cono gﬂ'rzh,

4A.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Dibuja la region (o la sombra del sélido) con sus intersecciones.

2. Decide coordenadas: cartesianas si las fronteras son rectas y parabolas; polares si hay
x% + yz; u, v si el enunciado las sugiere.

Escribe el elemento de area con su jacobiano antes de poner limites.

Escribe los limites: los de adentro pueden tener letras; los de afuera, solo nimeros.
Para Green: P, Q, O, — P, la region y el sentido, en ese orden.

Integra de adentro hacia afuera, un renglon por integral, y recuadra el resultado exacto.

LW

Si no se encuentra el camino, escribe el dibujo, el elemento de 4rea, los limites y la integral
planteada completa. El planteamiento correcto también cuenta.
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Unidad 4 - Parte B - Integrales multiples: integrales de superficie,
integrales triples y teoremas de Stokes y Gauss

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno calculara integrales
multiples y las aplicara en la resolucién de problemas fisicos y geométricos,
asi como utilizara los teoremas de Gauss y Stokes para calcular integrales de
superficie.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: aparece en 33 de los 35 examenes revisados, de 2016 a 2026, y en los
11 extraordinarios. El flujo sale en 9 de los 11 extraordinarios y el teorema de
Stokes, en 3. Suele ser el problema 6 (a veces también el 5) y vale de 15 a 20 puntos.
= Tiempo: de 4 a 5 horas para esta unidad. El flujo con el teorema de Gauss, solo, se
aprende en 2.
= Ruta corta:
1. Lee la seccion 4B.1 y el procedimiento 4B.3.5 (25 min).
2. Sigue el ejemplo 4B.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios de flujo 4B.5.7 a 4B.5.14 con cronémetro (15 min cada
uno).
4. Después, Stokes (4B.5.5 y 4B.5.6) y, si queda tiempo, las integrales de superficie
(4B.5.1 2 4B.5.3).

4B.1 Conceptos y expresiones

Superficies. Una superficie se da de dos maneras:

= Explicita: z = g(x, y) sobre una regién R del plano XY (su sombra).

» Paramétrica: 7(u,v) = (x(u, v), y(u,v), z(u, v)) con (4, v) en una regién D.
Vector normal y elemento de superficie.

N

N =7, %%, ds = |f, x#,|dudv
Para z = g(x, ), con F(x,y) = (x, y, g):
N = (—gx> —&y» 1) (apunta hacia arriba), dS=1+gi+gsdA

Superficies frecuentes.

Superficie Parametrizacion ds Normal unitaria
exterior
Esfera (asen¢cosb, a® sen ¢ d¢ d n= 2
x?+y?+22= asen¢gsend, acosq)
2
a
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Superficie Parametrizacion ds Normal unitaria
exterior

Cilindro (acos, asenb, z) adfdz n = (cos6, senb, 0)

2iyt=a

Grafica (x. y. gx.y) Jirgirghaa RO
z=g(x,y) g8
Planoz =c¢ (x, y, ¢ dA i

En la esfera, 0 < ¢ < 7 (desde el polo norte) y 0 < 6 < 27.

Area de una superficie e integral de superficie.

A(S) = ﬂs ds = ”D [F, x 7| dudv, ﬂs fas= ”D F(Fw ) [F, x 7| dudy

Flyjo. El flujo de un campo F a través de una superficie orientada es

JL F-ids = J]D ﬁ(?(u’ v)) - (Fyx7,)dudv

= Mide cuanto campo atraviesa la superficie. Si se invierte la normal, el flujo cambia de
signo.

= En una superficie cerrada se usa la normal exterior: un flujo positivo significa que
sale mas campo del que entra.

= En la forma de la derecha no se divide entre |[N|: la norma se cancela con la de dS.

Integral triple. Para f continua en un sélido V, [[[;, f dV es el limite de las sumas de

fAV.Con f =1 da el volumen. Se calcula con integrales reiteradas: z de piso a techo,

luego la sombra en el plano XY.

Coordenadas  Cambio dv

Cilindricas x=rcost,y=rsenb,z=1z rdrdfdz

Esféricas x=psengcosd,y=psen¢send, p?sen¢dpdgpdd
zZ=pcos¢

El factor de dV es el jacobiano de la transformacién (|J| = r en cilindricas, p® sen ¢ en
esféricas).
Divergencia. Para F=Pi+Qj+Rk:
- 0

V-F= a_P + _Q + %
ox dy oz
SiF= F,. é. + Fyéy + F, ¢, esté en cilindricas:

arF dFy OF,

190rFy) | 10F  oF;

V.F=2
r or r 96 9z
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s V-F>0enun punto: es una fuente, sale mas fluido del que entra.
= V- F <0:es un sumidero, entra mas del que sale.
= V- F =0 en todo el dominio: el campo es solenoidal.

Teorema de Gauss (de la divergencia). Si S es una superficie cerrada que encierra el
sélido V y 71 es la normal exterior:

#ﬁ-ﬁdszﬂ]' V-EFdv
S 14

Si la divergencia es una constante c, el flujo es ¢ por el volumen del sélido y no hay que
integrar.

Rotacional y teorema de Stokes.

:(Ry_QZ) P, — Ry, Qx_Py)

oY~
00X <
= &

Si C es la frontera de una superficie S:

ﬂgcﬁ-d?:ﬂS(VXﬁ)-ﬁds

= La integral de la izquierda es la circulacién (o el trabajo en una curva cerrada).

= Sirve cualquier superficie con frontera C; se elige la mas sencilla, casi siempre el
pedazo de plano que encierra la curva.

= Orientacion (regla de la mano derecha): C antihoraria vista desde arriba corresponde
a la normal hacia arriba. Si C va en sentido horario, el signo cambia.

= El teorema de Green es el caso en que S esta en el plano XY.

Simetria. Si el solido o la superficie es simétrico respecto al plano x = 0 (por ejemplo,
una esfera, un cilindro o un cono centrados en el eje Z), entonces WV xdV = 0; igual con
y. Una esfera centrada en el origen también da [[f;, zdV = 0.

Voliumenes que se usan.

Sélido Volumen
Esfera de radio a 4 rad

. 3
Semiesfera 37a
Cilindro reh
Cono %ﬂrzh
Paraboloide z = h — x% — y? sobre z = 0 EﬂhZ
Caja abc

Area de la esfera 4ra
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4B.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se trata de... Procedimiento

«area de la porcion de la superficie z = ... area de superficie 4B.3.1

dentro del cilindro...»

Il f dS, «integral de superficie» integral de superficie =~ 4B.3.2

de una funcion

«flujo a través de la superficie z = ...», sin flujo directo por una 4B.3.3

tapa, «orientada hacia...» superficie abierta

IIfyy f 4V, «solido acotado por...» integral triple 4B.3.4

«flujo neto», «superficie cerrada», esfera, teorema de Gauss 4B.3.5

cilindro con tapas, cono y plano, caja

lo mismo, con una divergencia que no es Gauss con simetria o 4B.3.6

constante integrando

«;es mas el fluido que entra del que sale enel  signo de la 4B.3.7

punto A?» divergencia

> xit+yj+ zk . o

F = ——————— sobre una esfera campo radial unitario = 4B.3.8
X2+ 9% + 22

«circulacién», «mediante el teorema de teorema de Stokes 4B.3.9

Stokes», curva cerrada en el espacio

4B.3 Procedimientos

4B.3.1 Area de una superficie

1. Sila superficie es z = g(x, y), calcula gy, gy y 1+ g2+ gﬁ. Si es paramétrica, calcula

5 o
T, X1, y sunorma.

2. Identifica la sombra R (el cilindro que la corta suele darla).

3. Escribe A = ﬂR 1+ g2+ gJZ, dA y pasa a polares si R es un disco.

4. La integral tipica es J N1+ 4r2dr

4B.3.2 Integral de superficie de una funcién

_ ety

1. Parametriza la superficie con la tabla de 4B.1 y escribe dS.
2. Escribe los limites de los pardmetros con las restricciones del enunciado (primer octante:

0<0<72,0<¢<7)

3. Sustituye la parametrizacion en f y multiplica por el factor de dS.
4. Integra; separa en producto de integrales cuando se pueda.

4B.3.3 Flujo directo por una superficie abierta

1. Escribe la superficie como z = g(x, y) y su normal hacia arriba N= (—8x:—8&y»1)- Si

piden la orientacion haaa la parte negatlva del eje Z, usa —N.

2. Sustituye z = g(x,y) en F y calcula F-
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3.
4.
5.

Obtén la sombra R: si dice z > ¢, iguala g = c.

Flujo = [, F-NdA, en polares si R es un disco.

Comprobacidn opcional: cierra la superficie con una tapa plana, aplica Gauss y resta el
flujo de la tapa.

4B.3.4 Integral triple en cilindricas o esféricas

1.
2.

Dibuja el s6lido: piso, techo y sombra.
Elige coordenadas: cilindricas si hay x2 + y? (cilindro, cono, paraboloide); esféricas si
hay x? + y? + 2% (esfera).

. Traduce el integrando (\/x? + y? = r) y escribe dV con su jacobiano.
. Limites: z de piso a techo; r del centro al radio de la sombra; 6 segiin la region. Los de

adentro pueden tener letras; el de afuera, solo nimeros.

. Integra de adentro hacia afuera.

4B.3.5 Flujo con el teorema de Gauss (divergencia constante)

1.

Comprueba que la superficie es cerrada y escribelo: «S es cerrada; por el teorema de
Gauss...».

. Escribe P, Q y R en renglones separados.
. Deriva P solo respecto a x, Q solo respecto a y y R solo respecto a z. Si una letra no

aparece, ese término vale 0. Suma.

. Sila divergencia es un ntimero c: obtén las medidas del sélido (el radio de x% +y2 + 22 =

25 es 5) y su volumen con la tabla de 4B.1.

. Flujo = ¢ - V. Déjalo exacto, con 7.

4B.3.6 Gauss con divergencia variable

1.
2.

Calcula la divergencia; suele quedar algo como 3y + 2z, x%, 2z 0 x? + y°.
Simetria: quita los términos x, y (y z, en una esfera centrada) cuyo integral vale cero
por simetria.

. Si queda una constante, multiplicala por el volumen.
. Si queda un término como x%, x% + y? o z, integra en cilindricas o esféricas (4B.3.4).
. Si el volumen no es de tabla, calcilalo con una integral doble: V = ﬂR(z,echo = Zpiso) AA.

4B.3.7 ;Entra o sale fluido? (divergencia en cilindricas)

G W DN =

. Identifica F,, Fy y F,.

. Término 1: multiplica F, por r, deriva respecto a r y divide entre r.

. Término 2: deriva Fy respecto a 0 y divide entre r.

. Término 3: deriva F, respecto a z.

. Suma y evalia en el punto. Negativa: entra mas del que sale. Positiva: sale mas.

Cero: igual.

. Atajo: ré, + z ¢, es el campo xi + yj + zk, con divergencia 3.

4B.3.8 Campo radial unitario sobre una esfera

1.

= [ . .2 , . .
F= 7 tiene divergencia 5> quenoes constante y no esta definida en el origen. No
conviene Gauss.
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2.
3.

3
~|

yll=aasique F-A="C =1.

. A7
En la esfera de radio a: n = -

2
S

Flujo = 1 - Area = 47a®.

4B.3.9 Circulacion con el teorema de Stokes

1.
2.

Calcula V x F componente por componente.
Elige la superficie mas sencilla con frontera C: el disco o la porciéon de plano que
encierra la curva. Sies z = g(x,y), N = (=g, — gy, -

. Calcula (V x ﬁ) - N sobre la superficie. Si es constante, la circulacion es esa constante

por el area de la sombra.

. Revisa el sentido de C: evalda la parametrizaciéon en dos valores de t. Antihorario

visto desde arriba: signo +; horario: signo —. Si el enunciado no lo dice, usa el sentido
antihorario visto desde arriba y escribelo.

. Si queda un término con x o y sobre un disco centrado, vale cero por simetria.

4B.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler extraordinario 2026-1, problema 6.

Calcule el flujo del campo F(x, V,z2)=xi+yj+ zk a través de la superficie esférica
x2+ y2 +22 =9

Datos: F = (x,y,2); S: esfera de radio 3 [u], cerrada; normal exterior.
Planteamiento. La superficie es cerrada, asi que se aplica el teorema de Gauss:

fﬁé F-AdS = m V-Fav
S 14
Resolucion.

dy

1. V~ﬁ:a—x+—+a—Z:1+1+1:3,constante.
dox 9y oz

2. Radio v/9 = 3; volumen V = ‘3—‘7[(3)3 = 367.
. Flujo =3-36m = 108r.
xP+yP+2?

yF-n= 3

Wl

3

4. Comprobacion directa: en la esfera, n =
=3 Area=3-47(9) = 1087.

Resultado: el flujo neto es 1087 y es positivo: el campo sale de la esfera.

9 _ ;
=3 = 3. Flujo

Con divergencia constante, el problema se reduce a una férmula de volu-
men. Antes de integrar cualquier flujo por una superficie cerrada, calcula la
divergencia.

4B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4B.5.1 - Area de una porcién de superficie

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-1, problema 5.

Calcule el 4rea de la porcién de la superficie z = x? — y? dentro del cilindro x? + y? = 2.

Resolucién.

1.
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2. Sombra: disco 0 < r < /2,0 <0 < 27.

21 (2
3. A:J J N1+ 4r2 rdrdo.

0 Jo

V2
T (0 il I W et W &
’ ’ 12 12 12 6

0
5. En6: 17? - 201,

Resultado: A = BT” u?

Ejercicio 4B.5.2 - Integral de superficie sobre un octante de esfera

Adaptado de: 2° final 2024-2, tipo A, problema 5.

Calcule JJ xzdS, donde S es la porcion de la esfera x2 + y? + 22 =9 conx >0,y >0y

z2>0. s

Resolucion.

1. Parametrizacion: x = 3sen¢cosf, y = 3sen¢send, z = 3cosh, con 0 < ¢ < %,
0<6< Z;dS=9senddspdo.

2. xzdS = (3sen ¢ cos 0)(3 cos ¢)(9 sen ¢) dp df = 81 sen’¢p cos ¢ cos § d db.

/2 /2 sen3¢ /2 1
cosedQJ sen’gcospdp = 81-1- 3 lo :81~§.
0

3. Se separa: 81 J
0

Resultado: 27.

Ejercicio 4B.5.3 - Flujo directo por un paraboloide

Adaptado de: ler extraordinario 2024-1, problema 5.

Calcule el flujo del campo eléctrico E= yi—-xj+(z+ 1)k a través de la superficie
x% + 9% + z = 2, donde z > —2. La superficie se orienta hacia la parte negativa del eje Z.

Resolucion.
1. La superficie es z = g = 2 — x? — % y no es cerrada: Gauss no se aplica directo.
2. Normal hacia arriba: (—g,, —8ys 1) = (2x, 2y, 1). Hacia abajo: N = (—2x, —2y,—1).

3. Sobre la superficie, z + 1 = 3 — x? — y. Entonces E-N= —2xy+2xy—-(B3-x2—y%) =
-(3-r?).
4. Sombra: z = —2 = x? + y% = 4, disco r < 2.
27 (2 2 472
5. Flujo = J J B —=r)rdrdd = —-2x [1 - = —27(6 — 4) = —4r.
o Jo 2 4 |y
6. Comprobacion con Gauss: V - E=0+0+1=1.Se cierra con la tapaz =—-2,r < 2.
El volumen encerrado es foz ”f()z (4 —r%)rdrd0 = 8r. En la tapa, la normal exterior es
—k y E- (k)= —(z+1) = 1, asi que su flujo es 4. Por el paraboloide hacia afuera
(arriba): 87 — 47 = 4r; hacia abajo, —4r.

Resultado: —47 (con la orientacion hacia arriba seria 47).
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Ejercicio 4B.5.4 - Integral triple en cilindricas

Adaptado de: ler extraordinario 2026-1, problema 5.

Calcule ﬂ] \|x% +y2dV, donde V es el s6lido acotado por z =0,z = 4y x* + y? = 9.
\4

Resolucion.

1. Cilindro deradio3:0<0<27,0<r<3,0<z<4.
2. Integrando \/x? + y2 =r; dV = rdrd0dz.

21 3 4 2w 3
3. J J J r~rdzdrd0:J j 4r? dr do.
0 0 03 0 0

4 Enr:4- 3? =36.En 0: 36 - 271.
Resultado: 727.

Ejercicio 4B.5.5 - Stokes con una curva en sentido horario

Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 5.

Mediante el teorema de Stokes obtenga ¢~ F-df, donde F = —-yi+xj+ senzk yC :

7(t) = senti+ costj+ 4k.

Resolucion.

1L VxF=(0-0,0-0, 1-(-1)) =(0,0,2).

2. C es la circunferencia de radio 1 en el plano z = 4. Superficie: el disco que encierra,
con i = k.

3. (Vx I::) -k = 2, constante: HS 2dS = 27 en sentido antihorario.

4. Sentido:t = 0da (0,1) yt = % da (1,0); la curva va de arriba hacia la derecha, en
sentido horario visto desde arriba. El signo cambia.

5. Comprobacion directa: FFr= (—cost)(cost)+(sent)(—sent) = —1,y IOZH —1dt = -27.
Resultado: —27.

Ejercicio 4B.5.6 - Stokes en un plano inclinado

Adaptado de: 2° final 2024-1, tipo A, problema 5.

Calcule la circulacién de F = @2x-2y)i+(y—2)j+(x— z)lAc en una vuelta, en sentido

positivo, a la curva C de interseccién del plano 2x + 2y — z = 0 con el cilindro x% + y? = 1.

Resolucion.

L VxF=(0-(-1),0-1,0-(-2) =(1,-1,2).

2. Superficie: la porcién del plano z = 2x + 2y dentro del cilindro. N = (—2,-2,1), hacia
arriba (sentido positivo).

3. (Vx ﬁ) N = -2+ 2+ 2 = 2, constante.

4. Sombra: disco de radio 1, de area x. Circulacién = 2.

Resultado: 27.

Ejercicio 4B.5.7 - Gauss en un cono con tapa

Adaptado de: 1er final 2016-1, tipo A, problema 6.

Calcule el flujo neto de F=xi+ yi+ zk a través de la superficie cerrada formada por el
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semicono z = \/x% + y? y el plano z = 3.

Resolucion.

1. Cono mas tapa: superficie cerrada, se aplica Gauss. V - F=3.

2. Medidas: altura h = 3;en z = 3, \/x2 + y2 = 3, asi que el radio es 3.
3. V= %7{(3)2(3) =97,

4. Flujo=3-97.

Resultado: 277.

Ejercicio 4B.5.8 - Radio de la esfera a partir del flujo

Adaptado de: ler extraordinario 2025-2, problema 6.

Sean F = xi+ yji+ EIAC y la superficie cerrada S : x? + y? + 22 = a%, a > 0. Determine a
para que el flujo de F a través de S sea 327.

Resolucion.

1L V-F=3yV=3rd.

2. Flujo=3- %ﬂa3 = 47a’.

3. dra® =321 = > = 8.

Resultado: a = 2 (la tnica raiz real positiva).

Ejercicio 4B.5.9 - Divergencia no constante y simetria

Adaptado de: ler extraordinario 2024-2, problema 6 (repetido en el ler extraordinario 2025-1).

Calcule el flujo de F= (xy —22)i+ (2 +yD)j+ (2% - x)lAc a través de la esfera 7(0, ¢) =
(2cosfseng, 2senBsend, 2cosd).

Resolucion.

1. La parametrizacion es la esfera de ratiio 2 centrada en el origen: superficie cerrada.
2. Py =y,Q, =2y, R, = 2z,asi que V- F = 3y + 2z, que no es constante.

3. Flujo =3 [[f,, ydV + 2 [[[;, zdV.

4. Labola es simétrica respecto a los planos y = 0 y z = 0: las dos integrales valen 0.

Resultado: el flujo es 0.

Ejercicio 4B.5.10 - Cilindro cortado por un plano inclinado

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-2, problema 6.

Determine el flujo de F=z7In yi+2yj+e* k a través de la superficie cerrada formada
por el cilindro x? + y? = 16 limitado por los planos z = 2x + 2y + 6 y z = —2.
Resolucion.

1. P, =0(nohayx),Q, =2, R, :O(nohayz):v-ﬁ: 2.

2. El volumen no es de tabla: V = ﬂ [(2x +2y+6)— (—2)] dA = ﬂ (2x+2y+8)dA.
r<4 r<4

3. El disco est4 centrado en el origen: [[ xdA = [[ ydA = 0. Queda V =8 7(4) = 1287.
4. Flujo = 2 - 1287.

Resultado: 2567r.
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El enunciado tiene dos detalles: In y no esta definido para y < 0, y el plano
inclinado queda por debajo de z = —2 donde x + y < —4. El problema se
resuelve formalmente con el teorema de Gauss, como arriba.

Ejercicio 4B.5.11 - Gauss con integracion en cilindricas

Adaptado de: 1er final 20241, tipo A, problema 6.

Obtenga el flujo neto de F= 4xyzi+ xyj— 2yz2i< a través de la superficie cerrada
formada porz =0y z = 4—x? — )%

Resolucion.

1. Py =4yz, Q) = x%, R, = —4yz: V-F=x%

2. S0lido: 0<z<4—r2,0<r<20<0<2r Conx?=r?cos?:

2m (2 p4-r? o 9
3. Flujo = J J J r? cos? 0 rdzdrdd = J cos? GdGJ (41’3 - r5) dr.
0

o JoJo 0
4. J}f” cos?0df = izyfoz(4r3 —r)dr =16 — % = 1?6.
Resultado: 167”.

Ejercicio 4B.5.12 - Campo en cilindricas a través de una caja

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-1, problema 6.

Calcule el flujo neto del campo E(r, 0,z) = ré, +z¢,, expresado en coordenadas cilindricas
circulares, a través de la superficie cerradadelacaja0 < x < 1,0<y <3,0<z< 4.

Resolucién.
1. L=r,Fp=0,F, =z

19(rr) _2r _, 190 _ 9z _ E=
2. o Ty —2,rae—0,az—1.EntoncesV E=3.

3. Comprobacioén: ré, +zé, = xi+yj+ zk, con divergencia 1+ 1+ 1 = 3.
4.V =1-3-4=12 Flujo=3-12.

Resultado: 36 (sin 7: el slido es una caja).

Ejercicio 4B.5.13 - ;Entra o sale el fluido?

Adaptado de: 2° extraordinario 2025-2, problema 4.

Suponga que F(r,0,z) = rcos0é, + rsen0éy + zé, modela el flujo de un fluido. En el
punto A (17, ?” —2), ;es mas el fluido que entra del que sale?

Resolucion.

1. Término 1: 7 F, = r% cos 6; derivado respecto a r, 2r cos §; entre r, 2 cos 0.
2. Término 2: Fy = r sen 0; derivado respecto a 0, r cos 0; entre r, cos 6.
3. Término 3: £ = 1.
2z
4. V-F= %cos@ +11. Los valolres r =17 y z = —2 no intervienen.
JT
5. Enf = ?23(—5)4-1:—5 <0.

Resultado: V- F(A) = —%: el punto es un sumidero y si entra mas fluido del que sale.
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Ejercicio 4B.5.14 - Campo radial unitario

Adaptado de: 2° final 2024-1, tipo A, problema 6 (repetido en el 3er extraordinario 2024-1).

L xi+yj+zk
Calcule el flujo neto de F = Ty TER a través de la esfera x? + y? + 22 = 4.

X2+ % + 22

1. F= ﬁ: su divergencia no es constante y no esta definida en el origen, que esta dentro
de la esfera. Se calcula directo.
2. Radio a = 2. Enla esfera, [/| =2y A =

> = 2 2,2
= X4y +z
3‘F-n:£-£:—:1
2 2 4

4. Flujo = 1- Area = 47(2)%.
Resultado: 16:.

Resolucién.

N

4B.6 Ejercicios propuestos
Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,

seccion E.4B.

Ejercicio propuesto 4B.6.1

Adaptado de: 1er extraordinario 2018-1, tipo A, problema 6.

Calcule el flujo de F=3xi+ 2yj+ 4zk a través de la superficie x? + y% + 22 = 25.
Resultado: 15007.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 4B.6.2

Adaptado de: ler extraordinario 2018-2, problema 6.

Calcule el flujo de F=xi+ yj+ zk a través de la superficie cerrada formada por el cono

z=+x?+y?yelplano z = 2.
Resultado: 87.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 101.
Ejercicio propuesto 4B.6.3
Adaptado de: 2° final 2025-1, tipo A, problema 6.

Calcule el flujo neto de F= (xzy2 +3x)1+ (—%xy3 + 3y)j+ 3zk a través de la superficie
cerrada de un cilindro circular recto con tapas, de radio 2 y altura 8.

Resultado: 2887.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 4B.6.4
Adaptado de: 2° final 2025-2, tipo A, problema 6.

Utilizando el teorema de la divergencia, calcule ¢hg F-idS para F=zi+ x2yj+y*zk,
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donde S esta formada por el cilindro x? + y> = 4 y los planos z = ~1y z = 1.
Resultado: 167.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 4B.6.5

Adaptado de: ler final 2018-1, tipo A, problema 6, repetido en el tipo B.

Calcule el flujo neto de F= (x3 +In z)i + (ex - 3x2y)j + (cosx + z)ic a través de la
superficie cerrada formada por z = 0, y + z = 16 y x> + y* = 4.

Resultado: 647.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 4B.6.6
Adaptado de: 2° final 2017-2, tipo A, problema 6.
Calcule el flujo neto de F= (x2 - yz)i+ (z2 - 2xy)j+ (z2 - xy) k a través de la superficie

cerrada limitada por el semicono x“ + y°“ —z° =0,z > 0, y el plano z = 3.

Resultado: 817” .

— Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 4B.6.7

Adaptado de: ler final 2018-2, tipo A, problema 6.

Sea S la superficie 9x? + 9y? + 422 = 36 y sea F= (senz - yzx)i + (cosz - xzy)j +
(4z — &) k. Calcule el flujo neto de F a través de S.

Resultado: %.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 4B.6.8

Adaptado de: ler final 2016-1, tipo A, problema 5.

Calcule JI[ x2 + y2dV en la regiéon D limitada por x2 + y2 = 16,z = -5y z = 4.
\ y g p y y
Resultado: 384r.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 102.
Ejercicio propuesto 4B.6.9
Adaptado de: 2° final 2016-1, tipo A, problema 6.

Calcule el 4rea de la parte de la esfera x? + y? + z? = 16 localizada en el primer octante y
limitada por los planos x =0,y = xy z = 0.
Resultado: 47 v’

— Resolucién en el Apéndice E, p. 102.
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Ejercicio propuesto 4B.6.10
Adaptado de: ler final 2017-1, tipo A, problema 6.

Calcule el 4rea del cilindro y = x? limitada por el primer octante y por los planos x = 1y
z=x.

Resultado: 551

12
— Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

u?

Ejercicio propuesto 4B.6.11
Adaptado de: 2° final 2016-2, tipo A, problema 5.
Determine H xy? dS, donde S es la porcién del cilindro x? + y? = 4 limitada por el primer

S
octante y por el plano z = 2.

Resultado: % .

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 4B.6.12

Adaptado de: 3er extraordinario 2024-1, problema 5.

Calcule la circulacién de F = @Cx—2y)i+(y—2)j+(x— z)lAc alrededor de la parte del
plano x + 2y + 2z = 0 que esta dentro del cilindro x? + y? = 1.

Resultado: 37” (frontera antihoraria vista desde arriba).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 4B.6.13

Adaptado de: ler final 2025-1, tipo A, problema 6.

Mediante el teorema de Stokes, calcule la circulacién de F = Y+ xj+ zkalo largo de
lacurvax? +y% =1,z = x? + y%.

Resultado: 7 (antihoraria vista desde arriba).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 103.

Ejercicio propuesto 4B.6.14

Adaptado de: 2° extraordinario 2018-1, tipo A, problema 6.

Calcule la circulacién total de F = y22i+x%zj+xy? kalo largo de la curva x2 +y? = 5—2,
z=1.

Resultado: —4s (antihoraria vista desde arriba).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 103.

4B.7 Errores frecuentes

1. Gauss en una superficie abierta: el teorema solo vale si la superficie encierra un
volumen. «Solo el paraboloide» no es cerrada: se calcula directo o se cierra con una
tapa y se resta su flujo.
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AN

~

10.

11.

12.

Divergencia incompleta: son siempre tres derivadas. Si una letra no aparece en su
componente, ese término vale 0, pero se escribe.
Derivar respecto a la letra equivocada: P con x, Q con y, R con z. Nunca P con y.

, 1 4
Foérmulas de volumen: el cono lleva -; la esfera, 3y 3, no r?.

Radio contra radio al cuadrado: x? + y? + z% = 25 tiene radio 5.

Divergencia en cilindricas: el primer término se multiplica por r antes de derivar:
V-(ré)=2,nol.

Campo 7/[7]: no tiene divergencia constante; el flujo por la esfera es su area, 47a?.
Orientacidon: «hacia la parte negativa del eje Z» cambia el signo de N = (—gx =8y 1)
Sentido en Stokes: revisa la parametrizacion con dos valores de ¢. (sent, cost) va en
sentido horario.

Olvidar el jacobiano: dV = rdr df dz en cilindricas y p? sen ¢ dp d¢p d en esféricas;
en la esfera, dS = a® sen ¢ d¢ db.

Simetria mal usada: [[| x dV = 0 solo si el solido es simétrico respecto al plano x = 0.
En un octante no se anula.

Signo de la divergencia: negativa significa que entra mas fluido del que sale; positiva,
que sale mas.

4B.8 Formulario de emergencia de la unidad

z = glx,y): N= (=&x—8y 1), dS = [1+g2+ g% dA - paramétrica: N =7, x7,.
Esfera: dS = a® sen ¢ d¢pdf, i = 7/a - cilindro: dS = adf dz.

Flujo: [[4F-AdS = [[, F - (7, x7,) dudv.

dV: cilindricas r dr df dz; esféricas p? sen ¢ dp d¢ df.

Divergencia: Py + Q), + R, - cilindricas: %8r(rFr) + %89F9 + 9,F,.

Gauss: §bg F-nds= Iy v- FdV (cerrada, normal exterior).

Rotacional: (R, —Q;, P, — Ry, Qx —P,) - Stokes: ¢ F-df = [Jg(v % F)-fdS (antihoraria
desde arriba con normal hacia arriba).

Esfera gﬂaS, area 4sa’ - cilindro 7%h - cono %m’zh - paraboloide z = h — r%: %Il'hz.
243/2
[rN1+4r2dr = % . j02”cos29d9 =r- férsengbd(ﬁ =2.

4B.9 Procedimiento recomendado en el examen

1.

5.
6.

Escribe qué tipo de problema es: area o integral de superficie, flujo directo, triple, Gauss
o Stokes.

Para un flujo: ;la superficie es cerrada? Si si, escribe el teorema de Gauss y calcula la
divergencia término por término.

Con divergencia constante: medidas del s6lido, volumen de tabla y producto. Con
divergencia variable: simetria primero, luego la integral triple en cilindricas o esféricas.
Para Stokes: rotacional, superficie mas sencilla, N, producto punto y sentido de la
curva.

Escribe el elemento (dS o dV) con su factor antes de poner limites.

Recuadra el resultado exacto y, si es un flujo, di si sale o entra.

Si no se encuentra el camino, escribe el teorema que corresponde, la divergencia o el
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rotacional calculados y la integral planteada con sus limites. Solo eso ya vale cerca de la
mitad del problema.
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Apéndice A - Formulario
1 Volver al indice

Geometria que se usa en los problemas aplicados:

= Cilindro: V = 7r?h - pared 27rh - base y tapa 27r? (si esta abierto, 7r?).

= Esfera:V = %m’z’ A =4mr? . cono: V = %nrzh.

= Caja: V = xyz - con tapa A = 2(xy + xz + yz) - sin tapa A = xy + 2xz + 2yz.
Calculo base (sin calculadora):

/
" fsecZudu =tanu - flnxdx =xlnx—x- Ire‘”zdr - frmdr (1+4r1)s Z.
¢ o 0d0 = m[ sen g =2 sen’0 = —H;’”@.

= cosh?t — senh’t = 1- (cosht)’ = senht - (senht)’ = cosht.

Tema Expresiones

Extremos (U1) puntos criticos: Vf = 0-D= fexfyy — fxzy: D>0,f>0
minimo; D > 0, fy,, < 0 maximo; D < 0 silla; D = 0 no decide - 3
variables: (A1, Ay, A3) = (+, +,+) minimo, (—, +, —) maximo,
otro con Az # 0 silla - Lagrange: Vf = AVg, g

Curvas (U2A) T=L . B=I1X" N=BxT- K—‘rxr‘vr—(r T
rII |r/>< I/l ‘ |3 ‘r Xrl/‘z
ar = ﬁ cay = I‘r‘al s = [|#’|dt - plano osculador 1 B, normal

LT, rectificante 1 N - tangencia: 7’ - VF = 0 - 4ngulo

. [F7n]
curva-superficie: sena = I
Coordenadas directa x(u, v): hy, = |F,], &, = 7,/hy, - inversa u(x, y): h, = 1/|Vu],
curvilineas (U2B) é,=Vu/|Vu| - J (x—y) =—1_. ortogonal: | J| = h,h,h,,

! (5)
a, = a-é, - cilindricas h = (1,7, 1) - esféricas h = (1, psen ¢, p)

Operadores (U2B) vf=7Y, %:—gé,— .

V-F= hlhlj [01(h2hs Fy) + 92(h1h3 Fy) + 95(hihyFs)] -
hié;  hyéy  hsés
9 &
hF, hyF, h3F;

(esféricas: (p, ¢, 0)) - solenoidal: V- F =0 irrotacional: Vx F = 0
Integrales de linea [ fds = [ fFE@)F’@®ldt - [~ F-dF = [ FG®)) -7/ (t)dt -
(U3) segmento ¥ = A+#(B— A),t €[0,1] -

VxF= (Ry = Q;, P, — Ry, Oy — P) - conservativo:

W = ¢(B) — ¢(A) - curvilineas: df = Y. h; dq; é;
Integrales dobles dA=rdrdf-dA = |]( )| dudv -V = [[(ziecho — Zpiso) dA -
(UdA) Green: § Pdx + Qdy = ﬂ(Qx — P)) dA (antihorario)

VxF= hihohs con (g, ¢z, g3) dextrogiro
213
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Tema Expresiones
Superficie, triples, dV =rdrdfdz-dvV = p’sendpdpdl - area:
Stokes y Gauss (U4B) [ [1 4 g2 4 g5dA -z = g(x,y): N = (-gs —gy 1) - Gauss:

§F-AdS=[[[V-FdV - Stokes: § F-dF = [[(Vx F)- NdA
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Apéndice B - Qué vino en cada examen (2016-2026)

1 Volver al indice

Problemas en el orden del examen. Un examen repetido se cita por su aplicacion mas
antigua, con la nota «repetido en...».

Extraordinarios.

Examen

Problemas

ler extraordinario 2018-1, tipo
A

2° extraordinario 2018-1, tipo A

ler extraordinario 2018-2

ler extraordinario 2024-1

3er extraordinario 2024-1 (el
mismo dia se aplico el 2° final
2024-1, tipo A, con cuatro
problemas iguales)

ler extraordinario 2024-2
(repetido en el ler
extraordinario 2025-1)

2° extraordinario 2024-2

2° extraordinario 2025-1

ler extraordinario 2025-2
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puntos criticos - aceleraciones tangencial y normal, y
curvatura - divergencia en cilindricas - trabajo sobre
una curva cerrada (hipocicloide) - teorema de Green -
flujo por una esfera

puntos criticos - transformacién ortogonal con
parametro - triedro, , 7 y plano osculador - trabajo en
cilindricas - area entre dos curvas polares - circulacién
puntos criticos - gradiente de la divergencia - trabajo
con campo conservativo en cilindricas - volumen con
integral doble - transformacién no ortogonal - flujo
con Gauss

punto critico con parametro k - triedro y planos del
triedro - transformacion, regiones y jacobiano - [ f ds
sobre una hélice - flujo por un paraboloide

puntos criticos en 3 variables - transformacién u, v, w y
gradiente - curvatura de una interseccion - trabajo en
polares sobre un arco - circulacién (Stokes) - flujo por
una esfera

caja inscrita en un cono - tangencia curva-superficie -
campo conservativo y solenoidal - trabajo en polares -
integral doble con cambio de variable - flujo por una
esfera

Lagrange - recta: longitud de arco y curvatura -
divergencia y rotacional en cilindricas - independencia
de la trayectoria y funcién potencial - Stokes -
volumen entre cono y cilindro

puntos criticos en 3 variables - angulo
curva-superficie - transformacion lineal y rotacional -
trabajo sobre una elipse - drea de una superficie - flujo
de un campo cilindrico

costo minimo - curvatura y plano osculador - vector
base, factor de escala y jacobiano - trabajo en esféricas
- volumen bajo un paraboloide - flujo por una esfera de
radio a
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Examen

Problemas

2° extraordinario 2025-2

ler extraordinario 2026-1

tanque con extremos semiesféricos - ar, an, Ky T -
transformacion x = u? — v2, y = 2uv - divergencia en
cilindricas - trabajo contra la gravedad en una hélice -
flujo con Gauss

tanque de costo minimo - transformacién u = x? — y?,
v =2xYy - | f ds sobre un segmento - constantes para
campo solenoidal y conservativo - integral triple en
cilindricas - flujo por una esfera

Finales. Mismo formato.

Examen

Problemas

ler final 2016-1, tipo A

ler final 2016-1, tipo C

2° final 2016-1, tipo A

ler final 2016-2, tipo A

ler final 2016-2, tipo C

2° final 2016-2, tipo A

ler final 2017-1, tipo A

ler final 2017-1, tipo C

2° final 2017-1, tipo A

puntos criticos en 3 variables - curvatura y torsion -
constante para campo conservativo y potencial en polares -
trabajo en polares - integral triple - flujo con Gauss

caja sin tapa de costo minimo - curvatura de una curva plana
- gradiente con una transformacion - trabajo en polares -
area entre curvas - circulaciéon

puntos criticos en 3 variables - aceleraciones tangencial y
normal - laplaciano en cilindricas - integral de linea por
segmentos - area con Green - area de una porcion de esfera
lata con Lagrange - constantes para transformaciéon
ortogonal y gradiente - trabajo - longitud de arco y
aceleracion normal - 4rea de una porcién de plano - flujo con
Gauss

extremos con restriccion - particula: posicion, ar, ay y
curvatura - divergencia y rotacional en cilindricas - integral
de linea [ R x dF - circulacién - flujo con Gauss

puntos criticos en 3 variables - &ngulo entre superficies -
transformacién ortogonal y laplaciano - integral de linea con
campo conservativo - integral de superficie - flujo de un
campo cilindrico

puntos criticos en 3 variables - curvatura, torsion, ar y ay -
laplaciano en curvilineas - trabajo - flujo con Gauss - area de
un cilindro

caja con tapa de volumen maximo - triedro movil -
laplaciano en cilindricas - funcién potencial - area con
integral doble - flujo con Gauss

distancia minima y méaxima con Lagrange - curvatura de una
interseccién - integral de linea cerrada - transformacion
ortogonal - trabajo con Stokes - flujo con Gauss
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Examen

Problemas

ler final 2017-2, tipo A

ler final 2017-2, tipo C

2° final 2017-2, tipo A

ler final 2018-1, tipo A
(el tipo B trae los mismos
problemas en otro orden)

2° final 2018-1, tipo A

ler final 2018-2, tipo A

ler final 2018-2, tipo C

2° final 2018-2, tipo A
(repetido en el 2°
extraordinario 2018-2)
ler final 2024-1, tipo A
(el tipo B cambia los
datos)

ler final 2024-2

2° final 2024-2, tipo A

ler final 2025-1, tipo A

2° final 2025-1, tipo A

ler final 2025-2, tipo A
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rectangulo inscrito con Lagrange - curvatura, torsion, plano
osculador, ar y ay - constantes para campo irrotacional -
trabajo en polares - Green - circulacién

distancia minima con Lagrange - constantes para una
funciéon armonica - curvatura y radio de torsion - integral de
linea sobre una elipse - Stokes - flujo con Gauss

puntos criticos - transformacioén y jacobiano - funciéon
armoénica, campo solenoidal e irrotacional - integral de linea
en cilindricas - circulacién - flujo con Gauss

distancia minima a un plano - triedro y torsion de una
interseccién - campo solenoidal e irrotacional en cilindricas -
trabajo en cilindricas - integral de linea cerrada - flujo con
Gauss

caja con tapa - triedro, curvatura, centro de curvatura y
plano osculador - laplaciano - integral de linea en cilindricas
sobre una circunferencia - Stokes - flujo con Gauss

caja sin tapa con Lagrange - ar y ay - radio y circunferencia
de curvatura - trabajo sobre una curva cerrada con campo
conservativo - Green - flujo por un elipsoide

caja inscrita en un paraboloide - longitud de arco -
transformacion lineal y gradiente - trabajo con campo
conservativo - volumen - Green

Lagrange - angulo entre una curva y una superficie
paramétrica - transformacion ortogonal y divergencia
constante para campo conservativo y potencial - area con
integral doble - Stokes

puntos criticos - posicion tras recorrer una longitud de arco -
transformacion lineal y jacobiano - trabajo - integral doble
en polares - flujo con Gauss

distancia minima con Lagrange - curvatura - transformacién
lineal en 3 variables - trabajo - rea con integral doble
puntos criticos en 3 variables - ay y ay - gradiente en
curvilineas - trabajo - integral de superficie

extremos en una region cerrada - hélice: longitud de arco y
triedro - transformacion lineal - trabajo por dos trayectorias -
area de un pétalo en polares - Stokes

puntos criticos - tangente, curvatura y plano osculador -
transformacion y jacobiano - trabajo en polares - integral
doble en polares - flujo con Gauss

caja inscrita en un elipsoide - triedro, curvatura y torsion -
transformacion lineal y area imagen - trabajo - volumen bajo
una superficie
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Examen Problemas

2° final 2025-2, tipo A puntos criticos - triedro y plano normal - campo solenoidal
en cilindricas - trabajo sobre un tridngulo - 4rea entre
parabolas - flujo con Gauss
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Apéndice C - Fe de erratas

1 Volver al indice

Diferencias entre las resoluciones publicadas de los examenes y los valores verificados en
este cuaderno.

C.1 - Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano,
Lagrange y problemas aplicados

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.2A - Unidad 2 - Parte A - Funciones vectoriales: curvas, triedro movil,
curvatura, torsion y normal a una superficie

Guia de extraordinario de 1986, grupo 6, ejercicio 1 (propuesto 2A.6.8): en la

resolucioén publicada aparecent = 1, s = 2, el vector normal —2i + 17] + 7k, el plano
tangente 2x — 17y — 7z 4+ 98 = 0 y la recta normal x_—_zl = 2% = ZH E] valor verificado es

17 7"
s=2,t=-1,N =(10,-1,7), el plano 10x — y + 7z + 14 = 0 y la recta Xl—_ol = y_—+14 = #,
Guia de extraordinario de 1986, grupo 7, ejercicio 2 (propuesto 2A.6.9): en la
x_—jf = yl_—22, z = —6. El valor
verificado es ﬁl X Kfz = (48,-72,0), paralelo a (2,—3,0), y la recta XT_3 = y_—_32, z=—6.

resolucion publicada aparecen Kfl X NIZ = —4i + 12 y larecta

C.2B - Unidad 2 - Parte B - Funciones vectoriales: coordenadas curvilineas,
gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.3 - Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y funcion
potencial

ler extraordinario 2018-2, problema 3 (propuesto 3.6.9): en la resolucién publicada
aparece W = —2 u.t., al evaluar la funcién potencial como 1 — (2 + 1). El valor verificado
esW =—1l:cong = fsec2 0,9(B) =1y ¢p(A) = 2.

C.4A - Unidad 4 - Parte A - Integrales multiples: integrales dobles, areas,
volumenes, cambio de variable y teorema de Green

ler final 2018-2, tipo A, problema 5 (propuesto 4A.6.6): en la resolucién publicada
aparece 77, porque se integro 6 de 0 a 2. La regién solo tiene y > 0, asi que f vade 0 a
7; el valor verificado es 77”

C.4B - Unidad 4 - Parte B - Integrales multiples: integrales de superficie,
integrales triples y teoremas de Stokes y Gauss

Sin erratas registradas en esta unidad.
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Apéndice D - Fuentes y bibliografia

1 Volver al indice

Examenes de los que se adaptaron los ejercicios:

Exadmenes extraordinarios de Calculo Vectorial, semestres 2018-1, 2018-2, 2024-1, 2024-2,
2025-1, 2025-2 y 2026-1, algunos con su resolucién publicada. Facultad de Ingenieria,
UNAM.

Primeros y segundos examenes finales de Calculo Vectorial, semestres 2016-1 a 2018-2
y 2024-1 a 2025-2, varios con su resolucion publicada. Facultad de Ingenieria, UNAM.

Material de consulta:

Belaunzaran Garcia, E.; Frontana de la Cruz, B.; GoOmez Saavedra, R.; Gonzalez Gutiérrez,
E.; Patifio Ramirez, J. A.; Rivas Gémez, S. Apuntes de Calculo Vectorial. Facultad de
Ingenieria, UNAM, 1981.

Gonzalez Gutiérrez, E.; Patifio Ramirez, J.; Tristan Lopez, A. Guia de estudio para
presentar examen extraordinario de Calculo Vectorial. Facultad de Ingenieria, UNAM,
1986.

Ramirez Manny, P. Serie de Calculo Vectorial (problemas resueltos).

Series de ejercicios de Calculo Vectorial: 1. Maximos y minimos; 2. Funciones vectoriales;
3. Integrales de linea; 4. Integrales multiples. Facultad de Ingenieria, UNAM.

Pita Ruiz, C. Calculo Vectorial. Prentice-Hall Hispanoamericana, 1995.

Marsden, J. E.; Tromba, A. J. Calculo Vectorial. Prentice-Hall Hispanoamericana, 1995.
Programa de la asignatura Calculo Vectorial (clave 0063), plan de estudios 2010. Facultad
de Ingenieria, UNAM.
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1 Volver al indice

E.1 - Unidad 1 - Extremos de funciones de dos o mas variables: Hessiano,
Lagrange y problemas aplicados

Ejercicio 1.6.1 «— volver

L fe=x"+3x+2=(x+1)(x+2)=0=>x=-lox=-2f,=2y+4=0=y=-2
2. fix=2x+3, fyy:2, fxy =0, de donde D = 2(2x + 3).

3. (-1,-2:D=2>0y fyxy =1 >0,minimorelativ0;f:—%+ % +4—2—8=—%.
4. (-2,-2): D = -2 < 0, punto silla; f = —%.
Ejercicio 1.6.2 <« volver
1

1. fX:—2x+1:0=>x:E;fy:2y2—8:0=>y:iz.
2. fex =2, fyy =4y, fyy = 0, de donde D = —8y.

1 D= - _ Axi ivo: f=_16_ 1 1_ 131
3. (%,—2).D =16>0y fir = —2<0, ma)gl;no relativo; f = 3 "1 +16 + Sl
4. (5,2): D =-16 < 0, punto silla; f = -I
Ejercicio 1.6.3 « volver
1. fx:4x3—2x:2x(2x2—1)=0=>x:00x:i%§;fy:—2y+5:0=>y: .
2. fix =12x% =2, fy, = =2, fyy = 0, de donde D = —2(12x* — 2).
3. (O, g) D=4>0Yy fix = —2 <0, maximo relativo; f = —2745 + % -2= 14—7.
4. (t% %) fex =4, D =—-8 <0, puntos silla; f = 4.
Ejercicio 1.6.4 «— volver

=e*(2x —x%—y?) =2ye *.Comoe ¥ #0:y=0yx(2—x)=0.

x VIV Jy=2y y y

. Puntos criticos: (0,0) y (2,0).

. fox = €2+ y? —4x +2), fyy = 2e %, froy = —2ye ™.

. (0,0): fex =2, fyy =2, fxy =0; D = 4 > 0, minimo relativo, con f = 0.

. (2,0): = —2¢72 =2¢72, =0; D = —4e~* < 0, punto silla, con f = 4¢~2.
xx yy xy P

Ejercicio 1.6.5 « volver

1L fy = %x2+9x: %x(x+2):0=>x:00x:—2;fy:4y—4:0=>y: 1;
f=-2z+2=0=>z=1.

2. H = diag(9x +9, 4, —2): A; = 9x + 9, Ay = 4(9x +9), A3 = —8(9x + 9).

3. (0,1,1): (9,36,—72), signos (+,+,—), punto silla; f =2-1-4+2+9=8.

4. (-2,1,1): (—9,-36,72), signos (—, —, +), punto silla; f = —12+2—-1+18—-4+2+9 =
14.

Ejercicio 1.6.6 «— volver
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L fi=—4x(x*-4)=0=>x=00x=%2f,=2y+1)=0=>y=-1;£,=22=0=
z=0.

2. H = diag(16 — 12x2, 2, 2).

3. (0,—1,0): (16,32, 64), minimo relativo; f = —(0 — 4)% = —16.

4. (£2,-1,0): (—32,—64,—128), signos (—,—,—), puntos silla; f = 0.

Ejercicio 1.6.7 <« volver

1. Vértice (x, y, z) en el primer octante, sobre el elipsoide; lados 2x, 2y, z. Objetivo V =

c X2y 22
4xyz; restriccion g = - + - + 5 =1

2. VV =AVg:dyz = %x 4xz = %y 4xy = %.
s . s . . _/lxz_/lyz_Z/lz
3. Multiplicando cada ecuacion por su variable: 4xyz = =5 .Deahix=yy
22 =252
= X%
2 2 2
4. En la restriccién: XI+XI+XI =1=x*= % =>x=y= Z\f,yz—% =43.
5. Lados:%xz‘;—ﬁx\/g;V:&;—*-\/g:%ﬁ.
Ejercicio 1.6.8 « volver
1. Objetivo d? = x? + y? + z%; restriccién g = z — 4x% + 4y? = 5.
2. Vd? = AVg: 2x = —8Ax, 2y = 81y, 2z = A.
3. Factoriza: 2x(1 4+ 44) = 0y 2y(1 —4A) = 0.
4. Caso x =0, y—O'z—5 d—5
1 _ » B 78, 1 _ 10
5. Casox—O/l 42 8y +4y 5= 92 = 64,y ig,d 64+64—64.
6. Caso A = _Z’ y=0:z= 8 y _§ —4x% =5, Imp051ble.
7. Comparacion: ? =~ 1.11 < 5. Punto (0 +% l) distancia ?.

E.2A - Unidad 2 - Parte A - Funciones vectoriales: curvas, triedro movil,
curvatura, torsion y normal a una superficie

Ejercicio 2A.6.1 <« volver

1L.£2=1—t=-1y—t*=—1danty = 1.

2. v=(2t,—-1,-2t) = (2,-1,-2), | = 3; @ = (2,0, -2).
v-d _ 4+0+4 8
3. (ZT = - ===
&Y 3 3
. 8 (2,-1,-2) 1
4. Gp == 22" = ~(16,-8,—16).
T=3 3 ( )
5.dy =d-—ar = —(18 0, —18) - —(16 -8,—16) = —(2,8, —2). Comprobacién: dy - v =
1(4 +4) = 0
Ejercicio 2A.6.2 «— volver
1. €% = *" = 1, = 7. Comprobacién: cos 27 = 1.
2. 7' = (2¢%, —2sen2t, 0) = (2¢%7,0,0); 7" = (4e*, —4 cos 2t, 0) = (4¢°",—4,0).
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3. F/ xF” = (0, 0, (26¥")(—4) — 0) = (0,0,—8¢*"), con norma 8e*”.

- ,13 6 86‘27Z 4.
4. |r/| :8e”,asiqueK:87:e7”
e

Ejercicio 2A.6.3 «— volver

1. 4sent=4=t, = % Comprobacién: 1 — \/gCOS% =1

2. 7' = (8sent, V8sent, 4cost) = (2v2,2v2,0); 7" = (V8 cost, J8cost, —4sent) =
(0,0, —4).

. a) 7| :Jﬁ:é},asiquef:
P/ x 7" = (=82, 842, 0), con norma 16.
b)k = .1 =4
Soavr=4
. ¢)Normal (-1,1,0) por (1,1,4): =(x — 1) + (y — 1) = 0, es decir, x — y = 0.

(V2.242,0) _ (1,1,0)
4 T2

c\_mg;m

Ejercicio 2A.6.4 «— volver

1. cost =1,sent = 0 = tj = 0. Comprobacién: 1 + 0+ 1 = 2.

2. 7’ = (—sent, cost, —sent + cost) = (0,1,1);7” = (—cost, —sent, —cost — sent) =
( 1,0,-1).

3. 7/ x7” = ((1)(=1) = (1)(0), =[(0)(=1) = (1)(=D)], (0)(0) = (1)(=1)) = (~1,~1,1), con
norma /3.

= (0L 5 _ (=1,-1,1)
4. a)T = N ,B= —\E .

5. N = BxT = £((-D1 - D, ~[(=DD) = (DO, (~1)(D) - (-1)(0)) = =,
6. b) Plano normal (1 T) por (1,0,2): y + (z — 2) = 0, es decir, y + z = 2.

Ejercicio 2A.6.5 «— volver
- - L
1. A(0,0,3) corresponde as = 0. Sea k = N oo
7= _ 1 o A (310
2. 7’ = (3kcosks, k, —3ksenks) = m(3, 1,0), que ya es unitario: T o

3. 77 = (=3k%*senks, 0, —3k?cosks) = (0 0,— ) Como s es longitud de arco, k =
2 _ 3 S
7 = 10yN—l,,, (0.0,-1).

A5 _ 1 1y - (=130
4.B_T><N—m(3,l,0)><(0,0, 1)_—m

5. 7" = (=3k3cosks, 0, 3k3senks) = (=3k%,0,0) (__10?’0’ 0); FOxFT =
913 013 )= (__3_  _9 ) =2
(=3k3, 9%3, 0) ( 0 0 con norma al cuadrado — 1000 05"
. -3 ) (== 9
6 r F’x7")- "’_( 10@)( 10@)_M_i
' [P’ x 7”2 9 210
100 100
Ejercicio 2A.6.6 “— volver

1. En A(1,5,4): 4 —3t> = 1 = t = 1 (al despegar, t > 0).

"= (=6t, 0, 8) y [F'] = V3612 + 6412 = 10¢.

94



Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

t
. s@) = J 10udu = 5¢% — 5.

1

4. 52 -5=40=12=9=¢t=3.
5. 7(3) = (4 — 27, 5, 36) = (—23,5,36).
Ejercicio 2A.6.7 « volver
1. Parametriza con x = t: 7(t) = (¢, t, 2t%); el origen es f; = 0.
2.7 =(1,1,4) = (1,1,0); 7” = (0,0, 4).
3. 7/ xF"” = (4,—4,0), con norma 42; [F’| = /2.
< (1,1,0) (1,-1,0) % _ Ao

4. 0)T = & ,B= =2 N = BxT = (0,0,

4 4
5 bk = 2 _ 42 _

(\f)3 22
6. c)p— ; centro = (0,0,0) + 2 (0,0,1) = ( %)

7. d) Normal (1,—1,0) por el orlgen x—y=0.
Ejercicio 2A.6.8 « volver
1. 2s+3t =1y —s+ 2t = —4. De la segunda, s = 2t + 4; en la primera, 7t + 8 = 1, asi que

t=—-1lys=2.

2. z=2(— l)2 —3(2) = —4: el punto es (1,4, —4).
3. 7 = (2 =3)yhi=(3,2,4t) =(3,2,-4).
4. N= rsxr: (D=4 = (=3)(2), —[((=4-(=3)B3)], (2)(2)—(-1)(3)) = (10,-1,7).
5. Plano: 10(x — 1) — (y + 4) + 7(z + 4) = 0, es decir, 10x — y + 7z + 14 = 0.
— +4
6. Recta normal: = 1_7 =Z +4.
10 -1 7
Ejercicio 2A.6.9 <« volver

1. El punto esta en las dos superficies: 9+ 4 +36 =49y 9 +4 = 13.

. N)l = V(x? + 9% + 2%) = (2x,2y,22) = (6,4,-12) y l_\}z = V(x? + y?) = (2x,2y,0) =

(6,4,0).
. N x Ny = ((4)(0) = (—=12)(4), =[(6)(0) — (=12)(6)], (6)(4) — (4)(6)) = (48,—72,0) =
24(2,-3,0).
x—3 y-—2
= , 2 =—6.
-3

E.2B - Unidad 2 - Parte B - Funciones vectoriales: coordenadas curvilineas,
gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano

Ejercicio 2B.6.1 <« volver

1.
2.

a)Vu=(1,-2)y Vv =(1,2); Vu-Vv =1—4 = =3 = 0: no es ortogonal.
u,v_l _2_ _ xyy\ _ 1

b) J(%) _‘1 S| =2+2 =4 dedonde j(2) = 1.

c¢) Sumando, u + v = 2x; restando, v — u = 4y. Inversa: x = % y= %.

07, = (5-2) i = (4 iy = [T+ 5 = 5
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2-1) 4 2,1 . PO
=D yé, = @D Como el sistema no es ortogonal, é, - €, = % * 0.

hy V5 V5

Ejercicio 2B.6.2 <« volver

5. €)é, =

1. a) Vu = (1,-4,1), Vv = (1,0,—1), Vw = (2,1, 2). Productos punto: 1 + 0 — 1 = 0,
2-442=0,2+0-2=0: ortogonal.

_ _ _a.a _ (1,-4,1) ~ _ (1,0,-1) » _ (2,1,2)
2. b) [Vu| = \/ﬁ—;\?,ZWW—\/E |Zu;|—3,eu— 43\(4,61,— b=
5 —442 _ o +1+
3c)uu—u 32 —,uv—ﬁ—O > =3
4. =38,
Ejercicio 2B.6.3 « volver

1.7, = (1 l)yﬁ, (;, %);7u~7,,=0:0rtog0na1‘

—p= [TT_ 42
2. hy=h, = 1t o
3. f,=42u3y f, = 3J2ut?
3.3 4,2
4. Vf = H2uly é, + 3V2uly é, =8udv3e, + eutv? e

V2/2 J2/2

Ejercicio 2B.6.4 «— volver

1. xi+yj:pépyx2+y2:p2, asiqueﬁ:p3ép+zéz.
- 13p-p° 4p’
z‘v.F:l—(p p)+a_zzi+1:4p2+l.
p dp dz p
3. Comprobacién en cartesianas: P = x> + xy%, Q0 = ¥’y + y°, R = z; Pr+Qy+R, =

4x? + 4y + 1.

Ejercicio 2B.6.5 « volver

1. 7= (ucosf, vsen0, u? + v?).

2. a)ép = x - = (—usen6, vcosd, 0). Su unitario es & = (Zusenf, vcosf, 0)_
% u%sen?0 + v2 cos® 0
3. b) %, = (0, sen®, 2v), asi que h,, = m,
cosf 0 —usen@
4. ¢)Con7, = (cosf,0,2u): J=| 0 senf vcosf |.
2u 2v 0

5. Desarrollando por la primera fila: cos 8 (0 — 2v? cos 8) — 0 + (—u sen 8)(0 — 2usen ) =
2u®sen?d — 2v% cos? 6.

Ejercicio 2B.6.6 «— volver
a(rF,
lﬁ _19 ( z+ sen@) =3rz + sen®b.
r aﬁ?r ror
10k 1
2. =— = =(-rsenf) = —sen®.
r 00 r( )
oF,
3. — =-3rz.
z

0.
4. V-F =3rz+senf —senf — 3rz = 0: el campo es solenoidal.
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Ejercicio 2B.6.7 <« volver
1. En esféricas f=p°, que solo depende de p.
72 2.z 4
= = =30
V= d 5 L (p? 5p") = v p*.
3. En B(l, 1,0): p =2y p = 242, asi que V2 f = 60+/2.
Ejercicio 2B.6.8 «— volver

1. 7, =(2,-4)yF =(6,3); 7, - 7, = 12 — 12 = 0: ortogonal.

2. hy =20y h, = \35.

3. fu—2yfv—2vC0mo L Vf = (2—4)+%(6,3):<%+—,——+—.
= 86 4y 11 -2

4.Env—2.Vf—( +15 15+15)— 5

E.3 - Unidad 3 - Integrales de linea: trabajo, campo conservativo y funcion

potencial

Ejercicio 3.6.1 « volver

1. R,—Q,=0-0=0.

2. Ry = -2zy P, = —2z,asi que —(R, — P,) = 0.

3. Oy = —seny —2ysenxy P, = —seny — 2y senx, asi que O, — P, = 0.

4. Elrotacional es nulo en todo R? y la curva es cerrada: W = 0. No hace falta parametrizar
la hipocicloide.

5. Comprobacién: ¢ = x cos y + y2 cos x — xz2 — 2y + z cumple Vg = F.

Ejercicio 3.6.2 «— volver

1. En cilindricas: F - dF¥ = rz 2 sen®0dr + r (rz% sen 0 cos 0) dO + r’z sen®0 dz.
2. ¢ =[rz?sen?0dr = —r 22 sen? + g(0, 2).

3. g = riz? sen9c059 + gp, que coincide con rFy si gg = 0; ¢, = r’zsen’d + g,, que

1
coincide con F, si g, = 0. Entonces ¢ = —rzz2 sen®6.

2
4. (p(A):%-1-4~(\/7§> =1y ¢(B) = 0, porque sen 0 = 0.
5 W=0-1=-1.

Ejercicio 3.6.3 <« volver

1. F-df = F,dr+ Fyrd0 = 0dr — rdo.

2. No es diferencial exacta: de ¢, = 0 sale ¢ = r0 + g(0), y entonces ¢y = r + g’(0), que
nunca es igual a —r. Hay que integrar sobre el arco.

3. Sobreelarcor:2:dr:0y9vade0a%.

/2
4. W:J (=2)d0 = —m.
0

Ejercicio 3.6.4 <« volver
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1. Cada componente depende solo de su variable, asi que el rotacional es nulo: ¢ =
%(x3 +y%+2%).

2. 9(P)= 1 (8+ (2P +0) = 22 y y0) = 0.

3. [ Fedi= %ﬁ‘

4. Comprobacién directa con 7(t) = (£2,1,0),0 <t < J2: F-7’ = 285+1% e ff(2t5+t2) dt =
8 , 242
373

Ejercicio 3.6.5 « volver

1. Ry—Q, = 1-1 = 0;—(R,—P;) = —(82°—82°) = 0; 0, —P,, = (—2—3y*)—(-3y*-2) = 0.

Es conservativo.

2. p= I(—y3 —2y+ 229 dx = —xy® — 2xy + 2x2* + gy, 2).

3. (py:—3xy2—2x+gy:—2x—3xy2+z=>gy =z=g=yz+h(z).

4. ¢, = 8x23+y+H (z) = y+8xz3+6 = h = 6z. Entonces ¢ = —xy> —2xy+2xz*+yz+6z.
5. 0(B) = ¢(1,0,1) =2+6 =8y p(A) = p(—1,2,1) =8 +4—2+2+6 = 18.

6. W=8-18 = —10.

Ejercicio 3.6.6 «— volver

1. F-df = 43 senOdr +r-r3 cos0do = 4r° senedr+r cosGdG
2. o= [4r’senfdr =rtsend + g(0); pp =r*cosf+ g’ =rtcosd = g’ = 0.
3(p()—1sen——1y<p(A)—0

4. W=

Ejercicio 3.6.7 <« volver

1. Qx =P, = -1-1= -2 # 0: no es conservativo. Se suma por tramos, con F.df =
ydx — xdy.

2. De AaB:y=0,dy =0, asi que la integral vale 0.

3. DeBaC:F(t) =(1—t,1),0 <t <1;ydx—xdy = t(—dt)— (1 —t)dt = —dt, que integra
—1.

4. DeCa A: x = 0,dx = 0, asi que la integral vale 0.

5. W =0-1+0=—1. Con el teorema de Green: HR(QX - P)dA=-2-

Ejercicio 3.6.8 <« volver
—2yz —2yz
VIR T Ry 2
2. Ry =0y P, = 0: componente j nula. R
3. Qp = 2sec?(x + y) tan(x + y) = P,: componente k nula.
4. o=[(lnx+ sec?(x + y))dx = xInx—x+tan(x+y)+g(y, 2); @y = secz(x+y)+gy
& = 7z = &= ;0P +2) + h@@) g; =

conservativo, con ¢ = xInx — x + tan(x + y) + = 1 ln(y +2%).

: componente I nula.

Z+2+h’ = h’ = 0. El campo es

A 2

5. V-F= (% + 2sec?(x + y) tan(x + y)) (2 sec?(x + y) tan(x + y) + o2 +z2)2) 02 +22)2'
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6. V-F= ’l—c + 4sec®(x + y) tan(x + y) # 0: no es solenoidal.

Ejercicio 3.6.9 «— volver

sec? 0

1. En cilindricas: F-dF = —% sec? Odr+ z sec? @ tan 0 d + dz, porque 1+tan? g =
r r

sec? 6.
2. 9= _% sec?fdr = Z sec? 0 + (0, 2).
r r

sec 0

3. ¢p = § -2sec?@tan + gy, que coincide si gg = 0; ¢, = " + g, que coincide si

. z
g, = 0. Es conservativo, con ¢ = = sec? 0.
r

4. (p(B):%secZO:ly(p(A):%secz%ZZ.
5 W=1-2=-1.

E.4A - Unidad 4 - Parte A - Integrales multiples: integrales dobles, areas,
volimenes, cambio de variable y teorema de Green

Ejercicio 4A.6.1 « volver

2
1. Region: 1<r<2,0<60< %; el integrando es cos %

/2 (2 2
2. I:J J cos(l)rdrd&
o N 2

2
3. Enr:conw = %,dw = nrdr:J

2 2r
cos| 2= ) rdr = l[senw] = l(O— 1) = —l.
1 2 T /2 T

1oz _ 1
4. En 0: 3 =3

Ejercicio 4A.6.2 <« volver
1. Intersecciones: x(8 —x) =7 = x> —8x+7=0= (x —1)(x —7) =0, asiquex =1y
x=17.
2. Entre ellas, el techo es la recta y = 8 — x y el piso, la hipérbola y = % (enx = 2:6 > 3.5).
7 2 7
3. A:J <8—x— Z)dx: [Sx—x— —7lnx] .
1 x 2 1
_ _8_ _(3— L1y 94_ — 94 _
4. =(56-2-7In7) - (8- 3)=24—7In7. A=24—7In7 u®

Ejercicio 4A.6.3 «— volver

1. Intersecciones: la recta x + y = 3 corta a la circunferencia en (3,0) y (0, 3).

2. El segmento pequefio esta entre la recta (piso) y el arco y = /9 — x2 (techo), para
0<x<3.

3. A= Jj [m—(:& —x)] dx.

4. Jg V9 — x2 dx es un cuarto del circulo de radio 3: 97”. Ademas f03 (3—x)dx = g (un
tridngulo).
=2 _ 3 _ 9y _ 2
S.A—4 2—4(7‘[ 2) u?.
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Ejercicio 4A.6.4 «— volver

1. r = e es la circunferencia de radio e con centro en el origen; r = 2e sen 6 es la de radio
e con centro en (0, ).
5
2. Interseccién: e = 2esenf = senf = -, asi que 6 = y 6=2

3. Por simetria respecto al eje Y se calcula la mitad derecha y se duplica. Para 0 < 0 < %
manda la curva r = 2esen8; para % <6< %, lacurvar =e.

/6 2 n/6
2 0
4.J md@zezf (1—c0329)d6’:ez<z—\/—§>.
0 2 0 6 4
T/2 2 2 2
5 J C o m_me
/6 2 2 3 6
—ole2(z B | _p2(=_
6. A= [e( ” +6]—e<3 2)uz
Ejercicio 4A.6.5 « volver

1. Techo z = 16 — y, piso z = 0, sombra: disco r < 2 (en el disco, 16 — y > 0).

2. V:H (16 —y)dA = lé-Area—J] ydA.
R R

3. El disco es simétrico respecto al eje X, asi que HR ydA =0.
4. V=16-47 = 64n v’

Ejercicio 4A.6.6 «— volver

L. P=xy=P,=x0=x+y=0Q,=1Entonces O, - P, =1—x.
2. Regidn: medio anillo,3<r<4,0<0 <.

5. [| a=xda=Area— [ xda

4. Area: %n(16—9) = 77” El medio anillo es simétrico respecto al eje Y, asi que [[p xdA = 0

(en polares, j(;z cosfdob = 0).
T

5. =

Ejercicio 4A.6.7 « volver

1. P=y—x=P,=10Q=2x—y= Q, =2 Entonces O, — P, = 1: la integral es el 4rea
de la region.

2. Intersecciones: x = x
y = x esta arriba.

2 2
3. A:J'0 [x—(xz—x)]dx:L(Zx—xz)dxzél—g.

4
4. 3

2 —x = x(x —2) = 0, asi que x = 0 y x = 2. Entre ellas, la recta

Ejercicio 4A.6.8 « volver

1. Limites: 0 <u<2,0<v < 2.
uv) _ 1 xy\| _ 1

2. ](E) ‘ ’ entonces ’](—)‘ =

u,v 2
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(u+v)?+(w—v)* _ uP++?
4 o2 -

.x:—,y:?,dedondexz+y2:
2,2 2 2 2

4JJ vty ~ldudv:lj (§+2v2>dv:l<E+E).
odo 2 2 4], \3 4\3 3

E4B - Unidad 4 - Parte B - Integrales multiples: integrales de superficie,

integrales triples y teoremas de Stokes y Gauss

Ejercicio 4B.6.1

1. Esfera, superficie cerrada. V - F=3+2+4=09.
2. Radio 5:V = %n(lZS) = 307

3
3. Flujo = 9- 2% = 15007,
Ejercicio 4B.6.2

1. Cono mas tapa, cerrada. V - ﬁ =3.
2. Altura 2;enz =2elradioes 2. V = %n(4)(2) = 8?”.

3. Flujo=3- 8?” = 8r.
Ejercicio 4B.6.3

1. P, =2xy% +3, Q= —2xy% + 3, R, = 3. Entonces V - F=o.
2. V = n(2)%(8) = 327.
3. Flujo =9 - 327 = 2887.

Ejercicio 4B.6.4
1. PX:O,QJ,:xZ,RZ :yz:V-I:::x2+y2 =2

2 (2 (1 g4
2. Flujo:J J J rz-rdzdrd9:2n~2-z.
-1

o Jo
3. 16m.

Ejercicio 4B.6.5

1. P, = 3x2, Q)= —3x%, R, =1: V-F=1.El flujo es el volumen.
2. Techo z = 16 — y, piso z = 0, sombra: disco r < 2.

3. V= [[g(16 — y)dA = 16 - 4 — [[p y dA, y la segunda vale 0 por simetrfa.

4. Flujo = 64r.

Ejercicio 4B.6.6

1. Py=2x,Q,=—2x,R, = 2z:V - F = 2z.
2. Solido: r<z<3,0<r<3.

27 (3 (3 3
3. Flujozj JJ erdzdrd€:27rj (9-r?)rar.

810 8? r 81 _ 81 0
= 8l _ol) _ Lol _olm
4.—27[(2 4) 2 2 5

«— volver

«— volver

«— volver

«— volver

«— volver

«— volver
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Ejercicio 4B.6.7 «— volver

NS

2 2
1. Forma canonica: xr + =+ % = 1, un elipsoide cerrado. Para cadar < 2, —%\M —-r2<

N v}
2. PX:_yZ:Qy:_x2>RZ:4Zv~ﬁ:4—r2.
3. Enz: (4 — 2)-3@: 3(4 — r2)3/2.

2

r
2r 2
4. Flujo = J J 3(4 — r2)3/2 rdrdf = 6r [—1(4 - rz)s/z] =6 g
0o Jo 5 0 5
1927
5. T.
Ejercicio 4B.6.8 « volver

1. Cilindro de radio 4 entre z = —5 y z = 4 (altura 9). Integrando r; dV = rdr df dz.

2m 4 4 3
Z.J JJ erZdrd9=2ﬂ~9'4?:2ﬂ'9~%.

0 JoJ—s
3. 384r.

Ejercicio 4B.6.9 «— volver

1. Esfera de radio 4: dS = 16 sen ¢ d¢p d6.

2. Primer octante: 0 < ¢ < % Entre los planos y = x y x = 0: % <0< %
/2 /2 -
3. A:J J- 16sengdpdd =16-1-= =4 u>
/4 Jo 4
Ejercicio 4B.6.10 «— volver

1. Parametrizacion 7(x,z) = (x, x%, z) con0<x<1,0< z < x.
2. . = (1,2x,0), 7, = (0,0,1); 7, x 7, = (2x,—1,0), de norma /1 + 4x2.

1prx 1 2y3/2 1!
3. A:J J \/l+4x2dzdx=J a1+ 4x%dx = M] .
0 Jo 0 0

12
4. A= 551 u’

12
Ejercicio 4B.6.11 « volver
1. Cilindro de radio 2: x = 2cosf, y = 2senf, z = z;dS = 2d0dz,con 0 < 0 < 72—[,
0<z<2

2. xy?dS = (2 cos 0)(4 sen?0)(2) df dz = 16 sen®d cos 0 df dz.

2 (/2
3. J J 16sen29cos0d9dz:l6-l-2:%.

0Jo 3
Ejercicio 4B.6.12 «— volver

1. VxF = (1,—1,2), como en el ejercicio 4B.5.6.
2. Superficie: z = —% -y N= (% 1, l), hacia arriba.

3. (Vxﬁ)~ﬁ:%—1+2:%,constante.

102



Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

4. Sombra: disco de radio 1. Circulacién = %T[ = 37” (sentido antihorario visto desde

. . . 3
arriba; en sentido contrario, —7).

Ejercicio 4B.6.13 «— volver

1. La curva es la circunferencia x? + y* = 1 en el plano z = 1.

2. VxE=(0-0,0-0,1-2y)=(0,0,1-2y).

3. Superficie: el disco en z = 1, con A = k. [ =2y)dA=r—-2[[ydA=n—0.
4. 7 (sentido antihorario visto desde arriba).

Ejercicio 4B.6.14 <« volver
1. Con z = 1: x? + y? = 4, circunferencia de radio 2 en el plano z = 1.

2. VxF = (2xy —x2, 2yz — yz, 2xz — zz).

3. Superficie: el discoenz =1, conn = k. Ahi, (V x ﬁ) k=o2x—1.

4. [[ep(2x —1)dA=2-0—4r.

5. —4r (sentido antihorario visto desde arriba).
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