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Presentacién y como usar este cuaderno

Presentacion y como usar este cuaderno

1 Volver al indice

Este cuaderno esta pensado para quien tiene que aprobar Calculo Integral en poco
tiempo: en un examen extraordinario, en un final o después de varias semanas sin estudiar
la materia.

Sirve a los dos planes de estudio con los que se imparte la asignatura:

= Plan 2010, con el programa aprobado en 2008: cuatro temas, de las integrales definida
e indefinida a las funciones de varias variables, con un tema completo de logaritmo,
exponencial e hiperbdlicas.

= Plan 2016: cuatro temas. Empieza con sucesiones y series; el logaritmo, la exponencial
y las hiperbdlicas pasaron a la materia anterior, y la regla de L’'Hopital y la integral
impropia se quedaron en el tema de integrales.

Los métodos de integracion, sus aplicaciones y las funciones de varias variables son los
mismos en los dos planes. El cuaderno sigue el orden del Plan 2010 y agrega, marcada, la
unidad que es de un solo plan:

0. Antes de empezar: qué viene en el examen y qué plan es el tuyo.

1. Las integrales definida e indefinida: valor medio, sumas de Riemann, teorema funda-
mental e integrales inmediatas.

2. Logaritmo, exponencial e hiperbdlicas (solo Plan 2010); regla de L’Hdpital e integral
impropia (los dos planes).

3. Parte A: métodos de integracién. Parte B: aplicaciones (area, longitud de arco y volu-
men).

4. Funciones de varias variables.

5. Sucesiones y series (solo Plan 2016).

Cada unidad se ensefa igual que en clase: objetivo, conceptos, ejemplo resuelto y ejercicios.
La diferencia es que todo esta recortado a lo que se pregunta en los exdmenes.

Objetivo de la asignatura (programa).

= Plan 2010: «El alumno aplicara los conceptos fundamentales del calculo integral de
funciones reales de variable real, y las variaciones de una funcién escalar de variable
vectorial, para resolver problemas fisicos y geométricos.»

= Plan 2016: «El alumno utilizara conceptos del calculo integral para funciones reales de
variable real y las variaciones de funciones escalares de variable vectorial respecto a
cada una de sus variables, para resolver problemas fisicos y geométricos.»

De donde salen los ejercicios.

= Serevisaronlos 112 examenes finales y extraordinarios publicados de la asignatura:
52 del Plan 2010 (de 2010-1 a 2016-2) y 60 del Plan 2016 (de 2016-2 a 2026-1), mas 17
examenes parciales del Plan 2016. Varios tienen versiones A, B, C y D.

= Muchos traen una resolucién publicada. Todas las resoluciones de este cuaderno son
propias; cada resultado se verificé con algebra computacional y después se compard
con la resolucion publicada, cuando la hay. Las diferencias estan en el Apéndice C.

= Cada ejercicio indica el examen del que se adapt6. Los enunciados estan redactados de
nuevo, con los mismos datos, y las figuras estan redibujadas.
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Sin calculadora ni formulario. Los exdmenes recientes lo dicen expresamente, y los
anteriores estan hechos para aritmética exacta. Por eso las resoluciones dejan los resultados
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Coémo usar este cuaderno

Cada unidad tiene la misma estructura:

1. Un recuadro de Instrucciones de emergencia: cuanto sale en el examen, cuanto

tiempo dedicarle y la ruta corta.

Conceptos y expresiones, en tono de libro.

Como reconocer el problema: una tabla que lleva del enunciado al procedimiento.

Procedimientos, paso a paso.

Ejemplo resuelto.

Ejercicios de examen resueltos.

Ejercicios propuestos, con el resultado. Las resoluciones completas estan en el Apén-

dice E.

8. Errores frecuentes, formulario de la unidad y procedimiento recomendado en
el examen.

NSk v

Formato de cada resolucion. Planteamiento — pasos numerados — resultado en
negritas. Cada integral indefinida termina con su comprobacion: se deriva el resultado y
se obtiene el integrando.

Marcas de plan. Lo que es de un solo plan lo dice en el titulo de la unidad o de la seccién,
con el rétulo soLopLAN 2010 0 soLo PLAN 2016 . Lo que no lleva rétulo es de los dos planes.
Rutas de estudio. La Unidad 0 dice qué unidades estudiar segin tu plan y propone, para
cada plan, una ruta de 5 semanas y otra de 2 semanas.

Regla de emergencia. Nunca dos dias seguidos sin estudiar. Un dia minimo (30 minutos
y un ejercicio) cuenta como dia cumplido.

Licencia

© 2026 luigisrs.me. Publicado por Fritanga Collective. Esta obra esta bajo una licencia
Creative Commons Atribucion-NoComercial-CompartirIgual 4.0 Internacional
(CC BY-NC-SA 4.0): https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.
0/deed.es

Puedes copiarla, distribuirla y adaptarla con fines no comerciales, siempre que cites al
autor (luigisrs.me) y compartas las adaptaciones con la misma licencia.

Los enunciados de los exdmenes se citan como fuente y pertenecen a sus autores. Las
referencias completas estan en el Apéndice D.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

1 Volver al indice

Instrucciones de emergencia

= Tiempo: 30 minutos. Léela completa antes de cualquier otra unidad.

= Para qué: saber qué plan es el tuyo, qué unidades estudiar, en qué orden y qué
necesitas de la materia anterior.

= Sieres dela Generacion 2027 o posterior, tu plan es el 2026: usa Curso de Emergencia,
Calculo Diferencial e Integral.

0.1 ;Qué plan es el tuyo?

Célculo Integral se imparte con dos programas. Los métodos de integracion, sus aplicacio-

nes y las funciones de varias variables son iguales; cambian el primer tema y el lugar del

logaritmo y la exponencial.

= Como saberlo: lo dice tu historia académica, que indica el plan de estudios de tu
carrera. Confirmalo antes de inscribir el examen: el temario cambia.

Plan 2010 Plan 2016

Estudia Unidades 1 a 4 completas Unidad 5, Unidad 1, de la
Unidad 2 solo L’Hopital e
integral impropia, Unidades 3 y
4

No estudies Unidad 5 Las secciones de la Unidad 2
marcadas SOLO PLAN 2010
(repasalas solo si las necesitas)
y el area en polares de la

Unidad 3
El examen trae valor medio, L’Hopital o series, una integral (valor
impropia, tres integrales, una medio, L’Hépital o impropia),
aplicacion y dos problemas de  tres integrales, una aplicacién y
varias variables dos problemas de varias
variables

Tu programa, unidad por unidad. El cuaderno sigue la numeracién del Plan 2010. Si tu
plan es el 2016, esta tabla dice dénde esta cada tema de tu programa:

Tema del programa del Plan 2016 En este cuaderno
1. Sucesiones y series Unidad 5
2. Las integrales definida e indefinida (2.1 a 2.5) Unidad 1

2.6 Regla de L'Hopital; 2.7 integral impropia Unidad 2, secciones sin rétulo
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Tema del programa del Plan 2016 En este cuaderno

3.

Métodos de integracion (3.1 a 3.3) Unidad 3, Parte A

3.4 Aplicaciones (area, longitud de arco, volumen) Unidad 3, Parte B
4. Derivacion y diferenciacién de funciones de Unidad 4
varias variables

Las unidades y secciones de un solo plan lo dicen en su titulo y en su recuadro de
instrucciones.

0.2 Como es el examen

Segun los 52 finales y extraordinarios del Plan 2010 (2010-1 a 2016-2) y los 60 del Plan
2016 (2016-2 a 2026-1):

Duracién: 2 horas (2.5 horas en algunos examenes de 2010 y 2011).

Problemas: 6, de 10 a 20 puntos cada uno, que suman 100. Hasta 2012-1, algunos traian

7.

Material: ninguno. Desde 2024 las instrucciones dicen «No se permite el uso de

dispositivo electronico alguno, ni formulario». Los resultados se dejan exactos: 33—2 %

e, In2.

Plantilla casi fija, con el mismo orden en los dos planes salvo el primer problema:

1. Plan 2010: valor medio y teorema del valor medio (Unidad 1). Plan 2016: una serie,
su intervalo de convergencia o una serie de Maclaurin (Unidad 5).

2. Plan 2010: regla de L’Hopital o integral impropia (Unidad 2). Plan 2016: valor medio,
L’Hopital o impropia (Unidades 1y 2).

3. Tres integrales, una por método (Unidad 3, Parte A).

4. Una aplicacion: area, volumen o longitud de arco (Unidad 3, Parte B).

5. y 6. Dos problemas de varias variables (Unidad 4).

Cada inciso se califica por separado. En el problema de las tres integrales, cada una

vale lo mismo.

0.3 Qué tan seguido sale cada tema

Examenes en los que aparece cada unidad. Las versiones del mismo examen (tipos A a D)
cuentan por separado.

Unidad Tema Plan 2010 (52) Plan 2016 (60)

1 Valor medio, Riemann, 52 34
teorema fundamental

2 L’Hoépital, integral impropia, 52 31 (L'Hopital o
derivadas de logaritmos y impropia)
exponenciales

3A Tres integrales por método 52 60
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Unidad Tema Plan 2010 (52) Plan 2016 (60)
3B Area, volumen, longitud de 52 56
arco
4 Varias variables (dos 52 60
problemas)
5 Sucesiones y series, Maclaurin =~ — 59
Observaciones:

La Unidad 3 y la Unidad 4 valen dos tercios del examen en los dos planes: dos
problemas cada una. Son las primeras que se estudian.

En el problema de las tres integrales casi siempre hay una de fracciones parciales (50
de 52 y 51 de 60); las otras dos suelen ser por partes y por sustitucién trigonométrica.
En la Unidad 4 lo que mas sale es la derivada direccional y el gradiente (29 de 52 y
33 de 60), seguidos del dominio con curvas de nivel, el plano tangente y las derivadas
parciales sucesivas.

En la Unidad 1 casi todo es valor medio (41 de 52 en el Plan 2010). En la Unidad 2,
L’Hopital (28) e impropia (22) se reparten el problema 2 del Plan 2010.

En el Plan 2016, el problema 1 es de series: convergencia, intervalo de convergencia o
suma (35 de 60) o una serie de Maclaurin o Taylor (26 de 60).

Del programa casi no se evaliian: la condicion de integrabilidad, la demostracion del
teorema fundamental, la definicién del logaritmo como integral, los limites dobles, las
diferenciales de orden superior y la derivacién implicita en sistemas. Se mencionan,
pero no se desarrollan.

0.4 Lo que se usa de la materia anterior

Calculo Integral da por sabido el calculo diferencial de una variable: en el Plan 2010 es la
materia Calculo Diferencial; en el Plan 2016, Calculo y Geometria Analitica. Esto es lo
que se usa aqui y donde:

Lo que se usa Para qué Unidades

Reglas de derivacion y regla de  Integrales inmediatas («derivar 1, 3A

la cadena; derivadas de las al revés»), cambio de variable y

trigonométricas directas e comprobar cada antiderivada

inversas

Diferencial: du = g’(x) dx Cambio de variable; diferencial 1, 3A, 4
total

Limites: formas L’Hoépital, integral impropia, 1,2

indeterminadas, al infinito, sumas de Riemann

laterales

Continuidad en un intervalo Hipotesis del teorema del valor 1,2

medio y del teorema
fundamental
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Lo que se usa Para qué Unidades
Funcién inversa, dominio y Logaritmo y exponencial como 2, 3A, 4
recorrido inversas; tridangulo de la

sustitucion trigonométrica;

dominio en dos variables
Derivacién implicita y Longitud de arco en 3B, 4
paramétrica; recta tangente y paramétricas; plano tangente y
normal recta normal
Algebra: completar el cuadrado, Fracciones parciales y 3A

dividir polinomios, factorizar

sustitucion trigonométrica

Identidades trigonométricas Potencias trigonométricas y 3A

sustitucion trigonométrica

= Situ plan es el 2016: el logaritmo, la exponencial y las hiperbélicas (definicion, propie-
dades, graficas y derivadas) son de tu materia anterior. Aqui se usan para L’Hdpital y
para integrar; si te hace falta un repaso, estan en las secciones de la Unidad 2 marcadas

SOLO PLAN 2010 .

= Si tu plan es el 2010: las sucesiones y series son de tu materia anterior y no vienen en
este examen; no estudies la Unidad 5.

= Lo que no viene de la materia anterior en ningun plan: la regla de L’H6pital, la integral
impropia y todo lo de varias variables. Se ensefia desde cero.

0.5 Orden de estudio

El cuaderno sigue el orden del programa, pero conviene estudiar por puntos y por depen-
dencia: las integrales de la Parte A de la Unidad 3 son el problema 3 y la base de casi todo
lo demas (aplicaciones, valor medio, impropias).

Semana  Plan 2010 Plan 2016

1 Unidad 0 y Unidad 3, Parte A Unidad 0 y Unidad 3, Parte A

2 Unidad 3, Parte B Unidad 3, Parte B

3 Unidad 4 Unidad 4

4 Unidades 1y 2 Unidad 5

5 Simulacro (Apéndice B) Unidad 1, L’Hopital e impropia de la

Unidad 2 y simulacro (Apéndice B)

Ruta de 2 semanas.

= Plan 2010. Primera semana: Unidad 3 (Partes A y B) y Unidad 4. Segunda semana:
Unidades 1y 2 y un simulacro.

= Plan 2016. Primera semana: Unidad 3 (Partes A y B) y Unidad 4. Segunda semana:
Unidad 5, Unidad 1, L’Hépital e impropia de la Unidad 2 y un simulacro.

En cada unidad, la ruta corta del recuadro de instrucciones dice qué leer primero. Si el
tiempo no alcanza, se recorta dentro de cada unidad, nunca una unidad completa:
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ARl ol e

las sumas de Riemann (Unidad 1);

las funciones hiperbdlicas inversas (Unidad 2);

las potencias trigonométricas con exponentes altos (Unidad 3, Parte A);
la longitud de arco en polares (Unidad 3, Parte B);

la diferencial total y el limite doble (Unidad 4).

0.6 En el examen (120 minutos)

1.
2.

Lee todo el examen (5 minutos) y reparte el tiempo: unos 18 minutos por problema.
Empieza por las tres integrales: son el problema mas mecanico y cada una vale por
separado.

Sigue con los dos problemas de varias variables y la aplicacion. En la aplicacién, dibuja
la regién antes de plantear la integral.

Deja para el final el problema de valor medio, L'Hopital o series.

Comprueba al final: deriva cada antiderivada, revisa que el valor c del teorema del valor
medio esté en el intervalo, que un area sea positiva y que un vector unitario tenga
norma 1.

0.7 Formulario de emergencia

El formulario de todas las unidades esta en el Apéndice A. El examen no permite for-
mulario: conviene escribirlo a mano, desde cero, unos minutos cada dia, hasta saberlo de
memoria.



Unidad 1 - Las integrales definida e indefinida: valor medio, sumas de Riemann y teorema fundamental

Unidad 1 - Las integrales definida e indefinida: valor medio, sumas
de Riemann y teorema fundamental

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno comprendera los con-
ceptos de las integrales definida e indefinida y las aplicara en el célculo y
obtencién de integrales. El programa de 2016 dice lo mismo con «identifica-
ra» en lugar de «comprendera»; su tema 2 agrega la regla de L’Hopital y la
integral impropia, que en este libro estan en la Unidad 2.

Instrucciones de emergencia

= Plan: unidad compartida. En el Plan 2010 es el tema 1 (subtemas 1.1 a 1.4); en el
Plan 2016, los subtemas 2.1 a 2.5 del tema 2. Las integrales cuyo resultado es un
logaritmo natural (2.5 del Plan 2016) estan, en el Plan 2010, dentro del subtema
2.4; aqui van con las inmediatas y el cambio de variable.

= Frecuencia: en el Plan 2010 sale en los 52 examenes, siempre como problema 1:
valor medio y teorema del valor medio en 41 examenes (40 problemas), sumas de
Riemann en 7, teorema fundamental (derivar una integral con limite variable) en 4
e integral con un parametro en 2. En el Plan 2016 sale en 34 de los 60 examenes,
como problema 2, que comparte con L'Hopital y la impropia: valor medio 25,
integral con parametro 6, teorema fundamental 2 y Riemann 1.

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta unidad.

= Ruta corta:
1. Lee la seccién 1.1 y los procedimientos 1.3.1, 1.3.4 y 1.3.5 (30 min).
2. Sigue los dos ejemplos de la seccidén 1.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 1.5 con cronémetro (12 min cada uno).

1.1 Conceptos y expresiones

El problema del area y las sumas de Riemann. Para medir el area bajo la grafica
de f en [a,b], el intervalo se parte en n subintervalos de ancho Ax = }%, con puntos
X =a+ilAx (i=0,1,...,n). Sobre cada subintervalo se levanta un rectangulo de altura
f(x;). La suma de sus areas es una suma de Riemann:

=

Si= Y f(x) bx.
i=1

Integral definida. Si el limite de las sumas de Riemann existe cuando n — oo, ese limite
es la integral definida:

b n
[ sax = tim 3 v
a i=1

Interpretacion geométrica: es el area con signo entre la grafica y el eje x: cuenta positiva el
area sobre el eje y negativa el area bajo él.

Propiedades. Para f y g integrables y k constante:

10
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. ,[ab[f(x) + g(x)]dx = f: flx)dx = ff gx)dxy ff kf(x)dx =k f: f(x)dx;
" Iab fx)dx = fac flx)dx + fcb f(x) dx (sirve para las funciones por tramos);
s [ f@dx =~ [P fdry [CFG)dx = 0;

= si f(x) < g(x) en [a, b], entonces fab fx)dx < f: g(x) dx.

Valor medio (ordenada media). El valor medio de f en [a,b] es

b
.1
f= EL f(x)dx.

Los examenes lo llaman también valor promedio u ordenada media, y a veces lo escriben
fo.

Teorema del Valor Medio del Calculo Integral (TVM). Si f es continua en [a, b], existe
al menos un ¢ € [a, b] tal que

b
[ 1wax=roe-a
a

es decir, f(c) = f. Interpretacion geométrica: el area bajo la curva es igual a la de un
rectangulo de base b — a y altura f (figura del ejemplo 1.4.1). El niimero c se llama abscisa
media. Puede haber mas de uno; solo valen los que estan en el intervalo.

Integral indefinida y Teorema Fundamental del Calculo (TFC). Si f es continua, la
integral con el extremo superior variable

F(x) = J. f@)de

es derivable y F’(x) = f(x) (primera parte del TFC): F es una antiderivada o primitiva de
f. Todas las antiderivadas difieren en una constante; su familia es la integral indefinida,
[ f(x)dx = F(x) + C. La segunda parte del TFC da la regla para calcular integrales
definidas sin limites:

b
j f)dx = F)L = Fb) - Fla).

a

Con la regla de la cadena, si los dos limites son funciones de x:

dx
= f(g(0) &' (x) = f(h()) I (x).

Integrales inmediatas y cambio de variable. Una integral es inmediata si el integrando

es la derivada de una funcién conocida (la tabla esta en 1.3.5). El cambio de variable

u = g(x), du = g’(x) dx lleva f f(g(x)) g’(x) dx a la inmediata f f(u) du. Las integrales
" (x dx

i((x)) xInx’

Lo que el programa pide y los eximenes no preguntan. El programa incluye la

condicién de integrabilidad (toda funcién continua en [a,b], o acotada con un nimero

de la forma f

dx dan In|g(x)]; de ellas salen [ tanxdxy |

11
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finito de discontinuidades, es integrable) y la demostracién del TFC (se aplica el TVM a
Fath)-F&) % I;Hh f(t)dt y se hace h — 0). Ninguna de las dos se ha preguntado en

los 112 exdmenes revisados; basta saber enunciarlas.

1.2 Cémo reconocer el problema

El enunciado dice... Procedimiento

«Calcule el valor medio (valor promedio, ordenada  Valor medio (1.3.1)

media) de f en [a,b]»

«...y el 0 los valores de ¢ que cumplen el Teorema  Valor medio y TVM (1.3.1)

del Valor Medio», «abscisa media»

«La funcién cuya grafica esta en la figura» (rectas  Integral por areas (1.3.2) y valor

por tramos) medio (1.3.1)
«Mediante el limite de la suma de Riemann, Sumas de Riemann (1.3.3)
calcule...»
«Obtenga F’(x) si F(x) es una integral con limite TFC con limites variables (1.3.4)
variable», «usando el Teorema Fundamental del
Calculo»
Un integrando de la forma f(g(x)) g’(x) o gg’ ((;)): Inmediatas y cambio de variable
eSeN% cos x, tan x, —— (1.3.5)

> > xlnx
«Determine a (0 b) tal que la integral valga...», Integral con parametro (1.3.6)

«para que el valor medio sea...», «para que las dos
funciones tengan la misma ordenada media»

1.3 Procedimientos

1.3.1 Valor medio y Teorema del Valor Medio
1. Revisa que f sea continua en [a, b] (si no, el TVM no garantiza nada).

2. Calcula f: f(x) dx con una antiderivada (1.3.5) y divide entre b — a: eso es f.

3. Para el TVM, resuelve la ecuacion f(c) = f.

4. Conserva solo las raices que estan en [a,b] y descarta las demas diciendo por qué.
Puede haber una o varias; si no queda ninguna, hay un error (el teorema garantiza al
menos una).

5. Si f(c) = f no se puede despejar con funciones elementales, basta dar f; el teorema
asegura que c existe.

Atajo de simetria. Si f es impar alrededor del centro del intervalo, su integral vale cero:

f_ll Bdx=0y foz(x —1)3dx = 0. Asi se ve rapido que el valor medio de 1+ ¥x — 1 en

[0,2] es 1.

1.3.2 Integral definida por areas: funcion dada por una grafica

1. Escribe la funcién por tramos, con la recta de cada tramo: con dos puntos (x,y;) y

(x9, ¥2), la pendiente es m = Z‘rz‘ y la recta, y = y; + m(x — xp).
27M




Unidad 1 - Las integrales definida e indefinida: valor medio, sumas de Riemann y teorema fundamental

2. Separa la integral en los mismos tramos (propiedad aditiva).

3. Cada tramo es un rectangulo, un tridngulo o un trapecio: A = y 2(xy — x1). Lo que
esté bajo el eje x se resta.

4. Suma, divide entre b — a para el valor medio y busca ¢ tramo por tramo con la recta de
cada uno.

1.3.3 Sumas de Riemann
1. Escribe Ax = =2 y x; = a + i Ax (no olvides el sumando a).

2. Sustituye x; en f y desarrolla en potencias de i: f(x;) = a + fi + yi?, con a, §, y que
dependen de n.
3. Multiplica por Ax y separa la suma. Usa

n

len Zn:’ n(n+l)

i=1 i=1

ilz _ n(n + l)‘f2n+ 1)

o]

i=1

1

-

4. Simplifica: cada término queda como un cociente de polinomios en n. Toma el limite
n — oo (solo cuentan los términos de mayor grado).

5. Comprueba con el TFC: F(x)|g debe dar lo mismo. Si f es lineal, también con el area
de un trapecio.

1.3.4 TFC: derivar una integral con limites variables
1. Identifica el integrando f(¢), el limite superior g(x) y el inferior A(x). Si un limite es
constante, su término vale cero.
2. Aplica
F'(x) = f(g(x) g'(x) = f(h(x) B (x).
No hace falta integrar.
3. Sipiden F’ en un punto, simplifica antes de sustituir (Ine* = x).
4. Comprobacion: si f tiene antiderivada sencilla, calcula F explicitamente y derivala.

1.3.5 Integrales inmediatas y cambio de variable

Tabla minima (con u funcién de x y a > 0):

st du=Y e —1); %+ C; [t du= e+ C
u'du = T n i) 5 =1nlu ;[etdu=¢ .

» [senudu=—cosu+C;[cosudu=senu+C; [sec?udu=tanu+C.
» [tanudu = —Inlcosu| + C; [ cotudu = In|senu| + C.

a’+u?

. du_ =éangtan§+c;f\%:angseng+c.

1. Busca dentro del integrando una funcién g(x) cuya derivada también aparezca (salvo
una constante): sen x con cos x; Inx con ;2 — x con —1.
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4.

Haz u = g(x), du = g’(x) dx, y reescribe toda la integral en u. Si sobra alguna x, el
cambio no sirve.

Integra con la tabla y regresa a x. En una definida, o regresas a x o cambias los limites
au(a)y u(b).

Comprueba derivando el resultado.

1.3.6 Integral con parametro

1.
2.

Calcula la integral (o el valor medio) dejando el parametro como letra.

Iguala al dato y despeja. Con logaritmos, aplica la exponencial a los dos lados; con
raices, despeja la raiz y eleva al cuadrado.

Revisa que el valor obtenido deje el integrando continuo en el intervalo (v1 — x pide
b < 1; In x en un denominador pide no pasar por x = 1) y que cumpla la condicion del
enunciado (a > 0).

Si son dos funciones con lla misma ordenada media en el mismo intervalo, basta igualar

las integrales: el factor 5o se cancela.

1.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Valor medio y abscisa del TVM

Adaptado de: Ier final 2010-2, tipo C, problema 1.

Calcule el valor medio de f(x) = 2 — (x — 1)% en el intervalo [0, 2] y obtenga el o los
valores de ¢ que cumplen el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral.
Resolucion.

1. f es un polinomio: es continua en [0, 2] y el TVM se aplica.

Y
2. Conu=x-1, [(x— 13 dx = %. Entonces

JOZ[Z—(X—I)S]dxz <2x_@>0
—(4-1)=(0-1)=a

2

3. Valor medio: f = ﬁ =2.

4. ’I:VM:Z—(C— 1)*)=2=(—-1°=0=c=1,queestien [0,2].

5. f =2y c=1.Elrectangulo de base 2 y altura 2 tiene la misma area que la region
bajo la curva: lo que la curva sobra en [0, 1] le falta en [1, 2].
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34
f=2\

X

-
|
|
|
|
|
|
|
1

c

Ejemplo resuelto - Integral por sumas de

Adaptado de: 1er final 2011-1, tipo C, problema 1.

1

Riemann

Por medio del limite de la suma de Riemann, calcule j33(2 — x)dx.

Resolucién. )
1. Ax:#:%yxi=—3+2.

2. f)=2-(-3+3)=5-32
3. Suma de Riemann:

3i\ 3
S, = (5 - —) 3
" ; n/n
n n
15 Z 9 .
=— 1-—= Zl
nS ntio
_15 9 n(m+1)
n n® 2
=15-2 (14 ).
4. Limite: lim,,_,,, S, = 15 — g = 271
N
5. Comprobacion: (2x - %) ,=0- (—6 - 3) = %; también es el trapecio de
alturas f(—=3) =5y f(0) = 2 y base 3: % .3 = %

6. f_03(2 —x)dx = 271



Unidad 1 - Las integrales definida e indefinida: valor medio, sumas de Riemann y teorema fundamental

-3 -2 -1 0

<>
Ax

Con n = 6 (figura) los rectangulos quedan por debajo de la recta, porque f decrece y
se toma el extremo derecho; al crecer n el error 2—9,1 tiende a cero.

1.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 1.5.1 - Valor medio de una funcién dada por su grafica
Adaptado de: ler final 2011-1, tipo A, problema 1.
La grafica de f en [0, 5] est4 formada por segmentos de recta que unen los puntos (0, 1),

(1,2),(2,2), (4,0) y (5,3) (figura). a) Calcule el valor medio de f en [0, 5]. b) Obtenga los
valores de ¢ que cumplen el Teorema del Valor Medio. (El inciso b) se agregé al original.)

Resolucion.

1. Por tramos: f(x) = 1+ xen [0,1]; f(x) = 2 en[1,2]; f(x)
3(x —4) en [4,5].
< D142, _ 3 . _ o 22 _ . 13 _ 3

2. Areas: trapecio T(l) = 3; rectangulo 2(1) = 2; triangulo < = 2;triangulo == = =
Toda el area esta sobre el eje:

4—xen[2,4]; f(x) =

5
J fx)dx=3+2+2+3=7.
0 2 2
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3. a)f= %
4. TVM, tramo por tramo, con f(c) = %:

. en[O,l]:l+c:§=>c:§(siesté);
men[l,2: f=2=% g (ninguno);
] en[2,4]:4—c:§=>c:1—53(siesté);
= en [4,5]:3(c—4):§=>c:?—zz4.47 (si esta).
—2 . _B,._
5. b)c—s,c— S ye=T5-

Ejercicio 1.5.2 - Riemann con un integrando cuadratico

Adaptado de: ler extraordinario 2011-2, problema 1.

Mediante el limite de las sumas de Riemann, obtenga f13 (x2 + 1) dx.

Resolucion.
31 _z. . _ 2
1. Ax = —=syx=1+"

2 . 2
2. fe) =(1+2) +1=2+ 24+ %

3. Suma de Riemann:

Sn

Il Il
RN
2= ==
+ +
m|°° ENES
M= 5 |£

~. & n

+ S——

| oo S
w
M=

Nl\)

4. Limite:4+4+§ = %

3
5. Comprobacién: (%3 + x)‘l =0+3)— (% + 1) =3
6. ff(xz +1)dx = %

Ejercicio 1.5.3 - TFC con un limite exponencial

Adaptado de: 2° extraordinario 2015-1, problema 1.

Sea F(x) = Ilex Int dt. Calcule F’(In 2).

Resolucion.

1. Integrando f(t) = Int; limite superior g(x) = €%, con g’(x) = €*; el inferior es
constante.
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2. TFC: F/(x) = In(e¥) e = xe*.

.Enx=In2:F(In2)=In2-e"2 = 2In2.

4. Comprobacién: [Intdt = tInt—t,asi que F(x) = xe* —e*+1y F'(x) = e* +xe* —€* =
xe*.

5. F/(In2) = 2In2 = In4 (= 1.386).

(98]

Ejercicio 1.5.4 - Dos funciones con la misma ordenada media
Adaptado de: 2° final 2015-2, tipo B, problema 1.

a

242—x

Si las funciones f(x) = ﬁ y g(x) = tienen la misma ordenada media en el
intervalo [0, 1], calcule el valor de a.
Resolucion.

1. Elintervalo es el mismo, asi que basta igualar las integrales (el factor ﬁ es igual en
los dos lados).

14 1
2. [, xz—il = angtanx|, = %.
3. Conu =2—x,du = —dx: J 2\/% = —J/2 — x + C. Comprobacién: % (—\/2 - x) =
1
2\/E.Entonces
J, s =e (e
0 242—x 0
=a(V2-1)
_z — 7 Racionali .
4. a(\/E— 1) =7=a 4(\/E_l).Racmnahzando.
_ ﬂ(ﬁ+ l) B
a= T =~ 1.896.

5. g es continua en [0, 1] porque 2 — x > 0: el valor sirve.
_ a2+
6. a= -

Ejercicio 1.5.5 - Limite inferior desconocido con logaritmo

Adaptado de: 2° final 2024-2, problema 2.

Determine el valor de a > 0 que cumple
2
4
J de _ In2.
. xlnx

1. Cambio de variable: u = lnx, du = CL—X La integral es f d;“ = Inlul, asi que

Resolucién.

J d _ Inln x| + C.
xInx

i6n: 4 =11
Comprobacion: o In(Inx) = =y
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2. Evaluacién (con a > 1, para que In x > 0 en todo el intervalo):

In(In x)|§2 =1In2—In(lna).

3. In2-In(lna) =ln2=In(lna)=0=Ilna=1=a=e.

4. a = e > 1: el integrando es continuo en [e, ¢?] y el valor sirve. Un a < 1 dejaria x = 1
(donde In x = 0) dentro del intervalo.

5.a=e.

Ejercicio 1.5.6 - TVM con tres abscisas medias
Adaptado de: 2° final 2017-2, problema 2.

Sea f(x) = 3x% — 5x* en [-1, 1]. Calcule el o los valores de ¢ del intervalo que cumplen el
Teorema del Valor Medio del Célculo Integral.

Resolucién.

1. Integral:
! 1
J_l(fix2 —5x%)dx = (x3 - x5)|_l
=(1-1)-(-1+1)=0.

2. Valor medio: f = g =0.
3. TVM:3¢2 —5¢t = 0= c2(3-5¢)=0=>c=00c%*= %

4. c==% % = i% ~ #+0.775: los dos estan en [—1, 1].
V5 _ . )
5.¢=0,c="Fyc=—"-. El teorema garantiza al menos uno; aqui hay tres.

1.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.1.

Ejercicio propuesto 1.6.1

Adaptado de: 2° extraordinario 2020-1, problema 2.

Mediante el limite de las sumas de Riemann, calcule ff (x+ 1) dx.
Resultado: 6.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 99.

Ejercicio propuesto 1.6.2
Adaptado de: ler final 2025-1, tipo A, problema 3.

2
Sea F(x) = jx cost dt. Usando el Teorema Fundamental del Calculo, determine F’(x).

X
Resultado: F'(x) = 2x cos(x%) — cos x.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 99.
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Ejercicio propuesto 1.6.3

Adaptado de: 1er final 2020-1, tipo C, problema 2.

Si fb dr _ 1, calcule el valor de b > 0.

0 Ji—x

Resultado: b = %.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 99.

Ejercicio propuesto 1.6.4

Adaptado de: ler extraordinario 2015-2, problema 1.

Determine el valor medio de f(x) =e

. T
SENX cos x en el intervalo [0, E]

Resultado: f = 2(67_1) =~ 1.094.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 99.

Ejercicio propuesto 1.6.5

Adaptado de: 2° extraordinario 2012-2, problema 1.

a) Calcule el valor medio de f(x) = |tan x| en el intervalo [0, %] b) Obtenga el valor de ¢
que cumple el Teorema del Valor Medio. (El inciso b) se agrego al original.)

Resultado: a) f = 217%2 = ln74 =~ 0.441; b) ¢ = ang tan lenz = 0.416.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 100.

1.7 Errores frecuentes

. e qs b . . ; b
Olvidar dividir entre b—a. [, f es un rea; el valor medio es una altura: f = ﬁ Ja f-

Confundir f con c. f es una ordenada (un valor de y); ¢ es una abscisa, la x donde

flo=f.

Dejar abscisas fuera del intervalo. Al resolver f(c) = f pueden salir raices fuera de
[a, b]: se descartan diciendo por qué.

Escribir x; = i Ax. En Riemann el punto es x; = a + i Ax; solo coincide con i Ax cuando
a = 0.Y cada término se multiplica por Ax.

Olvidar g’(x) en el TFC. La derivada de Hﬂ f(t)dt es f(xz) - 2x, no f(xz). Con el
limite inferior variable, el término va restando.

Perder el valor absoluto del logaritmo. | % = In|u|; en una definida, el intervalo no
puede contener un cero de u.

Ignorar el dominio al despejar un parametro. Un b que deje V1 — x o In x fuera de
su dominio dentro del intervalo no sirve, aunque cumpla la ecuacion.

1.8 Formulario de emergencia de la unidad

20

: b—a .
Riemann: Ax = o Xi=a +iAx,

b n
J f(x)dx = lim Z f(x) Ax.
a =
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2
. 1 . 1)(2n+1 . 1
Yiyi= My 2 - He) yn o [

= Valor medio: f = ﬁ f: f(x)dx. TVM: existe ¢ € [a,b] con f(c) = f.

TFC: f: f(x)dx = F(b) — F(a), con F’ = f.
= Limites variables:

d &(x)
-~ J ) f@®)de = f(g(x)) g’ (x) = f((x)) h' (x).

dx Jn(x

. % = Inlu| + C; [ tanudu = — In|cosu| + C; [ cotudu = In|senu| + C.
du 1 u . du  _ u
i ZE = pangtan - +C; ~— — angsen g +C.

1.9 Procedimiento recomendado en el examen

. Identifica el tipo con la tabla 1.2: valor medio, grafica, Riemann, TFC o parametro.

. Valor medio: integra, divide entre b — a, resuelve f(c) = f y revisa que ¢ € [a, b].
Riemann: escribe Ax y x; = a + i Ax antes de sustituir; separaen Y, 1, Y., . i%.

TFC: no integres; aplica f(g(x)) g’(x) — f(h(x)) b’ (x).

. Cierra siempre con una comprobacién: derivar la antiderivada o calcular la integral

por el TEC.

21
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Unidad 2 - Funciones logaritmo y exponencial: hiperbélicas, regla
de L’Hopital e integral impropia

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno conocera las funciones
logaritmo y exponencial, asi como sus propiedades, y las aplicara en el calculo
de limites, derivadas e integrales. En el Plan 2016, la regla de L’Hopital y la
integral impropia son los subtemas 2.6 y 2.7 del tema cuyo objetivo es: «El
alumno identificara los conceptos de las integrales definida e indefinida y los
aplicara en el calculo y obtencién de integrales.»

Instrucciones de emergencia

= Plan: el Plan 2010 estudia toda la unidad. El Plan 2016 estudia aqui las secciones
de L’Hopital y de integral impropia; las de logaritmo, exponencial e hiperbdlicas
(marcadas «Solo Plan 2010») son de su curso anterior y se leen como repaso,
porque se usan para derivar, integrar y calcular limites.
= Frecuencia: es el problema 2 de los 52 exdmenes del Plan 2010: L’Hopital en 28
(formas 1% 9, o — 00 5, 0° 5, 0 - 0 3 y otras 6), integral impropia en 22 y derivada
de logaritmos o exponenciales en 6; las hiperbdlicas aparecen dentro de otros
problemas en 10. En los 60 examenes del Plan 2016, L’Hopital sale en 17 y la
integral impropia en 14, casi siempre como problema 2, que se alterna con temas
de la Unidad 1.
= Tiempo: de 3 a 4 horas (Plan 2010); de 2 a 3 horas (Plan 2016).
= Ruta corta:
1. Plan 2010: lee la seccién 2.1 y el formulario 2.8 (30 min). Plan 2016: lee 2.1.3 y
2.1.4 (15 min) y repasa las derivadas del formulario 2.8.
2. Sigue los ejemplos de la seccién 2.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve con crondémetro (12 min cada uno) los ejercicios 2.5 de L’Hopital e
impropia; en el Plan 2010, también los de derivadas.

2.1 Conceptos y expresiones
2.1.1 Logaritmo natural y exponencial soLo PLAN 2010

Logaritmo natural. Para x > 0 se define

X
1nx:J g
1t

Por el teorema fundamental, 4 Inx = L. Su dominio es (0, 0), su recorrido es R, es
creciente,In1 =0y Inx < 0si0 < x < 1. El niimero e = 2.718 es el que cumple Ine = 1.

Propiedades. Para a,b > 0 y r real:

In(ab) = Ina+Inb, ln% =Ina—Inb, Ind" =rlna.
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Exponencial. ¢* es la inversa de Inx: el®* = x para x > 0 y Ine* = x para todo x. Su

dominio es R y su recorrido (0, c); (¢¥)” = e*. Las graficas de Inx y e* son simétricas
respecto a la recta y = x: In x pasa por (1,0) y (e, 1); €¥, por (0,1) y (1,e).

7 (1,0)

Otras bases y cambio de base. Paraa > 0,a # 1:

In x
, log, x = —.

X _ exlnu
Ina

a
Con el cambio de base, todo logaritmo se escribe con In antes de derivar.
El niimero e como limite.
X
lim (l+ l) =e, lim(1 + x)V/* =e.
X—00 X x—0
, , b .

Mas general: lim,_, (1 + %) * = ¢®_ Sirve para comprobar las formas 1% (2.3.5).

Series de potencias (subtema 2.4 del Plan 2010). El desarrollo de In(1 + x) y ¢¥ en
series de potencias no ha salido en ninguno de los 52 exdmenes del Plan 2010. Las series
de Maclaurin y de Taylor, con estas funciones entre los ejemplos, estan en la Unidad 5, en
la seccién de series de Maclaurin y Taylor.

2.1.2 Funciones hiperbolicas soLo PLAN 2010

Definiciones. _ _
eX —e ¥ e +e ™
senhx = ————, coshx = ————,
2 2

senh x cosh x
tanhx = , cothx = R

cosh x senh x

1 1
sechx = R cschx = .
cosh x senh x

Valores que se usan en los limites: senh 0 = 0, cosh 0 = 1, tanh 0 = 0; cerca de 0, cothx y
csch x tienden a +oo0. cosh x > 1 es par; senh x y tanh x son impares; tanh x esta entre —1
y 1 (asintotas y = +1).
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y

cosh x
senh x

tanh x

1 < [
X
71 _T . - _—_— et e, - e — ———— - -
Identidades.
cosh® x — senh® x = 1, 1 — tanh? x = sech® X,
coth? x — 1 = csch? X, senh 2x = 2 senh x cosh x,

cosh 2x = cosh? x + senh? x

Inversas en forma logaritmica.

ang senh x = ln(x +x? + 1), xR
ang cosh x = 1n(x+ Vx2-1), x2>1;

1
angtanhx = = ln 1+_x’ x| < 1.
Se obtienen al despejar x de y = senh x (y de las otras) con u = ¥, que da una ecuacién
cuadratica en u.

2.1.3 Regla de L’Hopital

Si lim f(x) = lim g(x) = 0, o los dos limites son infinitos, y existe hm (ﬁnlto o

infinito), entonces
S ()
lim —= = lim ——.
§(x) g'(x)
Vale para x — a, x — a* y x — *oco. Se derivan el numerador y el denominador por
separado (no es la regla del cociente). Si el nuevo limite vuelve a ser % o E se aplica otra

Vez.

Las siete formas indeterminadas. Solo % y E admiten la regla directamente. 0 - oo e

00 — 00 se reescriben como un cociente. 1%, 0° e 0¥ se resuelven tomando logaritmo: si

y = f(x)8%), entonces Iny = g(x)In f(x), que es de la forma 0 - o0, y lim y = ™Y No
son indeterminadas: — = 0, 00 + 00 = 00, 0% = 0, 0™ = oo,
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2.1.4 Integral impropia

Una integral es impropia si un limite de integracion es infinito o si el integrando no esta
acotado en un punto del intervalo (extremo o interior). Se define con un limite:

Lw f6) dx = lim Lb f)dr,

y, si f no esta acotada en q,

b b

J f(x)dx = lim J f(x)dx.

a t—a* Ji

Si el limite existe y es finito, la integral converge y su valor es ese limite; si no existe
(oY)

o es infinito, diverge. Con J_m, o con un punto malo ¢ dentro de [a, b], se parte en dos

integrales y cada una debe converger.

Integrales p (sirven para anticipar el resultado): jlw i—’; converge si p > 1,y fol i—’;
converge si p < 1.
y
b —
—_
X
b

2.2 Como reconocer el problema
El enunciado dice... Procedimiento
«Calcular j—z » con log,, una base variable o a* Derivadas con In y cambio de base

(2.3.1)
y = f(x)8%), o e elevado a algo con In Derivacion logaritmica (2.3.1)
Aparecen senh, cosh, tanh en una derivada, Hiperbolicas (2.3.2)

integral o limite

«Calcular, si existe, el limite» de un cociente que da  L’Hopital (2.3.3)

9,2

0 )

Un producto que da 0 - oo, 0 una resta de fracciones  Reescribir como cociente (2.3.4)
que da co — oo

Una potencia f(x)$%) que da 1%, 0° o oo” Tomar logaritmo (2.3.5)

25



Unidad 2 - Funciones logaritmo y exponencial: hiperbdlicas, regla de L’'Hopital e integral impropia

El enunciado dice... Procedimiento

«Determinar si la integral converge o diverge» con  Impropia de limite infinito (2.3.6)
o0 en un limite

Integral definida cuyo integrando se va a infinito Impropia de integrando no

en un extremo o dentro del intervalo acotado (2.3.7)

2.3 Procedimientos

2.3.1 Derivada de logaritmos y exponenciales; derivacion logaritmica soLo PLAN 2010

Inu
Ina u
2. Simplifica con las propiedades antes de derivar: Ine* = u,Inu” =rlnu,In 3= Inu—Inwv.

Muchas veces la funciéon queda muy sencilla.

1. Sihay log, (aunque la base dependa de x), cambia a In: log, u =

3. Deriva con la regla de la cadena: (Inu)” = u; ) ="', (@") =a*Inav’,(log,u) =

’

U

ulna’
4. Sila funciénes y = f(x)g(x) (base y exponente variables), toma In en los dos lados,
Iny = gln f, deriva implicitamente y despeja:

7

/ ’ f
y = fg(g 1nf+g7)~
5. Evalua en el punto pedido al final.

2.3.2 Funciones hiperbolicas soLo PLAN 2010

1. Derivadas: (senhu)’ = coshu u’; (coshu)’ = senhu u’ (sin signo menos);
(tanhu)” = sech®u u’; (cothu)’ = —csch?u ', (sechu) = —sechutanhu u’;
(cschu)’ = —cschucothu u’.

2. Integrales: las mismas férmulas al revés, por ejemplo [senhudu = coshu + Cy
[ sech® udu = tanhu + C.

’ ’

3. Inversas: (ang senhu)’ = %; (angcoshu)’ = \% (angtanhu)’ = 1uu2. Al inte-
u u— -

grar, el resultado puede darse con ang senh o con su forma logaritmica.
4. Si una expresion mezcla ¥ y e, reescribela con las definiciones (¢* + e™* = 2 cosh x)
o multiplica por e*. Por ejemplo,

d *d
X | £= =angtane* + C.
eX e X e2x 41

5. En un limite, sustituye primero senh 0 = 0 y cosh 0 = 1 para saber qué forma indeter-
minada es.

2.3.3 L’Hopital: formas % y g

1. Sustituye el valor: confirma que da g ) g Escribelo, porque sin forma indeterminada
la regla no se aplica.
2. Deriva el numerador y el denominador por separado.
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3. Simplifica el nuevo cociente (fracciones dentro de fracciones, factores comunes) y
vuelve a sustituir.
4. Sisigue indeterminado, repite. Si un factor tiende a un niimero distinto de cero (como
cosx > 1o % — 1), sacalo del limite para no derivarlo.
2.3.4 L’Hopital: formas 0 - o0 e 0o — 00
f

1. 0-oo: escribe f g = 7z ° W Deja en el denominador el factor que sea mas facil de
derivar; un In se queda casi siempre en el numerador.
. , . 0
2. o0 — oo con dos fracciones: haz la resta con comin denominador. Queda o

3. Aplica 2.3.3.

2.3.5 L’Hopital: formas 1%, 0° e co®

1. Llama y = f(x)$™) e identifica la forma sustituyendo.

2. Toma logaritmo: Iny = g(x)1In f(x). Es 0 - co.

In f(

1/ (x)

4. Silimlny = L, entonces lim y = e’. No olvides este paso: el limite de In y no es la
respuesta. )

5. Comprobacién rapida para 1%: si f — 1y g — oo, entonces lim f§ = Mg (f=1),

3. Escribelo como cociente, Iny = ,y aplica 2.3.3.

2.3.6 Integral impropia de limite infinito

1. Escribe el limite: f:o = limy_, j: (o me =lim,, . j;) Si los dos limites son infinitos,
parte en un punto cémodo, como 0.

2. Calcula la antiderivada (Unidad 3A si hace falta) y comprueba derivéndola

3. Evaltia entre a y by toma el limite. Recuerda: e ® — 0, Inb — o Y g~ 0si b — oo;

T .
angtanb — +% sib — +oo.
4. Concluye con palabras: «converge a...» o «diverge».

2.3.7 Integral impropia de integrando no acotado

1. Busca donde se anula el denominador o donde un In se va a —oo, y si ese punto esta en
un extremo o dentro del intervalo. Una integral con un punto malo interior parece una
integral definida normal: es la trampa.

2. Extremo: fab = lim;_, 4+ f[b (o lim;_,;- f;).

. . b . tq., b .. . .
3. Punto interior ¢: [, = lim;_,~ [, +lims_,c+ [, . Si una de las dos diverge, toda la integral
diverge.
4. Antiderivada, comprobacién por derivacién, evaluacion y limite, como en 2.3.6.

2.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - L’'Hoépital, forma 1%
Adaptado de: ler final 2011-2, tipo C, problema 2.

2 3x
Calcule, si existe, lim (1 + —) .
X—00 X

27



Unidad 2 - Funciones logaritmo y exponencial: hiperbdlicas, regla de L’'Hopital e integral impropia

Resolucion.
1. Al sustituir, la base tiende a 1 y el exponente a co: forma 1%.

_ 2 3x
2. Seay = (1 + x) . Entonces

In(1+ g)
2
Iny= 3xln<l + ;) = Tx’

3x

de la forma g.
o /y2
3. Derivadas: [In(1 + %)]/ =7 E/Z);x y [%]/ = —ﬁ.
4. L’Hopital:
—2/x?

(-ax)

lim Iny = lim
X—00 y x—o0 1 4+ 2/x

= lim =
x—00 1+2/x

3x
5. lim (1 + g) =¢.
X—00 X

bcona:2yb=3.

L. . b
6. Comprobacién con la férmula de e: (1 + %) T et
Ejemplo resuelto - Integral impropia que converge

Adaptado de: 2° final 2015-2, tipo B, problema 2.
(o)

Determine si la integral converge o diverge.

_ax
e x(Inx)?
Resolucion.
1. El limite superior es infinito:

Jw dx i J boax
— = lim | ——.
e x(Inx)? b ) x(Inx)?

2. Cambio de variable u = Inx, du = df:

Jd—x:ju—Zdu:—Lw.
x(In x)>2 Inx

1\ 1 1

Comprobacion: (—m =TT X

3. Evaluacién:
b
1
= lim(-— + —
e b4>00< Ind 11’16)
=0+1.

Jim (-—)

4. La integral converge y vale 1. Es el area de la region sombreada de la figura de
2.14.
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Ejemplo resuelto - L’Hopital con hiperbdlicas

Adaptado de: 2° final 2010-2, tipo A, problema 2.
Calcule, si existe, lim (cosh x)l/ senhx
x—0*

Resolucion.
1. cosh
2. Seay = (coshx)l/senhx; Iny= % de la forma 2 (lnl =0, senh 0 = 0).
se
3. L’Hépital, con (In cosh x)” = % = tanh x y (senh x)' = cosh x:
tanhx 0
lim Iny = lim ==-=0
xE{)l ny= x—0+t coshx 1

4. lim (coshx)l/ senhx _ 0 _ g,
x—0*
senh x

coshx

5. Comprobacion con la regla rapida de 1°°: C(s):ll—}’f;l
0

asi que el limite es e”.

— 0 (por L’'Hopital,

2.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2.5.1 - Derivada con base variable: cambio de base
Adaptado de: ler final 2010-1, tipo C, problema 2.

dyp x
Calcule Tohez 51V = log,x(2x)".

Resolucion.
In(2x)*

1. Cambio de base (para x > 0): y = M _ xhnax In 2x.

2 1 IneX x
2. Derivada: y’ ==

2x x

1

3 a‘xZZ - 5.

Ejercicio 2.5.2 - Derivacion logaritmica de x!/*
Adaptado de: ler final 2010-2, tipo C, problema 2.

Inx

Obten aﬂ‘ siy=ex
& dxlx=1 Y ’

Resolucién.
Inx 1 1/x
1. Comoe « = ()", lafunciénesy =x

2. Logaritmo: Iny = ln_x
x

1/%; base y exponente variables.

1
’ ~-x—Inx

R 1-Inx
3. Derivacién implicita: — = = =
s 1/x1-Inx
4. Despeje: y' = x =z
1- 0

5. Enx=1:y"=1- -

- 0),
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dy
a T 1.

Ejercicio 2.5.3 - Forma 0° con seno hiperbélico
Adaptado de: 2° extraordinario 2011-1, problema 3.

Calcule, si existe, lim xSenhx
x—0"
Resolucion.

1. El enunciado original escribe x — 0; como x*"* solo est definida para x > 0, el
limite es por la derecha. Al sustituir, la base y el exponente tienden a 0: forma 0°.
2. Seay = x*"™¥:Iny = senhxInx = ln_x de la forma —.
ch x ©

3. L’Hépital, con (csch x)” = — csch x coth x:

, ] 1/x
lim Iny= lim ————
x—0t x—0* —csch x coth x
_ (_ senh® x )
x—>0+\ xcoshx/’

senhx senhx

4. Se separa: — - -1

= 0 (por L’Hépital, senhx _ cosh0 _ 4
X cosh x ® P x 1 )

5. lim xSenhx = ¢0 = 1,

x—0"

Ejercicio 2.5.4 - Forma oo — co: L’Hopital dos veces

Adaptado de: ler final 2016-1, tipo A, problema 2.

- , 1
Calcule, si existe, hm<L - —)
—1\x—-1 Inx

Resolucion.
1. Cerca de 1, las dos fracciones crecen sin limite: forma co — co. Comun denominador:

x 1 _ xlnx—x+1

x—1 Inx (x—1lnx

s

de la forma %.

2. L’Hopital: numerador In x + 1 — 1 = In x; denominador In x + xT_l =lnx+1- i Sigue
0

6.
3. Otra vez: numerador )—lc; denominador i + é:
. 1/x 1
lim = .
~11/x+1/x2 1+1

4. El limite vale %
Ejercicio 2.5.5 - Forma oo”
Adaptado de: 1er final 2018-2, tipo C, problema 2.

. .. , 1\*
Determine, si existe, lim (—) .
x—0t\x
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Resolucion.
1. Base — oo, exponente — 0: forma o,
2. Seay = (1)x: Iny=xln 1o xInx= _ln_x’ de la forma =.
x x l/x ©
3. L’Hopital:
lim Iny = - lim = lim x =
x—07" x—0* —l/x2 x—0*

4. lim (1)x =ed=1.

x—0t\x

Ejercicio 2.5.6 - Impropia con un punto malo interior
Adaptado de: 2° extraordinario 2015-1, problema 2.

9

Determine si la integral J converge o diverge.

dx
0 3R¥x—1
Resolucién.

1. El denominador se anula en x = 1, que esta dentro de [0, 9]. Se parte:

9 t 9
=1lim | + lim | .
o =10y so1t s

2. Antiderivada: J %(x — 1)_1/3 dx = %(x - 1)2/3 + C. Comprobacion: [%(x - 1)2/3]’ =
HCER VI
3. Primera parte: limHl—[%(t —1)2/3 - %(—1)2/3] =0-

@)’ =1

4. Segunda parte: lims_>1+[%(8)2/3 - %(s - 1)2/3] = %(4) —0=2.

1 __1 _1\2/3 _
3 = —3» porque (-1)/? =

5. Las dos convergen: —% +2= %
6. La integral converge y vale %

Ejercicio 2.5.7 - Impropia hacia —co: completar el cuadrado
Adaptado de: ler final 2020-1, tipo A, problema 2.

-1
Determine si la integral J dx

—————— converge o diverge.
o X2+ 2x+2

Resolucién.

1. Completar el cuadrado: x2 + 2x + 2 = (x + 1)? + 1. Antiderivada: ang tan(x + 1) + C.

Comprobacién: [ang tan(x + 1)]/ = G

2. Limite inferior infinito:
lim angtan(x + 1)|a_1
a——oco

=angtan0— lim angtan(a + 1).
a—>—o0
3. angtan0 = 0 y angtan(a + 1) — —%: el resultado es 0 — (—%)
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4. La integral converge y vale %

Ejercicio 2.5.8 - Impropia con integrando no acotado en un extremo
Adaptado de: ler final 2019-1, tipo A, problema 2.
LV +1

Determine si la integral J ———— dx converge o diverge.
0 x

Resolucion.

1 1
1. En x = 0 el denominador se anula: I = lim J .
0 e—0" )¢

dx
2. Cambio de variable u = \/x + 1, du = —:
x 24/x

J'@dx:ZJ'ul/zdu

%(\/}+ 1)3/2 +C.

Comprobacién: [%(ﬁ+ 1)3/2]/ =2(Jx + 1DV/2. ﬁ}
3. Evaluacion:

lim [ £ 2%/2 - g(ﬁ+ 1)

e—0*tL3

= 3(2\/5— 1).

4. La integral converge y vale %(2\/5 -1)= %3_4 (= 2.44).

2.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.2.

Ejercicio propuesto 2.6.1
Adaptado de: 2° final 2020-1, problema 2.

Calcule, si existe, lim (x + cos x)®¢¥,
x—0*

Resultado: e.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 2.6.2
Adaptado de: 2° final 2017-1, problema 2.

.. , 1 1
Calcule, si existe, lim ( - —).
x—0t\e¥ —1 x

Resultado: —%.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 100.
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Ejercicio propuesto 2.6.3

Adaptado de: 2° extraordinario 2011-2, problema 2.

Calcule, si existe, lim 4x sen(i).
X—00 2x
Resultado: 2.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 2.6.4

Adaptado de: 2° extraordinario 2010-1, tipo A, problema 2.

6
In(x —
Calcule, de ser posible, j M dx.
5 2x—10

Resultado: La integral diverge (tiende a —).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 100.

Ejercicio propuesto 2.6.5
Adaptado de: 2° final 2016-1, tipo A, problema 2.
dy eSenx
Calcule — siy=1lo 2( )
dx lx=0 y & 2
1=
Resultado: o3 (= 1.44).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 2.6.6
Adaptado de: ler extraordinario 2016-2, problema 2.

Calcule, si existe, lim (1 — senh x)“’thx .
x—0F

Resultado: e~ 1.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

2.7 Errores frecuentes

= Usar L’Hoépital sin forma indeterminada. Antes de derivar, sustituye y escribe la
forma. % no es indeterminada: es co.

= Derivar con la regla del cociente. En L’Hopital se derivan el numerador y el deno-
minador por separado.

» Olvidar regresar del logaritmo. En 1%, 0° e co

es eL, no L.

0 se calcula limIn y = L; la respuesta

= Creer que 1%° = 1. Es indeterminada: (1 + E)3x — e,

= Signos en las hiperbdlicas. (coshx)’ = senhx, sin el signo menos del coseno;
cosh? x — senh® x = 1, con resta.

= No ver el punto malo interior. f; ﬁ/d—;j parece normal, pero en x = 1 el integrando
no esta acotado: hay que partir en dos.

= Declarar que converge sin tomar el limite. Si F(b) — oo, la integral diverge, aunque
la antiderivada esté bien.
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= Derivar log, sin cambiar de base. Primero log, u = E—Z y simplificar; casi siempre
queda algo sencillo.

2.8 Formulario de emergencia de la unidad

= In(ab) =Ina+ Inb; ln% =Ilna—Inb;Ind =rlng e™* = x;Ine* = x.
s g¥ = ¢¥Ina. — ln_x
a=e ; log, x na’

s (Inu) = u—; () =e"u'; (@) =a*lnau’; (log,u) =

y ulna’
. Jdl :ln|u|+C;jeudu:eu+C;Jaudu: la—+C.
u

na

= y=fEy = fg(g’lnf+gf7)~

eXf—e ef+e ™
2 2

» (senhu) = coshuw’; (coshu)’ = senhuw’; (tanhu)’ = sech®uu’.

= angsenhx = In(x +/x2 + 1); ang cosh x = In(x + /x? — 1); ang tanh x = %ln t—;
LT A 0 00y 12 i 1 i
= L’Hopital (6 o —):lim ri lim rE

2 2 2 2
; cosh” x — senh” x = 1; 1 — tanh” x = sech” x.

s senhx = ;coshx =

' b
= y=f8limy = msnf, lim, (1 + %) Y= e,

dx

P b . 1 .
. j:of =limpe0 [, f- floo i—’; converge si p > 1; [, o Sip<lL

.9 Procedimiento recomendado en el examen

. Limite: sustituye y escribe la forma indeterminada antes de cualquier otra cosa.

. Potencia f$: toma In, pasa a cociente, aplica L’Hopital y termina con el.

. Integral: revisa los limites (+o0) y los ceros del denominador dentro del intervalo;
escribe el limite antes de integrar.

. Deriva la antiderivada para comprobarla y concluye «converge a...» o «diverge».

5. Derivadas con log,: cambio de base, simplifica y después deriva.

W N RN

IS
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Unidad 3 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustitucion
trigonométrica y fracciones parciales

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno adquirira habilidad en
el uso de diversas técnicas de integracion y las aplicara en la resolucion de
problemas geométricos. El programa de 2016 dice lo mismo con otras palabras:
«El alumno aplicara métodos de integracion y los utilizara en la resoluciéon
de problemas geométricos».

Instrucciones de emergencia

= Plan: los dos. Los métodos son los temas 3.1 a 3.4 del Plan 2010 y 3.1 a 3.3 del Plan
2016. El Plan 2016 no nombra las «sustituciones diversas» (tema 3.4 del Plan 2010),
pero esas integrales salen en 20 de sus 60 examenes.
= Frecuencia: es el problema 3 (tres integrales, una por método) en los 52 exame-
nes del Plan 2010 y en los 60 del Plan 2016. Incisos por método en el Plan 2010:
fracciones parciales 50, sustitucion trigonométrica 35, por partes 34, otras susti-
tuciones 23 y potencias trigonométricas 3. En el Plan 2016: fracciones parciales
51, por partes 43, sustitucién trigonométrica 35, otras sustituciones 20 y potencias
trigonométricas 9.
= Tiempo: de 6 a 8 horas para esta parte. Es la que mas rinde: vale un sexto del
examen por si sola y es la base de la Parte B, de la integral impropia y de Calculo
Vectorial.
= Ruta corta:
1. Lee la tabla de la seccién 3A.2 y la de integrales inmediatas de la 3A.1 (30 min).
2. Lee los procedimientos 3A.3.1, 3A.3.3 y 3A.3.4 (partes, sustitucién trigonomé-
trica y fracciones: la terna tipica).
3. Sigue el ejemplo 3A.4 tapando la resolucién.
4. Resuelve los ejercicios 3A.5 con cronémetro (8 min cada integral) y comprueba
cada resultado derivando.

3A.1 Conceptos y expresiones

Integral indefinida. | f(x) dx = F(x) + C quiere decir que F’(x) = f(x). Por eso toda
integral indefinida se comprueba derivando: si la derivada del resultado no regresa al
integrando, hay un error. En este libro cada integral termina con esa comprobacion en
una linea.

Cambio de variable. Si u = g(x), entonces du = g’(x)dx y

Jf (8(x) g'(x)dx = J f(u) du.

Todos los métodos de esta unidad terminan en una integral inmediata, casi siempre
después de un cambio de variable. Al final se regresa a x.
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Integrales inmediatas. Hay que saberlas de memoria: en el examen no se permite
formulario.

Integral Resultado (més C)
n+1
f udu,n = -1 u
4 n+1
& In |u
u
[e'du e
[ senudu; [ cosudu —cosu; senu
f sec? udu; f csc? udu tanu; —cotu
[ secutanudu secu
[ escucotudu —cscu
[tanudu —In|cosu| =In|secu]
[ cotudu In|seny]
[ secudu In|secu + tany|
[escudu In|cscu — cotul
[ 1 ngtan ¥
a® + u? PR
u u
i ang sen —
aZ _ u2 a
du 1 u
i ~angsec — (conu >a > 0)
u Léz —a? a a
f—u ln‘u-l—\luziaz‘
u? + q?

Identidades trigonométricas que se usan.

sen? x + cos® x = 1, 1 + tan® x = sec® X,
1+ cot? x = csc? X, sen 2x = 2sen x CoS X,
2 1 2 1
sen” x = 5(1 — cos 2x), cos“ x = 5(1 + Cos 2x).

dx

Valor absoluto y constante. El logaritmo lleva valor absoluto: | i In|x — 2|+ C.

-2
Dos resultados que difieren en una constante son los dos correctos: In|x? + x — 2| y
In|x + 2| + In|x — 1| son la misma antiderivada; 2 ang sec Ve* y 2 ang tan v/e* — 1 también.
Los cinco métodos. Por partes (3A.3.1) para productos de funciones de distinto tipo;
potencias trigonométricas (3A.3.2) para sen™ x cos” x y tan™ x sec” x; sustitucion trigono-
métrica (3A.3.3) para raices de a® — x?, a® + x? y x? — a?; fracciones parciales (3A.3.4) para
cocientes de polinomios; sustituciones diversas (3A.3.5) para raices de x, exponenciales y
logaritmos dentro de otra funcién. Muchas integrales de examen combinan dos: primero
un cambio de variable y después uno de los otros cuatro.
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3A.2 Como reconocer el problema

El enunciado siempre dice «Efectuar las integrales» (o «Efectia»); lo que decide el método
es la forma del integrando. Revisa los renglones en este orden: el primero que encaje es

el método.

El integrando tiene...

Procedimiento

Una funcién g(x) y, multiplicando, su derivada

2 Inx 2x+1
(salvo una constante): x cos x°, —, - ——
x 7 x“+x—2

Un cociente de polinomios 2e)

Q(x)

1 . .
— 5 SInraices reales
ax®+bx+c

\Ja? — x2 (sola, en un cociente o elevada a %)
\/m o (x2 + a2)3/2

Polinomio por %, sen ax o cos ax

Polinomio (o nada) por In x, ang tan x, ang sen x,
ang sec x

e sen bx, e** cos bx, sen(In x), cos(In x)

sen™ x cos” x con un exponente impar

sen™ x cos” x con los dos exponentes pares

tan™ x sec” x, (tan x — sec x)?, cocientes de seno y
coseno

Jx, JYx + 1 o ¥/x dentro de otra funciéon

¢* dentro de una raiz o de un cociente

1 . dx
nx junto con -

i dentro de otra funcién y % o i—);

Cambio de variable u = g(x)
(3A.3.5)

Fracciones parciales (3A.3.4); si el
grado de P es mayor o igual que el
de Q, divide primero

Completa el cuadrado y usa

ang tan (3A.3.3)

x = asenf (3A.3.3)
x =atanf (3A.3.3)
x = asec (3A.3.3)

Completa el cuadrado y después
uno de los tres anteriores (3A.3.3)
Partes con u = polinomio (3A.3.1)
Partes con u = el logaritmo o la
inversa (3A.3.1)

Partes dos veces: integral ciclica
(3A.3.1)

Separa un factor y usa

sen? + cos? = 1 (3A.3.2)

Angulo doble (3A.3.2)

Pasa a tan y sec y usa

1+ tan® = sec? (3A.3.2)

u = /x (o la raiz que aparezca)
(3A.3.5)
u=e“ou=+e*—1(3A3.5)
u=Inx (3A.3.5)

u:%GA&Q

La terna tipica. En 50 de los 52 examenes del Plan 2010 un inciso es de fracciones
parciales; los otros dos suelen ser uno por partes y uno de sustitucion trigonométrica. Si
un inciso no encaja en ninguno, casi siempre es de sustitucion (u = y/x, u = ¢*, u = Inx)

seguida de uno de los otros métodos.
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3A.3 Procedimientos

3A.3.1 Integracion por partes

Judvzuv—[vdu

1. Elige u con el orden LIATE: Logaritmo, Inversa trigonométrica, Algebraica (polinomio),
Trigonométrica, Exponencial. La primera que aparezca en el integrando es u; el resto,
con dx, es dv.

2. Escribe el cuadro: u, du = v’ dx, dv, v = f dv (sin constante).

3. Aplica la férmula. La nueva integral f v du debe ser més sencilla; si no lo es, cambia la
eleccion.

4. Si queda otra vez un producto de polinomio por exponencial o trigonométrica, repite
partes (una vez por cada grado del polinomio).

5. Integral ciclica (e** sen bx, sen(In x)): aplica partes dos veces con el mismo tipo de u.
Reaparece la integral original I; despéjala como una incégnita: [ = ---—kI = (1+k)I = ...

6. Con In x o una inversa sola, toma dv = dx, v = x.

Las que hay que saber.
Jlnxdx =xlnx—-x+C

angtan x dx = x ang tan x — % In(1+x%)+C

Jangsenxdx =xangsenx +v1—x2+C

dx

xVx2-1’

Con ang sec x (para x > 1): u = ang sec x, du = la integral que queda es algebraica

(ejercicio de la seccidon 3A.5).

3A.3.2 Potencias trigonométricas

En el examen de Calculo Integral salen poco (3 incisos en el Plan 2010 y 9 en el Plan
2016), pero Calculo Vectorial las usa en casi todas las integrales de linea, de superficie y
en polares. Vale la pena dominarlas.

f sen™ x cos™ x dx.

1. Sim es impar, separa un sen x, pasa el resto a cosenos con sen? x = 1 — cos® x y usa
u = cosx.

2. Si n es impar, separa un cos x, pasa el resto a senos con cos’ x = 1 — sen® x y usa
U = senx.

3. Silos dos son pares, baja las potencias con sen?

x = %(1 — c0s2x) y cos? x = %(1 +
cos 2x); repite si hace falta.
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Ejemplos:

J cos® xdx = J(l —sen® x) cos x dx

:senx—%sen3x+C

1 1
Jsenzxdxz 72X~ Zsen2x+C

1
J. sen® x cos? x dx = 1 J sen® 2x dx

1 1
=3X— 5 sendx + C

[ tan™ x sec x dx.

2

1. Sin es par, separa un sec? x, pasa el resto a tangentes con sec? x = 1 + tan? x y usa

u = tan x. Ejemplo:

I tan? x sec? x dx = J tan? x(1 + tan® x) sec? x dx

%tan3x+ étan5x+C

2. Sim es impar, separa sec x tan x, pasa el resto a secantes con tan’ x = sec?
U = secx.

3. Si solo hay tangentes, convierte un tan? x en sec? x — 1 y repite (ejercicio de la seccién
3A5).

4. Si el integrando es un cociente de senos y cosenos, escribelo como tan™ x sec” x:
sen’ x b—a

57— = tan® x sec
COos” x

x—1yusa

x. Sirve también con exponentes fraccionarios.

También conviene saber [ sec® x dx = %(sec xtanx + In|secx + tanx|) + C (por partes,
ciclica): aparece al final de varias sustituciones trigonométricas y en longitud de arco.

3A.3.3 Sustitucion trigonométrica

va? + x? x
x &
0
a a
x =atanf x =asecl

Raiz Sustitucién y lo que queda

asen®, dx = acos0df, \Ja? — x* = acosf

atan0, dx = asec’0d0, \Ja® + x2 = asech

Q
S
q
=
i)
1l

asecO,dx = asecOtan0dl, \x2 —a? = atan6
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1. Identifica a. Si la raiz es 16 — 9x2, escribe 3x = 4 sen @ (es decir, u = 3x, a = 4).
2. Sihay ax? + bx + ¢, completa el cuadrado: x* + 6x + 18 = (x +3)> + % hazu = x + 3y

sigue con u.

. Sustituye x, dx y la raiz; simplifica hasta una integral trigonométrica (casi siempre de

potencias, 3A.3.2).

. Integra en 0.
. Regresa a x con el triangulo: dibuja el de tu caso (figura), pon x y a donde dice la

sustitucion y lee sen 8, tan 6, cot ... como cociente de lados. El angulo solo se escribe
. x x x
con su inversa: = angsen —, ang tan — o angsec -

3A.3.4 Fracciones parciales

1.

Compara grados. Si el grado del numerador es mayor o igual que el del denominador,

divide: £ = cociente + 8idu0.

. Factoriza el denominador en factores lineales y cuadraticos irreducibles. Para una

cubica, prueba raices enteras que dividan al término independiente (+1, +2, ...) y divide.

. Escribe la descomposicion:

= cada (x — r) distinto da ﬁ;

) A
= un (x — r)¥ repetido da % + (xé—i)z + ot ﬁ;

» cada cuadratico irreducible x? + px + g da %; si esta al cuadrado, también
Dx+E
(x%+px+q)*°

. Obtén las constantes. Multiplica por el denominador. Sustituye las raices reales

(cada una da una constante al instante: método de «tapar»); para las que falten, iguala
coeficientes de x? o del término independiente, o sustituye un valor sencillo como
x=0.

. Integra cada término:

JA—(bC:AIn|x—r|, _Adx A )
x-r (x—r)? x—r
Bx +C B C x
dx = = In(x? + g) + — ang tan —.
Jx2+q 2 7q NG

6. Junta los logaritmos si quieres (In|x — 1| —In|x — 2| = In |;(—:;|) y comprueba derivando

o sumando las fracciones.

Atajo. Antes de descomponer, revisa si el numerador es la derivada del denominador, o

casi: [

2x+1
x2+x—2

dx=In|x* +x — 2|+ Csaleconu = x* + x — 2.

3A.3.5 Sustituciones diversas

1.
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Busca la parte «incomoda» del integrando (una raiz de x, una exponencial dentro de
. 1 - .
una raiz, un In x o un = dentro de otra funcién) y llamala u.

. Despeja x y dx en términos de u, o identifica du en el integrando.
. Sustituye todo: no debe quedar ninguna x. Lo que queda suele ser una integral inme-

diata, racional (3A.3.4), de partes (3A.3.1) o de sustitucion trigonométrica (3A.3.3).

. Regresa a x y comprueba derivando.
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Sustitucion Ejemplo

= =u? dx = dx_ _ (2udu _ -
u=+x,x=u*dx =2udu Jl+x_ 1d+u—2\/} 2In(1 +Jx)+C

— X — X efdx _ u_ _ X
u-e,du-e;lx leer—fHuz—alngtane +C
u=1nx,du=?x j%dx:juduzé(lnx)zwtc
uzl,du:—d—f izsenldx:—fsenuduzcosl+c

x2 x )Jccdx xl du 1 2 *

u=x°du=2xdx i Tt = 3 ) T2 = zangtanx®+C

3A.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - La terna tipica: partes, sustitucion trigonomeétrica y fracciones

Adaptado de: 2° final 2011-2, tipo A, problema 3.
Efectue las integrales:

dx

J1 = x2 _
a) chostdx b) J'l—zxdx C)J};—Sz
x X3+ x

Resolucién.
. . 1
1. a) Polinomio por coseno: partes con u = x, du = dx; dv = cos 2xdx, v = 5 sen 2x.

J-XCOSZde = %xsean— %J'seandx

2. a) [ xcos2xdx = %x sen 2x + i cos 2x + C. Comprobacion: % sen 2x + x cos 2x —

1
5 sen 2x = x cos 2x.

3. b)Raizde1—x2:x:sen9,dx:c050d9, 1—x* = cosf.

Jﬁcosﬁdezjcotzedﬁ

sen? @

= J(csc2 6—1)do

=—cotf-6+C
4. Del triangulo (hipotenusa 1, opuesto x, adyacente \1 — x?): cotd = —\? 0=
ang sen x.
5. b) J 1X—2x2 dx = - 1;x2 —ang sen x + C. Comprobacion:

1 1 1=xt 1A
- - 2
1 -x% J1-x%  x%1-x? X
6. c) Racional propia; x> + x? = x%(x + 1), con x repetido:

x—3 A B C

(x+1) x x2 x+1
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7. x-=3=Ax(x+1) +B(x+1)+Cx% Conx =0: B=-3.Conx = —1: C = —4.
Coeficiente de x: A+ C=0= A =4.

8. ¢ 3 dx = 4In x| + 3 _4In |x + 1] + C. Comprobacion:
S+x? x

3 4 4x®+4x—3x-3-4x>  x-3

4
x x2 x+1 x2(x+1) T3 42
3A.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3A.5.1 - Partes ciclica: exponencial por seno

Adaptado de: ler final 2010-2, tipo A, problema 4, inciso a).

Efectie J €** sen x dx.

Resolucién.

1
1. Partes con u = senx, dv = ¢®¥dx, v = Eezx:

1 1
I= Eer senx — > Jezx cos x dx

1
Leg2x,

2. Otra vez partes, con el mismo tipo de u: u = cosx, v = 3

Jezx cosxdx = %ezx cos x + %I

1.2

3. Sustituyendo: I = %ezx senx — ze *cosx — il, asi que %I = iez"(z sen x — cos x).

4. [e** senxdx = Le¥*(2senx — cos x) + C. Comprobacién:
5 p
éezx [2(2 senx — cos x) + (2 cos x + sen x)] = e senx

Ejercicio 3A.5.2 - Partes con una inversa: x ang sec x

Adaptado de: 2° extraordinario 2019-1, problema 3, inciso b).

Efectie J x ang sec x dx (con x > 1).

Resolucion.
i . _ _ dx | _ _ x_z
1. LIATE: la inversa es u. u = ang sec x, du = T dv=xdx,v= >
2. Partes:
x? 1 xdx
I = — angsecx — 3| T5—
2 x2 -1
3. La integral que queda es inmediata con w = x% — 1: | \/% =+x? -1

2
4. [xangsecxdx = X? ang sec x — %\/xZ — 1+ C. Comprobacién:

xangsecx + = xangsecx

xz X
2x\x2 -1  2yx%2 -1
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Ejercicio 3A.5.3 - Potencia impar de la tangente

Adaptado de: ler final 2018-1, tipo C, problema 3, inciso a).

Efectte J. tan> x dx.

Resolucién.

1. Solo hay tangentes: se convierte un tan® x en sec® x — 1.

Jtan3xdx = Jtanxseczxdx—Jtanxdx

. . . 1
2. La primera es inmediata con u = tanx, du = sec? x dx: 2 tan® x. La segunda es
—In|cos x|.
1 .,
3. ftanSxdx = 3 tan®x + In|cosx| + C. Comprobacién: tanxsec’x — tanx =

tan x(sec® x — 1) = tan® x.

Ejercicio 3A.5.4 - Cociente de potencias con exponente fraccionario

Adaptado de: Ier final 2010-1, tipo C, problema 3, inciso c).

3 sen x

Z dx.

Efectte J
cos

Resolucion.

x
1. Se escribe como tan™ x sec” x: cos’ x = cos x - cos® x, asi que
sen x sen x 1
3/ 7 =3 . 3 = tan!/3 x sec? x
cos’ x cosx cos®x
2. Hay sec? x (exponente par): u = tan x, du = sec? x dx.

Ju1/3 du = %u4/3

3. [ % dx = %tan‘l/3 x+C= %\S/tan“x + C. Comprobacioén: % . % tan'/3 x sec? x =

1/3

tan!/3 x sec? x.

Ejercicio 3A.5.5 - Sustitucién trigonométrica con seno: \/16 — 9x?
Adaptado de: 2° final 2011-1, tipo A, problema 3, inciso a).

V16 — 9x2

1 dx.

Efectte J

x
Resolucién.
1. Raizde a® — u® conu = 3x,a = 4: 3x = 4sen0, dx = %cos&d@, 16 — 9x% = 4 cos¥,

4 256 4
= == sen*0.
x T 0
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2. Sustituyendo:

4cos0-2cosd 2
I:J—3 de—ﬁj—“’sede

256 (4 T 16
m sen” 0

sentd

= 2J’cotzﬁcsczad@: -2 cot39+C
16 16

(con w = cotf, dw = — csc? 6 df).

A —Ox2
3. Triangulo: hipotenusa 4, opuesto 3x, adyacente /16 — 9x2. Entonces cot ) = % y
3, (16—9x2)%/2
cot’ 0 = i -
J16—9x2 _0y2)3
4. %dx = —% + C. Comprobacién:
27x%4/16 — 9x2 + 3x2(16 — 9x2)3/2 _ N16 — 9x% (27x* + 48 — 27x?)
48x6 48x4
_ N16—9x2
4

Ejercicio 3A.5.6 - Sustitucion trigonométrica con secante: \x2 — 1
Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 3, inciso b).

Jx? —
x

1
Efectte I dx (con x > 1).

Resolucién.

1. Raiz de x2 — a2 cona = 1: x = secf, dx = secHtan6d6, \/x2 — 1 = tan.
2. Sustituyendo:

I= J tang secOtan 0 df = Jtanzede

sec
= I(secze— 1)df =tan6 -0+ C
3. Tridngulo: hipotenusa x, adyacente 1, opuesto \/x% — 1; tan§ = \/x2 — 1, § = ang sec x.

4. [ %dx =+/x? — 1 — angsec x + C. Comprobacién:

X _ 1 _ x?—1 _ x2 -1
\/xz—l x\/xz—l x\/xz—l X

Ejercicio 3A.5.7 - Fracciones con un cuadratico repetido

Adaptado de: 1er extraordinario 2019-2, problema 3, inciso b).
2x% + 10x

(x24+1)2
Resolucién.

Efectte J
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1. Racional propia (grado 3 contra grado 4); x? + 1 es irreducible y esta al cuadrado:

2x3 +10x Ax+B Cx+D

= +
(x% +1)? x2+1 (x2+1)?

2. 2x% +10x = (Ax + B)(x? + 1) + Cx + D = Ax® + Bx? + (A + C)x + (B + D). Igualando
coeficientes: A=2,B=0,A+C=10=C=8,D=0.

2x_4x = In(x2 8 g.-__4 _ .2
3. [ s =In(e* + Dy [ g dx = —77 (las dos con u = x* +1).
2%+10x 5 2 4 o
- ) dx = In(x* + 1) =5 +C Comprobacién:
2x + 8x _ 2x 4+ 2x + 8x
x+1 (x2+1)?2 (x24+1)2

Otra via, mas corta: con u = x% + 1, xdx = %du y 2x2 +10 = 2u+ 8, la integral es
1 4

J G+ e)du

Ejercicio 3A.5.8 - Fraccion impropia: dividir primero

Adaptado de: 2° extraordinario 2011-1, problema 4, inciso b).

3 _
Efectte J xox+3 dx.
X2 +x—2
Resolucion.

1. Grado 3 contra grado 2: se divide. Cociente x — 1, residuo 2x + 1:

x3—x+3_ 2x+1
x24x-2 x24x—-2

(se comprueba con (x — 1)(x% + x —2) +2x + 1 = x> — x + 3).
2. X% +x-2=(x+2)(x—1)y2x+1=A(x—1)+B(x +2). Conx = 1: B=1; con
x = —2: A = 1. (También sirve el atajo: 2x + 1 es la derivada de x® + x — 2.)
3 2
3. [5 BBix=% —x+ln |x + 2| + In|x — 1| + C. Comprobacion:
x“+x—2 2

1 1 2x + 1
+——=x-1+

x—1+ —_—
x+2 x-—1 x2+x—2

Ejercicio 3A.5.9 - Fracciones con un factor lineal repetido
Adaptado de: ler extraordinario 2015-1, problema 3, inciso b).
dx
x3 —5x2 +8x—4
Resolucion.

Efectte J

1. Raices enteras de la ctiibica: x = 1 la anula (1 — 5+ 8 — 4 = 0). Al dividir entre x — 1
queda x? — 4x + 4 = (x — 2)%. Asi, x> = 5x2 + 8x —4 = (x — 1)(x — 2)%.
2. Descomposicion:

1 A B C

G- Dx—2? -1 x—2 (x-2p
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3.1=A(x -2 +Bx-1)(x—2)+C(x—1).Conx =1: A=1.Conx = 2:C = 1.
Coeficiente de x>: A+ B=0= B=—1.

dx = —1|=In|x—2|— L ion: RSN S
4. fx375x2+8x74 =In|x—1|-In|x—2| —— +C- Comprobacion: al sumar —— P R ooy

sobre (x — 1)(x — 2)%, el numerador es (x —2)? — (x — D)(x —2) + (x — 1) = 1.
Ejercicio 3A.5.10 - Sustituciéon u = x? y después tangente

Adaptado de: 2° final 2019-2, problema 3, inciso b).

Efectiie J -

14 x4
Resolucién.

dx.

1. El factor x es casi la derivada de x?: u = x2, du = 2x dx.
7= lJ du
2 \/l—i-u2
2. Raizde 1 +u?: u=tan6, du = sec®0d6, \'1 + u? = sec.
I= %Jsec@dez %ln|se09+tan9|+c

3. Regreso: tanf = u = x2, secH =1+ x%.

4. | \/’% = %ln (x2 + m) + C. Comprobacién:

l.2x+% _ x(\/1+x4+x2) _ x
LR ) W(xum) N

3A.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion y comprueba cada uno derivando. Las resoluciones com-
pletas estan en el Apéndice E, seccién E.3A.

Ejercicio propuesto 3A.6.1

Adaptado de: 2° extraordinario 2010-1, tipo A, problema 3, inciso a).

Efectie J sen(In x) dx.

Resultado: %[ sen(ln x) — cos(In x)] +C.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 101.

Ejercicio propuesto 3A.6.2

Adaptado de: 1er extraordinario 2015-1, problema 3, inciso a).
Efectie J x(In x):Z dx.

x* 2 x? x?
Resultado: = (Inx)* — = Inx + 5 +C.
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—> Resolucion en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 3A.6.3
Adaptado de: 2° final 2015-2, tipo B, problema 3, inciso a).

Efectie I(tanx —secx)? dx.

Resultado: 2tanx — 2secx — x + C.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 3A.6.4
Adaptado de: 2° final 2020-1, problema 3, inciso c).

20,2
Efectie J M
sec(x2)
Resultado: % sen3(x?) + C.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 102.

Ejercicio propuesto 3A.6.5

Adaptado de: 2° extraordinario 2012-2, problema 3, inciso a).

Efectiie I d—x

VG +3)? +9]3

Resultado: x+3

oo C
—> Resolucion en el Apéndice E, p. 102.
Ejercicio propuesto 3A.6.6
Adaptado de: 2° extraordinario 2019-1, problema 3, inciso c).
e* dx
€ +1)(e*—1)
Resultado: %ln le* — 1| — %ln(ezx +1)— % angtane* + C.

Efectiie J

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 103.

Ejercicio propuesto 3A.6.7

Adaptado de: 1er final 2018-2, tipo A, problema 3, inciso c).

Efecttie J dx .
x2x% + 4
Resultado: —% +C.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 103.
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Ejercicio propuesto 3A.6.8

Adaptado de: 2° final 2011-1, tipo A, problema 3, inciso b).

Efectte J. B ——
\/7

dx

e?x —1

Resultado: ang tan/e?* — 1 + C.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 103.

3A.7 Errores frecuentes

No comprobar. Derivar el resultado toma un minuto y detecta casi todos los errores
de signo y de constantes; varias resoluciones publicadas tienen justo esos errores
(Apéndice C).

Olvidar el factor de v en partes. Si dv = x dx, entonces v = x?z no x2; si dv = e**dx,
v=—e

Camblar de u a media integral ciclica. En la segunda aplicaciéon de partes hay que
elegir el mismo tipo de funcién como u; si no, se regresa a la integral original y queda
0=0.

No dividir una fraccién impropia. Si el grado del numerador es mayor o igual que
el del denominador, las fracciones parciales dan un sistema sin solucic')n,

Olvidar términos en la descomposicién. Un (x —2)? plde =Yooy e 2)2 ; un cuadratico
irreducible pide numerador Bx + C, no solo B.

Dejar la respuesta en 0. En la sustitucion trigonométrica hay que regresar a x con el
triangulo; 0 solo aparece como ang sen E, ang tan f 0 ang sec E

Olvidar el factor del cambio en dx. Con 3x = 4sen0, dx = % cos 8 df, no cos9do.

Quitar el valor absoluto del logaritmo. | % = In|x — 2|, porque el integrando
también existe para x < 2.

3A.8 Formulario de emergencia de la unidad

Partes: f udv = uv — f v du; eleccién de u con LIATE (logaritmo, inversa, algebraica,
trigonométrica, exponencial).

[Inxdx = xInx — x; [ angtan x dx = xang tan x — %ln(l +x2).

[tanxdx = —In|cos x|; [ sec xdx = In|secx + tanx|; [ csc x dx = In| csc x — cot x|.

sen® x = %(1 — 08 2x); cos? x = %(1 + 08 2x); 1 + tan® x = sec? x; 1 + cot? x = csc? x.

2 _x_1 . 2 _x 1
| sen xdx—lz 4sen2x,fcos xdx = 5 + g sen2x.
jsecz’xdx = E(secxtanx+ln|secx+tanx|)4

= Sustitucién trigonométrica: \a? — x> — x = asen®; Ja® +x> —» x = atanf;
xz—a2—>x:asec0

. du an tan—j =angsen ?; [ du _ _ 1angsect
aZ+uz & Taimr = angsen i [ 78t = Jangsec
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. . . A A .
= Fracciones parciales: A por factor lineal; =L +--- + ——£— por factor repetido; 2&c_+c
x—r x—r (x—=r) x*+px+q
por cuadréatico irreducible.
Adx _ A  pxdx _ 1 2
- I (x-r? ~ x—r) xP+q T 2 In(x" + ).

3A.9 Procedimiento recomendado en el examen

1.

Empieza el examen por el problema 3: son tres integrales y cada una se decide con la
tabla de 3A.2.

. Antes de elegir método, busca un cambio de variable inmediato (la derivada de algo

esta multiplicando) o una simplificacién algebraica.

. Escribe el método al inicio de cada inciso («por partes», «x = 2tan8», «fracciones

parciales»); si te equivocas después, el planteamiento cuenta.

. En fracciones parciales, revisa grados y factoriza antes de escribir la descomposicién;

usa las raices para las constantes.

. En sustitucién trigonométrica, dibuja el tridngulo antes de integrar: lo necesitaras para

regresar a x.

. Comprueba cada resultado derivando (una linea) y escribe +C.
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Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de
arco y volumen de revolucion

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno adquirira habilidad en
el uso de diversas técnicas de integracion y las aplicara en la resolucion de
problemas geométricos. El programa de 2016 dice lo mismo con otras palabras:
«El alumno aplicard métodos de integracion y los utilizara en la resoluciéon
de problemas geométricos.»

Instrucciones de emergencia

= Plan: todo es de los dos planes salvo el area en coordenadas polares (3B.3.2), que
solo pide el Plan 2010. La longitud de arco en paramétricas la nombra solo el
programa del Plan 2010; el del Plan 2016 no, pero sale en uno de sus examenes y
se deja para los dos.

= Frecuencia: es el problema 4 en los 52 examenes del Plan 2010: area entre curvas
20, volumen de revolucién 16, longitud de arco 13 (cartesiana 8, paramétrica 4,
polar 1) y area en polares 5. En el Plan 2016 sale en 56 de los 60 examenes: area 36,
volumen 12, longitud de arco 8 y ningtin problema de polares.

= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta parte. Las integrales se resuelven con lo de la
Parte A; aqui lo nuevo es plantearlas.

= Ruta corta:
1. Lee las secciones 3B.1y 3B.3 (30 min).
2. Sigue los tres ejemplos de la seccién 3B.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 3B.5 con cronémetro (15 min cada uno), empezando por

la figura.

3B.1 Conceptos y expresiones

La idea de todas las aplicaciones. Se corta la figura en pedazos muy delgados, se escribe
la medida de un pedazo (el elemento diferencial) y se suman todos con una integral definida.
Los limites de la integral son el primero y el dltimo valor de la variable en la que se corta.
Por eso cada problema empieza con la grafica de la regién y un pedazo dibujado.

Area entre curvas. Si f(x) > g(x) en [a,b], el elemento es un rectangulo vertical de
altura f(x) — g(x) y ancho dx:

b
A= J [f(x) - g(x)]dx.

Si conviene cortar en franjas horizontales (curvas de la forma x = h(y), como las parabolas
horizontales), el elemento tiene largo «derecha menos izquierda»:

d
A= j [xder () = 312 3)] .
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El 4rea siempre es positiva y se da en [4?]. Si las curvas se cruzan dentro del intervalo,
cambia cual esta arriba y la integral se parte en el punto de cruce.

Area en coordenadas polares soLoprLAN 2010 . Para una curvar = f(0), el elemento es
. . . o1
un sector circular delgado de radio r y angulo df, con area arzdﬁz

Los limites son los angulos entre los que la curva barre la region una sola vez; en un
pétalo, los valores de 6 donde r = 0.

Longitud de arco. Un tramo muy corto de curva es casi un segmento de largo ds =

{J(dx)? + (dy)?. Segin como esté dada la curva:
b
y=f(x): L= I A1+ [f’(x)]zdx

w050 1= [ (&) ()

B dr\2
- . — 2
r=£(0) : L—Ja r +(d—0) do
La longitud se da en [u]. En los examenes, el radicando casi siempre queda lineal (v'1 + 9x)
o como un cuadrado perfecto disfrazado: si no se simplifica, revisa la derivada. La derivada
de las paramétricas viene de Calculo Diferencial.
Solido de revolucion. Al girar una region plana alrededor de una recta (el eje de giro) se
forma un sélido. Hay dos maneras de cortarlo:
= Discos y arandelas: el rectangulo es perpendicular al eje. Al girar forma un disco de
radio R o, si la region no toca el eje, una arandela de radio exterior R e interior r:

b
V= ﬂj (R2 - rz)dx.
a

= Capas cilindricas: el rectangulo es paralelo al eje. Al girar forma un tubo delgado de
radio p, altura h y grosor dx, con volumen 27 phdx:

b
V= ZHJ p(x) h(x)dx.
a

Los radios son distancias al eje de giro, no ordenadas: con el eje y = k, el radio a la curva
y = f(x) es |f(x) — kl; con el eje x = k, el radio de una capa es |x — k|. El volumen se da
en [43].

Lo que no se pregunta. El 4rea de una superficie de revolucion, el centroide y el trabajo
no aparecen en los examenes de los dos planes; tampoco la longitud de arco en polares en
el banco del Plan 2016.
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3B.2 Cémo reconocer el problema

El enunciado dice... Procedimiento

«Calcular el area de la region limitada por las Area en x (3B.3.1)

graficas de...» con y = f(x)

Curvas como y? — 4y — x = 0 0 x = y? (pardbolas  Area en y (3B.3.1)

horizontales)

«Area de un pétalo», «de la cardioide», r = f(0) Area en polares (3B.3.2)
«Longitud de arco» o «longitud de la graficade f  Longitud de arco (3B.3.3), forma

en [a,b]» cartesiana

«La curva dada por x = ..., y = ...» con parametro ¢ Longitud de arco (3B.3.3),
paramétricas

«Longitud de la curva r = 36%» Longitud de arco (3B.3.3), polares

«Volumen del sélido... al girar alrededor del eje de  Discos o arandelas en x (3B.3.4)
las abscisas»

«..

«..

. alrededor del eje de las ordenadas» Capas en x (3B.3.5) o discos en y
(3B.3.4)
. alrededor de la recta y = k» 0 «x = k» Discos (3B.3.4) o capas (3B.3.5)

con el radio medido desde la recta

3B.3 Procedimientos

3B.3.1 Area entre curvas

1.

Dibuja las curvas: identifica rectas, parabolas (vértice y hacia donde abren), e*, In x. Si
alguna ecuacién tiene y* y no x2, despeja x: es una parabola horizontal.

Calcula los puntos de corte igualando las dos expresiones. Los cortes son los limites de
la integral.

Elige el corte: franjas verticales (dx) si cada vertical entra por una curva y sale por otra;
franjas horizontales (dy) si asi pasa con las horizontales. Con parabolas horizontales
casi siempre es en y.

Decide qué curva esta arriba (o a la derecha) probando un punto intermedio. Si el orden
cambia, parte la integral.

Integra «arriba menos abajo» o «derecha menos izquierda» y da el resultado en [u?].
Si sale negativo, restaste al revés.

Simetria. Si las dos funciones son impares (3/x y x) o la regién es simétrica respecto a
un eje, calcula una parte y multiplica. Nunca integres de un lado al otro de un cruce sin
partir: las areas con signo se cancelan.

3B.3.2 Area en coordenadas polares soLo PLAN 2010

1.

52

Dibuja la curva con una tabla de 0 y r (cada % o %). Rosa r = acosnf: n pétalos sin es
impar y 2n si es par. Cardioide r = a(1 + sen6) o a(1 + cos9).

Busca los limites: en un pétalo, los angulos consecutivos donde r = 0; en una curva
cerrada que no pasa dos veces por el mismo punto, una vuelta completa (0 a 27).
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3. Aprovecha la simetria: integra media regién y multiplica por 2.
1+cos 40

> (Parte

4. Calcula A = % [ r?2d0. Para cos? y sen? usa el angulo doble: cos? 20 =
A).

3B.3.3 Longitud de arco

1. Identifica la forma de la curva: y = f(x), paramétrica o polar, y escribe la férmula que
corresponde.

2. Deriva y eleva al cuadrado: [ f/(x)]%, o (£)? + (3)?, 0 r? + (')

3. Simplifica el radicando antes de integrar. En paramétricas con e’ cost y e’ sent, los
productos cruzados se cancelan; en polares con r = af?, saca el factor comin.

4. Integra (casi siempre un cambio de variable u = 1+ 9x o u = 62 + 4) y evalta. Da el
resultado exacto en [u].

3B.3.4 Volumen por discos y arandelas

1. Dibuja la region, el eje de giro con linea punteada y un rectangulo perpendicular al eje.

2. Siel eje es horizontal (y = 0 0 y = k), el rectangulo es vertical y se integra en x; si es
vertical (x = 0 o x = k), es horizontal y se integra en y: despeja x de cada curva.

3. Mide los radios desde el eje: R hasta la curva mas lejana, r hasta la mas cercana (r = 0
si la region toca el eje).

4. CalculaV =r I(R2 —r?). Se eleva cada radio por separado: R? —r? # (R —r)?.

Eje y = k. Laregion entre y = x> y y = x (0 < x < 1) gira alrededor de y = 2. La recta

queda arriba de la region, asi que la curva mas lejana es la de abajo: R=2—x?yr = 2—x,

y

1
V= nJ [(2 - x?)? — (2 — x)?]dx = Z [43].

o 15
3B.3.5 Volumen por capas cilindricas
1. Dibuja la region y un rectangulo paralelo al eje de giro.
2. Para un eje vertical (x = 0 0 x = k) el rectangulo es vertical y se integra en x: radio

p = |x — k|, altura h = curva de arriba menos curva de abajo.

3. Calcula V = 2r [ phdx.
4. Sipuedes, comprueba con discos en y: los dos métodos dan el mismo volumen.
Cuando conviene cada uno. Alrededor del eje y con curvas y = f(x) dificiles de
despejar, o con una region que necesitaria dos integrales en y, usa capas. Si x se despeja
facil (y = Inx = x = ¢”), los discos en y suelen ser mas cortos.

3B.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Area entre una parabola y una recta

Adaptado de: 1er final 2016-1, tipo A, problema 4.
Calcule el 4rea de la region limitada por las graficas de y = x2 + 2x + 1y y = 2x + 5.
Resolucion.
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. 8 8y _ 16 _
. Evaluacién: (8 — 5) —(-8+ 5) =16-2 =3

y=2x+5

(2,9)

y=(+1)y

(-2,1) /

. Figura: y = (x + 1)? es una parabola con vértice en (—1,0) que abre hacia arriba;

y = 2x + 5 es una recta de pendiente 2.

. Cortes: x? + 2x + 1 = 2x + 5= x° = 4 => x = =2. Puntos (=2,1) y (2,9).
. En x = 0 larecta vale 5 y la parabola 1: la recta esta arriba. Rectangulo vertical de

altura (2x +5) — (x> + 2x + 1) = 4 — x2.

. Integral:

2

A= Lzz(4 —x%)dx = <4x - x;)

-2
32
3

A= % [u?] = 10.67 [u%]. Comprobaci6n: el integrando 4 — x? es par, asi que

A=2fj(a-xDdx=2(8-3) =2

Ejemplo resuelto - Volumen por arandelas alrededor del eje x

Adaptado de: 3er extraordinario 2011-2, problema 4.

Calcule el volumen del sélido que se genera al girar, alrededor del eje x, la region
acotada por las graficasde y = x> + 1y y = x + 3.

Resolucion.
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1. Cortes: x> +1=x+3= x> —x—2=0= (x—2)(x + 1) = 0. Puntos (—-1,2) y
(2,5).

2. En x = 0 larecta vale 3 y la parabola 1: la recta esta arriba. Las dos curvas estan
sobre el eje (y > 1), asi que la regién no toca el eje: arandelas con R = x + 3y
r=x?+1.

3. Integrando: (x +3)? = (x> + 1)? = x® +6x + 9 —x* —2x2 — 1 = —x* —x® + 6x + 8.

4. Integral:

2
V:nJ (—x4—x2+6x+8)dx
-1

5 3
:n(—x——x?+3x2+8x)

-1

—9. .32 _38 _ 284 —_q1. 141 _g=_% pj ia:
5. Enx = 2: 3 3+12+16 15.Enx 1.5+3+3 8 15.D1ferenc1a.

31 _ 117

15 5"
_ W7 o5y 3 o L(_x 2 a2 S
6. V= c [w’] = 73.5 [«’]. Comprobacion: dx( s~ 5 3% +8x) = —x*—x*+
6x + 8

Ejemplo resuelto - Volumen de un barril

Un barril mide 1 m de altura. Su radio es de 40 cm a la mitad de la altura y de 30 cm
en las tapas, y su perfil es paraboélico. Calcule cuantos litros le caben.
Resolucion.
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30

T ) disco

40

oo

1. Ejes: el eje y es el eje del barril, con el origen a la mitad de la altura y todo en
centimetros, asi que —50 < y < 50. El radio a la altura y es r(y).

2. Perfil parabélico, simétrico, con méaximo 40 en y = 0: 7(y) = 40 — ky?. En las tapas,

2

r(+50) = 30 = 40 — 2500k = 30 = k = - Asi, r(y) = 40 — X

3. Cada corte horizontal es un disco de radio r(y) y grosor dy: dV = 7 r(y)?dy.

4. Por simetria, el doble de la mitad de arriba:

V= nJSO (40- y—z)zdy

5o 250
50 2 4
8
= Zﬂj (1600 - AR )dy.
0 25 62500
o . . _ .8 50 _ 40000 1 50° _
5. Término a término, de 0 a 50: 1600(50) = 80 000; 53 = 3 azses 5 = 1000.

40000 _ 203000
I — -

cm? = 425162 cm®. Como 1 L = 1000 cm3:

Suma: 81000 —
6.V = 406 000

7. Al barril le caben unos 425 L. Comprobacion: un cilindro de radio 40 cmy 1 m
de alto tendria unos 503 L, y uno de radio 30 cm, unos 283 L; el barril queda entre
los dos y més cerca del primero, porque casi toda su altura tiene radio cercano a
40.

3B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3B.5.1 - Area entre dos parabolas horizontales

Adaptado de: 2° extraordinario 2015-1, problema 4.

Calcule el 4rea de la region limitada por las graficas de y> —4y —x = 0y y? — 2y + x = 0.
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Resolucion.

(=)

AN N dy

x=2y-y

. Se despeja x: x = y? — 4y es una parabola horizontal que abre a la derecha, con vértice
(-4,2);x =2y — y2 abre a la izquierda, con vértice (1, 1).

. Cortes: y> —4y =2y —y> = 2y —6y =0 = 2y(y—3) = 0,asique y =0y y = 3.
Puntos (0,0) y (-3, 3).

. Franjas horizontales. En y = 1: 2y — y*> = 1y y?> — 4y = —3; la de la derecha es
x=2y— yz.
. Largo de la franja: (2y — y%) — (% — 4y) = 6y — 2y°.
. Integral:
3 2y 3
A= J (6y—2y%)dy = (352 - =-)| =27-18,

0 3 0

. A = 9[u?]. Comprobacion: d%(Syz - §y3) =6y — 2y~

Ejercicio 3B.5.2 - Area con dos regiones: raiz ctbica y recta

Adaptado de: 2° final 2018-2, problema 4.

Calcule el area de la region limitada por las graficas de f(x) = ¥x y g(x) = x.

Resolucién.

1.
2.

Cortes: x =x = x = X = x(x2 —1) =0, asi que x = —1, 0, 1. Hay dos regiones.

En [0,1], con x = %: Ix = % > é; arriba estd f. En [—1,0], con x = —%: x = —% > =5
arriba esta g.

Las dos funciones son impares: las regiones son simétricas respecto al origen y tienen
la misma area.

Integral:
1

1 2
- 1/3 _ —o (3,43 _X
A ZL (x x)dx 2<4x 5 )

0
o-pe2t
A= % [4?]. Comprobacidn: d—i(%x‘*ﬁ) = x/3_ Sin partir, Lll(xl/3 — x)dx = 0: las dos

areas se cancelan.
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Ejercicio 3B.5.3 - Arandelas entre seno y coseno hiperbdlicos
Adaptado de: ler final 2018-1, tipo C, problema 4.

Calcule el volumen del sdlido que se genera al girar, alrededor del eje de las abscisas, la
region limitada por las graficas de y = senhx, y = coshx, x =0y x =In2.
Resolucion.

1. Figura: coshx — senhx = e > 0, asi que cosh x esta arriba; en [0,1n 2], senh x > 0.
La region va de y = senh x a y = cosh x y no toca el eje (salvo en el punto (0,0) de su
borde inferior).

2. Arandelas: R = cosh x, r = senh x.

3. Integral, con la identidad cosh® x — senh® x = 1

In2 In2
V= ﬂj (cosh2 x — senh’ x)dx = ﬂJ dx.
0 0
4.V = wln2[u®] = 2.18 [u®]. Comprobacién: con coshln2 = % y senhln2 = %, el
i = 25 _ 9 _
integrando en x = In2 es 16~ L

Ejercicio 3B.5.4 - Capas cilindricas alrededor del eje y

Adaptado de: 1er final 2013-1, tipo C, problema 4.

Calcule el volumen del sélido de revolucion que se obtiene al girar alrededor del eje de
las ordenadas la regién limitada por las graficasde y = x2 + 1,y =1y x = 1.

Resolucién.

y=x*+1

'\
I
I
I
I
| \
| \
I

! 2
altura x

I

y=1
-

radio x

1. Region: 0 < x <1y 1<y < x? + 1. El eje de giro (x = 0) es su borde izquierdo.
2. Rectangulos verticales (paralelos al eje): capas de radio p = x yalturah = (x> +1)—1 =
2
x*.

58



Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de arco y volumen de revoluciéon

3. Integral:
1 41
V=27'[I xox2dx =21 = s
0 4], 4
T3
4. V== [u’].
ard

5. Comprobacion con arandelas en y,paral < y<2:R=1(larectax =1)yr=y—1
(la parabola):

V:an[l—(y—l)]dy:n<l— %) = %

Ejercicio 3B.5.5 - Discos en y con logaritmo

Adaptado de: ler final 2017-1, tipo C, problema 4.

Calcule el volumen del sélido de revolucion que se obtiene al girar alrededor del eje de

las ordenadas la region limitada por y =Inx,y =0,y =1y x = 0.

Resolucion.

1. Se despeja x: y = Inx = x = ¢¥. La region esta entre el eje y (x = 0) y la curva x = ¢”,
para0 <y <1

2. Laregion toca el eje de giro: discos horizontales de radio R = €.

3. Integral:

! &' x
V:n'J eVdy=n1 —| ==(e - 1).
0 2|, 2

4.V = @ [13] = 10.04 [«%].

5. Comprobacién con capas: en x la region se parteen 0 < x < 1 (altural)y 1 <x <e

e 23
(altura 1 — In x). Con partes, fl x(1 —Inx)dx = -

2 _ m(e® —1

on(d £22) - E D)
2 4 2

Los discos en y evitan partir la region y la integracion por partes.

Ejercicio 3B.5.6 - Longitud de arco en cartesianas

Adaptado de: 2° final 2019-2, problema 4.

Calcule la longitud de arco de la gréfica de f(x) = 2\/; en el intervalo [0, %]
Resolucion.

L () =2x%2 = f'(x) = 3x1/% = [f/(0)]? = 9x.

2. Integral:

1/3
L= J V1+9xdx.
0
3. Cambio de variable u = 1 + 9x, du = 9dx; los limites pasanau =1y u = 4:

4
4

L:lj ul/zdu:£u3/2| 23(8—1).

9] 27 1 27
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4. L= % [u] = 0.52 [u]. Comprobacion: ﬁ[%(l + 9x)3/2] = % . % “9V1+9x =1+ 9x.

Ejercicio 3B.5.7 - Longitud de arco en paramétricas: espiral

Adaptado de: 2° extraordinario 2011-1, problema 5.
Calcule la longitud de la curva dada por x = et cost, y = e 'sent, cont € [0,In11].
Resolucion.

1. Derivadas (producto):

dx _t

i e '(cost + sent)
dy .

i (cost — sent)

2. Suma de cuadrados: los productos cruzados +2 sent cost se cancelan,

e_2t[(cost + sent)? + (cost — sen t)z] =24,

3. Integral:
In11 In11 1
L= J Vaetar =2 (- = 21— L),
o 11
_ 10\/5 .y d —t\ _ —t . . .
4. L= o [u] = 1.29 [u]. Comprobacién: a(—\@e ) = y2e7!; y la distancia al origen

bajade 1a %: L es mayor que esa diferencia, i—(l).
Ejercicio 3B.5.8 - Area de un pétalo de una rosa
Adaptado de: ler final 2013-1, tipo A, problema 4.

soLo pLAN 2010 Calcule el area de la region limitada por uno de los pétalos de la rosa
r = 2cos 20.

Resolucion.
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1. La rosa tiene 2 - 2 = 4 pétalos de largo 2. El pétalo sobre el eje x positivo empieza y
acaba donde r = 0: cos20 =0 = 0 = +Z.
2. Por simetria respecto al eje x, el doble de la mitad de arriba:

1 /4 /4
A=2- 3 J 4cos®20d0 = j 2(1 + cos 49)d9.
0 0

1 m/4 o, 1 o
3. (29 +”§ sen49)|0 =5 +ysenw =2,
4. A= > [4?] = 1.57 [u?]. Comprobacién: d%(z@ + %sen 49) =2+ 2cos40 = 4 cos? 20,

los cuatro pétalos suman 27, la mitad del circulo de radio 2.

3B.6 Ejercicios propuestos
Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E.
Ejercicio propuesto 3B.6.1
Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 4.
Calcule el 4rea de la region limitada por las curvas y = 4x° y y = 8x2.
1
Resultado: A = ?6 [42].
— Resolucién en el Apéndice E, p. 103.
Ejercicio propuesto 3B.6.2
Adaptado de: 2° final 2016-1, tipo A, problema 4.

Calcule el volumen del sélido que se forma al girar alrededor del eje de las ordenadas la
region limitada por las graficasde y = 3x,y =1y x = 0.
Resultado: V = % [43].
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—> Resolucion en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 3B.6.3

Adaptado de: ler extraordinario 2020-1, problema 4.

Calcule el volumen del sélido que se obtiene al girar, alrededor del eje de las abscisas, la
region limitada por x = 0, y = ¢™*, y = 0 y x = In 2. Dibuje el sélido.

Resultado: V = 3?” [43].

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 3B.6.4

Adaptado de: 3er extraordinario 2011-2, problema 5.
Calcule la longitud de arco de la curva r = 362 en el intervalo [0, 7].

Resultado: L = (71'2 + 4)3/2 —8[u] = 43.65 [u].

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 3B.6.5

Adaptado de: 3er extraordinario 2015-1, problema 4.

soLo pLAN 2010 Calcule el 4rea de la regién limitada por la curvar = 2 + 2 sen .
Resultado: A = 67 [1?].

— Resolucién en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 3B.6.6

Adaptado de: ler extraordinario 2017-2, problema 4.

Calcule la longitud de la grafica de f(x) = %\/; en el intervalo [0, i]

J2-1
6

Resultado: L = 2 [u] = 0.30 [u].

— Resolucién en el Apéndice E, p. 104.

3B.7 Errores frecuentes

= Empezar sin figura. Sin la gréfica no se sabe qué curva esta arriba, si hay dos regiones
ni si la region toca el eje de giro.

= Integrar de un lado al otro de un cruce. Si las curvas se cruzan dentro del intervalo,
las areas con signo se cancelan (f_ll(é/f — x)dx = 0). Parte la integral.

= Equivocar «derecha menos izquierda». En las parabolas horizontales despeja x con
cuidado: y? — 2y + x = 0 da x = 2y — y%, no y? — 2y.

» Elevar mal en las arandelas. & I(R2 —rnoesr I(R —r)2,

= Medir el radio desde el eje equivocado. Con el eje y = k 0 x = k, el radio es la
distancia a esa recta, no la ordenada ni la abscisa.

» Olvidar 27 en las capas o 7 en los discos, o el + del 4rea en polares.

= Limites polares por tanteo. En un pétalo, los limites son los d&ngulos donde r = 0;
integrar de 0 a 277 en una rosa da todos los pétalos.
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= Olvidar el 1 en la longitud de arco: es /1 + [ f/]2, no \J[ f']2.

3B.8 Formulario de emergencia de la unidad

» Areaenx: A= f:[f(x) - g(x)]dx, con f arriba.

» Areaeny: A= If[xder - xizq]dy.

= Area en polares soLoPLAN2010 1 A = % ff r2dé.

= Arco, cartesianas: L = fab 1+ [f7(x)]? dx.

= Arco, paramétricas: L = fttlz NEETR

= Arco, polares: L = Lf rZ +(r)2dé.

= Discos y arandelas: V = & ff(Rz - r2)dx (o dy).

= Capas:V =2x f: p hdx, con p la distancia al eje.

» Identidades utiles: cos®u = #, senu = #, cosh® x — senh® x = 1.
3B.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Dibuja las curvas, marca los puntos de corte y sombrea la region. Dibuja un rectangulo
(o un sector) representativo.

2. En volumen, dibuja el eje de giro punteado y decide: rectangulo perpendicular al eje
(discos) o paralelo (capas).

3. Escribe el elemento diferencial con palabras: «arriba menos abajo», «radio exterior»,
«radio por altura».

4. Plantea la integral con sus limites y simplifica el integrando antes de integrar.

5. Integra con la técnica de la Parte A, evalda con fracciones exactas y escribe las unidades
[], [u] o [].

6. Revisa el signo y el orden de magnitud con la figura: un area no puede salir negativa
ni mayor que el rectangulo que la contiene.
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Unidad 4 - Funciones de varias variables: derivadas parciales,
plano tangente y derivada direccional

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno comprendera el concepto
de funcion escalar de variable vectorial, determinara la variacién de este tipo
de funciones en cualquier direccion y la aplicara en la resolucion de problemas
fisicos y geométricos. El programa de 2016 dice: «El alumno analizara la
variacion de una funcién escalar de variable vectorial respecto a cada una de
sus variables y resolvera problemas fisicos y geométricos.»

Instrucciones de emergencia

= Plan: el tema 4 es el mismo en los dos planes (4.1 a 4.9). El Plan 2010 nombra
ademas tres subtemas que nunca se han preguntado (parrafo final de la seccién
4.1).

= Frecuencia: son los problemas 5y 6 de todos los exdmenes: 52 de 52 en el Plan
2010 (112 problemas: dos por examen en 42, tres en 9 y uno en el restante) y 60 de
60 en el Plan 2016 (116 problemas). Por subtema, Plan 2010 / Plan 2016: derivada
direccional y gradiente 29/33; dominio, recorrido y regién 22/29; plano tangente
y recta normal 20/22; parciales sucesivas y mixtas (verificar una ecuacién) 19/18;
regla de la cadena y razones de cambio 14/12; curvas de nivel 9/10; diferencial total
3/1; limite doble 1/0; derivacién implicita 1/0.

= Tiempo: de 4 a 5 horas para esta unidad. En el examen, de 15 a 20 minutos por
problema.

= Ruta corta:
1. Lee la seccién 4.1 y la tabla de la 4.2 (30 min).
2. Estudia los procedimientos 4.3.1, 4.3.2, 4.3.5, 4.3.6, 4.3.8 y 4.3.10: cubren casi

todos los problemas.

3. Sigue los dos ejemplos de la seccion 4.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios 4.5 con crondémetro (15 min cada uno).

4.1 Conceptos y expresiones

Funcion escalar de variable vectorial. Asigna un nimero real a cada punto de una
region del plano o del espacio: z = f(x,y) ow = f(x,y, z). Ejemplos fisicos: la temperatura
de una placa, el potencial eléctrico, el volumen de un cilindro como funcién de su radio y
su altura.

Dominio, recorrido y region de definicion. El dominio es el conjunto de puntos (x, y)
donde la regla tiene sentido; dibujado en el plano xy es la regién de definicion. El recorrido
es el conjunto de valores que toma z. Las tres restricciones que aparecen en los exdmenes
son:

= raiz cuadrada (o de indice par): radicando > 0;

= logaritmo: argumento > 0;

= cociente: denominador # 0.
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En la figura, el borde que pertenece a la region se traza continuo y el que no pertenece,
punteado. Una region es abierta si no contiene ningtin punto de su frontera y cerrada si
los contiene todos.

Grafica y curvas de nivel. La grafica de z = f(x, y) es una superficie en el espacio. Su
curva de nivel k es el conjunto de puntos del plano xy donde f(x,y) = k: es la proyeccién
del corte de la superficie con el plano z = k. Solo hay curva de nivel para los k del recorrido.
Con tres variables, f(x,y, z) = k es una superficie de nivel.

Limite y continuidad. lim(, ;) ,(4p) f(x, ) = L significa que f se acercaa L por cualquier
trayectoria que llegue a (a, b). Si dos trayectorias dan valores distintos, el limite no existe.
f es continua en (a, b) si el limite existe y vale f(a,b). Los polinomios, la exponencial, el
seno y el coseno son continuos en todo el plano; los cocientes, raices y logaritmos, en su
dominio.

7]
Derivadas parciales. a—f = fx se calcula derivando respecto a x con y constante; f), con
X

x constante. Interpretacion geométrica: fi(a,b) es la pendiente de la recta tangente, en
el punto (a,b, f(a,b)), a la curva que resulta de cortar la superficie con el plano y = b;
fy(a, b), la de la curva que resulta del corte con x = a. Interpretacion fisica: razon de
cambio de f cuando solo cambia una variable.

2

Derivadas parciales sucesivas. Se deriva otra vez: f,, = fyy> v las mixtas f, =

ax?’
*f

dy ox

mixtas son continuas, fyy, = fyx; el orden no importa. Lo mismo con las de tercer orden.

(primero x, luego y) y fx. Teorema de las derivadas mixtas (de Schwarz): si las

Vector normal, plano tangente y recta normal. Si la superficie es F(x,y,z) = 0,
el gradiente VF = (Fy, F), F;) en un punto P, de ella es normal a la superficie. Con
n = VF(P)) = (a,b,¢c):

a(x —xp) +b(y —y) +c(z—2) =0

es el plano tangente, y la recta normal es

X=X Y~ Y Z2—%2

a b ¢

Si la superficie es z = f(x, y), basta tomar F = f(x, y) — 2, con normal (fy, f,, —1).

Diferencial total. Si z = f(x, y) es diferenciable,

d 17
dz = —f dx + —f dy,
ox ady
y para cambios pequefios Az = dz. Con tres variables se agrega f, dz.
Regla de la cadena. Siz = f(u,v) conu = u(x,y) y v = v(x, y):
oz _ oz oo
dx dudx v ax’
y lo mismo con y. Si z = f(x,y) con x = x(¢) y y = y(¢), la derivada total es
G _odx ozdy
dt axdt oydt’

65



Unidad 4 - Funciones de varias variables: derivadas parciales, plano tangente y derivada direccional

Derivacion implicita. Si F(x, y, z) = 0 define z como funcién de x y y, y F, # 0:

oz _ B 2= _ b
ox E,’ ay F,’
d F,

Con una ecuacién F(x,y) = 0, Y__ K
dx E,

Gradiente y derivada direccional. El gradiente es el vector de las parciales: Vf = (£, f,)
o (fx. fy» f2); V es el operador nabla. La derivada direccional en la direccion del vector
unitario u es
df
=5 -

Dy f Vf-u

Como Vf -u = |[Vf] cos6:

= f aumenta mas rapido en la direccién de V£, y esa maxima razon de cambio (maxima
variacion) vale |V f|;

= disminuye méas rapido en la direccién de —V f, con razén —|V f|;

= no cambia en las direcciones perpendiculares a Vf (D, f = 0);

» Vf(a,b) es perpendicular a la curva de nivel que pasa por (a, b).

Lo que el programa menciona y no se pregunta. E]l Plan 2010 incluye, ademas, la

comparacion entre el incremento y la diferencial total, la diferencial de orden superior y la

permanencia de la forma de la diferencial total (subtemas 4.6 y 4.7); el Plan 2016 los quito.

Los dos planes nombran la derivacién implicita en sistemas de ecuaciones. En los 112

examenes revisados no hay ningtin problema de estos temas: basta saber que existen. La

comparacion entre incremento y diferencial aparece solo como comentario en el ejercicio

de diferenciales.

4.2 Como reconocer el problema

El enunciado dice... Procedimiento

«Determine el dominio», «el recorrido», «trace la ~ Dominio y region (4.3.1)
region de definicion»

«Obtenga (trace, identifique) las curvas de nivel Curvas de nivel (4.3.2)
para z = k»

«Calcule el limite cuando (x,y) = (a,b)» o «es Limite doble (4.3.3)
continua?»

«Pendiente de la recta tangente a la curva de Derivada parcial (4.3.4)
interseccion de la superficie con el plano y = b»

«Calcule ;;—a]; en (a,b)», «compruebe que las Parciales sucesivas (4.3.5)

mixtas son iguales», «verifique que u satisface la

ecuacion...»

«Plano tangente» o «recta normal» a una Plano tangente (4.3.6)
superficie en un punto
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El enunciado dice...

Procedimiento

«Por medio de diferenciales...», «cambio

aproximado», «error en el volumen»
dz

«Sean z = f(u,v), u = ..., v=..», «calcule T

«;a qué razén cambia...?»
«F(x,y,2) = 0 define z como funcién de x y y»

Diferencial total (4.3.7)

Regla de la cadena (4.3.8)

Derivacién implicita (4.3.9)

«Derivada direccional», «razén de cambio en la
direccidn de...», «direcciéon de maximo aumento»,

Gradiente y derivada direccional
(4.3.10)

«maxima variacién», «direccion en que no cambia»

4.3 Procedimientos

4.3.1 Dominio, recorrido y region de definicion

1. Escribe una condicion por cada raiz par (> 0), logaritmo (> 0) y denominador (# 0). Si
una raiz esta en el denominador, la condicién es > 0.

2. Resuelve cada condicién para dejar a la vista la curva frontera: recta, circunferencia,
elipse, parabola o hipérbola (completa cuadrados si hace falta).

3. Toma la interseccién de todas las condiciones y escribela como conjunto: D¢ = {(x,y) |

I3

4. Dibuja la frontera: continua si el signo es > o <, punteada si es >, < o #. Para saber de
qué lado esta la region, prueba un punto, como el origen.
5. Recorrido: sigue la cadena de valores de adentro hacia afuera (por ejemplo, w =

1-x—ye(l,00) = Inwe (0,00) = ...).
1
Por ejemplo, f(x,y) = s
4—x°—y

> pide y > 0 (logaritmo) y 4 — x* — y? > 0 (raiz en el

denominador). Su region de definicién es el semidisco superior abierto: los dos bordes

van punteados.

4.3.2 Curvas de nivel

1. Calcula primero el recorrido: solo los k del recorrido tienen curva de nivel.
2. Iguala f(x,y) = k, despeja hasta quitar raices y denominadores (eleva al cuadrado
cuidando el signo) y lleva la ecuacién a la forma canénica.
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2 2
=1elipse;’ac—2—i—2:1

2
b

2 Xt
circunferencia; =+

Identifica la conica: x2 + y% = r
hipérbola; x = y? + ¢ parébola; ax + by = ¢ recta.

Dibuja las curvas pedidas en el mismo plano, cada una con su valor de k, y respeta el
dominio (por ejemplo, si f tiene y en un numerador con raiz, la curva puede ser solo

media cénica).

4.3.3 Limite doble por trayectorias

1.
2.

. Ejemplo: Zx—y
x

Sustituye el punto. Si f es continua ahi (no queda g), ese es el limite.

Si queda indeterminado, acércate por rectas y = mx (o parébolas y = mx?). Si el
resultado depende de m, el limite no existe.

> cony = mx da 5> que cambia con m: no existe el limite en
+y 1+m

(0,0).

4.3.4 Derivadas parciales e interpretacion geométrica

1.

Para f, trata a y como constante y deriva con las reglas de una variable; para f,,, al
revés.

. «Pendiente de la recta tangente a la curva de interseccién con el plano y = b»: es

fx(a,b). Con el plano x = a: es f,(a,b).

. Si piden la recta tangente, su direccién es (1,0, f,) en el primer caso y (0, 1, f,)) en el

segundo.

4.3.5 Derivadas parciales sucesivas y verificacion de una ecuacion

1.

2.

4.

Calcula las primeras parciales y simplifica antes de volver a derivar.

Respeta el orden indicado: en se deriva primero dos veces respecto a y y luego

dx dy*?

respecto a x. Por el teorema de las mixtas puedes elegir el orden mas cémodo y decirlo.
Para «verificar que u satisface la ecuacion» (Laplace uyy + 1y, = 0, calor uy = kuy, u
otra), calcula solo las derivadas que aparecen, sustituyelas y agrupa términos semejantes
hasta llegar a 0 = 0.

Evalua al final, si piden el valor en un punto.

4.3.6 Plano tangente y recta normal

1.

5. Recta normal:
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Si la superficie es z = f(x,y) y te dan solo (xg, yp), calcula zy = f(xg, yp)- Si te dan P,
completo, comprueba que esta en la superficie.
Escribe la superficie como F(x,y,z) = 0: pasa todo a un lado (para z = f, F =
G y) - 2).
Calcula VF(Py) = (a, b, c). Puedes dividir entre un factor comun.
Plano: a(x — xp) + b(y — ) + ¢(z — z) = 0; desarrolla y simplifica.

X —

X . z—z
0_7Y bJ’O = % oen paramétricas (xq + at, yo + bt, zg + ct)
a c

si alguna componente es cero.
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4.3.7 Diferencial total y cambio aproximado

1.

4.

Escribe la formula de la magnitud (volumen, area, resistencia...) en funcién de sus
variables.

. Calcula dV =V, dr + V}, dh.
. Evalua las parciales en los valores iniciales y toma dr = rgpal — Finicial €OD SU signo

(negativo si la variable disminuye).
Da el resultado con unidades y di si es aumento o disminucion.

4.3.8 Regla de la cadena y razones de cambio

1.

. Evalda las variables intermedias en el punto antes de sustituir (por ejemplo, u = e

Dibuja el arbol: la funcioén arriba, las variables intermedias en medio y las indepen-
dientes abajo.

9z . . .
. Para o recorre cada camino de z a x; cada camino da un producto de derivadas y los

caminos se suman.
2x+y

en (1,—1) vale e).

. Razones de cambio relacionadas: escribe la formula (V = l7rr2h), deriva respecto a t

con la regla de la cadena, sustituye los datos del instante y despeja la razén que falta.

«Permanece constante» significa i—‘: =0.

/NN

4.3.9 Derivacion implicita

1.
2.

3.

Pasa todo a un lado: F(x, y,z) = 0.

Calcula Fy, F), y F, tratando a las tres variables como independientes.

F F,
CLA —-2. evalta en el punto, que debe cumplir la ecuacion.
ox E, © 9y F,

4.3.10 Gradiente y derivada direccional

1.
2.

Calcula Vf y evaldalo en el punto.

Convierte la direccion en vector unitario: u = v/|v|. Si te dan dos puntos, v = FQ; si
te dan un angulo, u = (cos 0, sen 0); si te dan una recta, usa su vector director.

Dy f = Vf-u, con unidades de f por unidad de longitud.

Direccién de maximo aumento: V f(P); de maximo descenso: —V f(P); maxima razén
de cambio: [V f(P)].

Direccion en que f no cambia: Vf -u = 0. En el plano, si Vf = (a,), son £(—b, a); con
angulo, acosf + bsenf = 0.
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4.4 Ejemplo resuelto

70

Ejemplo resuelto - Temperatura: razéon de cambio y direcciéon de maximo aumento

Adaptado de: ler extraordinario 2010-2, tipo A, problema 7.

La temperatura en el punto (x,y,z) es T(x,y,z) = 26‘x2_8y2+9zz, con T en grados
Celsius y x, y, z en metros. Obtenga: a) la razon de cambio de la temperatura en el
punto (—1,2,2) en la direccién del vector v = 2i — 2j + k; b) la direccion en la que T
aumenta mas rapidamente en ese punto.

Resolucion.

1. Gradiente (regla de la cadena con la exponencial):
VT = 27 8V 197" (_ox —16y, 182).
2. En (-1, 2,2) el exponente vale —1 — 32 + 36 = 3:
VT(-1,2,2) = 2¢3(2, —32,36) = e3(4,—64,72).

3. Vector unitario: |[v]| = v4+4+1=3,asiqueu = (%, —g, %)
4. a) Derivada direccional:

_ 384128472 _ 208 5

D,T
v 3 3

La temperatura aumenta a razén de 2%63 °C/m (unos 1393 °C/m).

5. b) La direccién de maximo aumento es la de VI(~1,2,2) = e3(4, —64,72), es
decir, la del vector (1, —16, 18); como unitario, \/%ﬁ(l, —16,18). En esa direccion

la razén de cambio es |VT| = 44/581 3 °C/m.

Ejemplo resuelto - Dominio y curvas de nivel

Adaptado de: 2° final 2015-2, tipo B, problema 5.

Sea f(x,y) = \/¥% — x. Represente graficamente su dominio y obtenga las ecuaciones

de sus curvas de nivel paraz =0y z = 1.

Resolucion.

1. Raiz cuadrada: y* — x > 0, es decir, x < y2. Dy ={(xy)|x< y%3.

2. La frontera es la parabola x = y? (vértice en el origen, abre hacia la derecha)
y pertenece al dominio (>): se traza continua. Con el punto (—1,0): —1 < 0 se
cumple; la region es el exterior de la parabola, a su izquierda.

3. Recorrido (no se pide, pero confirma los niveles): la raiz toma todos los valores
>0,asique Ry = [0, 00); los niveles z = 0y z = 1 existen.

4. z=0:/y%> — x = 0 = x = y la propia frontera.

5. z=1:y>—x =1= x = y* — 1, la misma parabola recorrida una unidad a la
izquierda (vértice (—1,0)).

6. En general, el nivel k > 0 es x = y2 — k
eje.

2. una familia de parébolas con el mismo
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4.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4.5.1 - Dominio, recorrido y region con logaritmo

Adaptado de: 1er extraordinario 2012-1, problema 5.
Determine el dominio y el recorrido, y trace la regiéon de definicion de la funcion

1

fley) = \/ﬁ

Resolucion.

1. Condiciones: logaritmo, 1 — x — y > 0; raiz en el denominador, In(1 — x — y) > 0.

2. Inw>0siysolosiw>1:1—x—y>1= x+y <0. Esta condicién ya implica la
primera.

3. Dy ={(x,y) | x + y < 0}: el semiplano debajo de la recta y = —x, que no pertenece a
la region (punteada). El origen no esta: 0 < 0 es falso.

4. Recorrido: en el dominio, w = 1 — x — y toma todos los valores de (1, ); entonces
Inw € (0,00), VInw € (0, ) y su reciproco también. Rp={z|z>0}

x+y<0 N
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Ejercicio 4.5.2 - Curvas de nivel y recorrido

Adaptado de: ler final 2018-1, tipo A, problema 5.

Trace las curvas de nivel de la funcién
-2

para z = 1y z = 2. Determine el recorrido de la funcién.

z=

Resolucion.

1. Dominio: x? + 4y% > 0, es decir, todo el plano salvo el origen.

2. Recorrido: y/x? + 4y? toma todos los valores de (0, ), asi que z toma todos los de
(=00,0). R={z|z < 0}.

3. Como 1y 2 no estan en el recorrido, las curvas de nivel z = 1 y z = 2 no existen
(ningin punto da un valor positivo).

4. Lo que si existe son los niveles negativos. Con z = k < 0: /x? + 4y% = —]% = x2+4y% =
%, elipses centradas en el origen.

2 2
5. z=-1: xz +9? =1, elipse de semiejes 2y 1. z = —2: x> + % = 1, elipse de semiejes
ly %
6. Resultado: R = (—o0,0); los niveles z = 1y z = 2 estan vacios; las curvas de nivel
son elipses x% + 4y% = @ mas pequeilas cuanto mas negativo es k.

Ejercicio 4.5.3 - Pendiente de la tangente a la curva de interseccion

Adaptado de: 2° final 2018-2, problema 5.

Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion de la grafica de
f(x,y) =9 — x2 — 2 con el plano y = 0, en el punto P(v/5,0).

Resolucion.

1. Elplano y = 0 deja fija a y: la pendiente es f,(v/5,0). La curva es la semicircunferencia

z =149 —x2 y el punto de la superficie es (+/5,0, 2).
2. Derivada parcial:

fo= —2x _ —X
e = = .
2\/9—x2—y2 \/9—x2—y2
5
3. En el punto: f,(+/5,0) = ———.
* J9-5
4. m= —ﬁ. La superficie baja al aumentar x, como se espera en la mitad derecha de una

semiesfera.

Ejercicio 4.5.4 - Comprobar una ecuacion con segundas derivadas
Adaptado de: ler extraordinario 2015-2, problema 5.
Compruebe que se cumple

9z 9%z 9%z

o2 Taxay oy’
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para z = senh(3x + y) — cosh(x — 2y).
Resolucion.
1. Primeras parciales ((senh)” = cosh, (cosh)’ = senh):
z, = 3cosh(3x + y) — senh(x — 2y),
z, = cosh(3x + y) + 2 senh(x — 2y).
2. Segundas parciales:
Zex = 9senh(3x + y) — cosh(x — 2y),
Zyy =3 senh(3x + y) + 2 cosh(x — 2y),
z,, = senh(3x + y) — 4 cosh(x — 2y).
3. Sustitucién, agrupando por funcion:
(18 — 15 — 3) senh(3x + y)
+ (=2 — 10+ 12) cosh(x — 2y) = 0.
4. Ambos coeficientes valen cero: la igualdad se cumple para todo (x, y).
Ejercicio 4.5.5 - Plano tangente a un elipsoide
Adaptado de: 2° extraordinario 2016-2, problema 6.

Obtenga la ecuacion del plano tangente al elipsoide

—1)?
2 (y ) + 2=1

4
en el punto A(0,1, 1).
Resolucion.
1. El punto esta en la superficie: 0+ 0 + 1 = 1.

_1)2 _

2. F(x,y,2) = x% + o +2z%2 —1;VF = (2x, yTl Zz).
3. En A: VF(0,1,1) = (0,0, 2).
4. Plano: 0(x —0) + 0(y — 1) +2(z — 1) = 0.
5. z = 1. Es un plano horizontal: A es el punto mas alto del elipsoide. La recta normal es

lavertical x =0,y =1,z =1+ 2t.

Ejercicio 4.5.6 - Diferencial total: contraccién de un cilindro
Adaptado de: ler extraordinario 2011-1, tipo A, problema 6.
Por efecto de la temperatura, un cilindro metalico se contrae: su radio pasa de 10 a 9.8 cm

y su altura de 15 a 14.5 cm. Calcule, por medio de diferenciales, el cambio en el volumen
del cilindro.

Resolucién.

1. V = nr2h, asi que
dV = 2zrhdr + nr? dh.
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2. Valores iniciales r = 10, h = 15; cambios dr = —0.2 = —%, dh=-05=

3. Sustitucion:

dv = 27(10)(15) (=3 ) + 7(100) (—3)

= —60m — 507.

4. dV = —1107 em® (unos 346 cm®): el volumen disminuye.

5. Comparacién con el incremento exacto: AV = 7(9.8)%(14.5) — 7(100)(15) = —

—107.47. La diferencial se aleja menos del 3 %.

Ejercicio 4.5.7 - Regla de la cadena con dos variables intermedias

Adaptado de: 2° final 2016-1, tipo A, problema 5.
Seanz = u

Resolucién.

1. Arbol: z depende de u y v; cada una depende de x y y. z, = 2u, z, = —1.
. Derivadas intermedias: u, = 2¢>**7, uy = XV v = v, = cos(x + ).

2 — v, u=e?"Y yv =sen(x + y). Calcule Z—Z y Z—Z en (1,-1).
X y

5371
50

—sen(x+y)

2
y
3. }::911(1,—1): 2x+y=1yx+y=0asiqueu=e u, =2eu, =e v, =1, =cos0=1.
4. a_z = 2, Uy + 2,V = 2e(2e) + (—1)(1).
x

0z
5. @ =zuy + 2,V = 2e(e) + (—1)(1).
6. 9z =4’ -1y 9z = 2¢% — 1. Comprobacién directa: z = e

oxI(1,-1) ay(1.-1)

da z, = 462V — cos(x + y), que en el punto vale 4e? — 1.

Ejercicio 4.5.8 - Razon de cambio: cono de volumen constante

Adaptado de: ler final 2018-1, tipo A, problema 6.

La altura h de un cono circular recto crece a razén de 2 cm/min. Calcule la razén a la
que debe cambiar su radio r para que el volumen del cono permanezca constante, en el

instante en que la altura mide 3 cm y el radio 2 cm.
Resolucion.

1. V= %ﬂrzh. Regla de la cadena respecto a t:

v gﬁrhg + 12 dh

dt 3 dt 3 dt’

2. Volumen constante: i—‘: =0.Datos:r =2, h =3, % =2.

_2 dr 1 dr _ _ 381

3. 0= 371(2)(3) i 371(4)(2) =dno =-7
dr

T dt

2 . . s .
=-3 cm/min: el radio debe disminuir % cm por minuto.

Ejercicio 4.5.9 - Direccion de maximo aumento y maxima razén de cambio

Adaptado de: ler extraordinario 2019-2, problema 6.

Para la funcién f(x,y) = e?* sen y: a) determine la direccién en la que aumenta més

rapidamente en el punto P (0, %); b) obtenga la maxima razén de cambio.
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Resolucion.
1. Vf = (2¢* seny, e** cosy).

2. EnP:e® =1 ysen%r = COS% = g, asi que Vf(P) = (ﬁ, g)

3. a) La direccion de Vf(P) = J2i+ \/gj, que es la del vector (2,1); como unitario,
(%)

4 B fP) =2+ 5= 3=

4.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,

seccion E 4.

Ejercicio propuesto 4.6.1
Adaptado de: 2° extraordinario 2018-1, problema 5.

2
Sea f(x,y) = xyIn(xy). Calcule

3y dx(ee)
Resultado: f,,, = 2 + In(xy); en (e, ) vale 4.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 104.

Ejercicio propuesto 4.6.2

Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 5.

Verifique que la funcién u(x, y) = e ¥ cos y — e”¥ cos x satisface la ecuacion de Laplace
Uyx +Uyy = 0.

Resultado: u,, = e ¥ cosy +e Y cosx = —u,,,; la suma es cero.

vy
— Resolucién en el Apéndice E, p. 105.

Ejercicio propuesto 4.6.3

Adaptado de: 3er extraordinario 2020-1, problema 6.
Obtenga la ecuacién cartesiana del plano tangente a la grafica de g(x, y) = /9 — x2 — y?
en el punto P(2,2).

Resultado: 2x + 2y +z = 9.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 105.
Ejercicio propuesto 4.6.4
Adaptado de: ler final 2016-1, tipo A, problema 6.

Obtenga la ecuacién de la recta normal a la superficie 2xy — z + z* = —4 en el punto
A(1,-2,1).

— + 2 —
Resultado: = 1_7 =2 1.

—4 2 3
—> Resolucién en el Apéndice E, p. 105.
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Ejercicio propuesto 4.6.5

Adaptado de: 2° final 2019-2, problema 5.

Sean f(u,v) = u? — v, u = e?*Y y v = In(xy). Calcule

2
aylay

Resultado: —1 — 2¢2.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 105.

Ejercicio propuesto 4.6.6

Adaptado de: ler extraordinario 2015-2, problema 6.

2
Sea f(x,y) = L Determine la direccién 0 € [z, 27] en la que la funcién permanece

constante a partir del punto P(2, 1).
Resultado: 0 = %”.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 105.

4.7 Errores frecuentes

Olvidar una condicion del dominio. Una raiz en el denominador pide > 0, no > 0;
un logaritmo dentro de una raiz pide dos condiciones (argumento > 0 y logaritmo > 0).
Trazar mal el borde. Continuo si pertenece a la regiéon (>, <), punteado si no (>, <,
#). Prueba un punto para saber de qué lado sombrear.

Dar curvas de nivel fuera del recorrido. Si f solo toma valores negativos, los niveles
positivos no tienen curva. Calcula el recorrido antes.

Usar un vector que no es unitario. En D, f = Vf - u, divide primero entre |v|; si no,
el resultado sale multiplicado por esa norma.

Confundir direccién con razén de cambio. La direccién de maximo aumento es el
vector V f; la maxima razén de cambio es el nimero |V f].

Olvidar z, en el plano tangente. Si dan P(xg, ;) para z = f(x,y), calcula z5 =
f(x0, yo) antes de escribir el plano.

Perder un camino en la regla de la cadena. Dibuja el arbol: cada camino de la
funcién a la variable es un sumando.

Signo en las diferenciales. Si la magnitud disminuye, dr y dh son negativos; evaliia
las parciales en los valores iniciales.

4.8 Formulario de emergencia de la unidad
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Dominio: raiz par > 0; logaritmo > 0; denominador # 0.
Curva de nivel k: f(x,y) =k, con k en el recorrido.

Limite doble: si por y = mx depende de m, no existe.

Plano tangente a F(x, y,z) = 0 en Py, con VF(Py) = (a,b,¢):

a(x — xo) + b(y — yp) + c(z — z5) = 0.

X=X V=Y _2—2

a b c

Recta normal:
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Plano tangente a z = f(x,y):

z—2 = fx(x —x0) + (¥ — )

Mixtas continuas: fxy = fyx. Laplace: uy, + Uyy = 0.
Diferencial total: dz = f, dx + f, dy = Az.

Cadena: z, = z, Uy + 2, Vy; % =z, x'(t) + zy Y (@).
. Fy F,
Implicita: z,, = e zy = -

Vf = (fer fyp £2); Duf = Vf - u con Ju] = 1.

Maximo aumento: direccion Vf, razén |V f||. Maximo descenso: —V f. Sin cambio: u L
vf.

Volimenes que salen: cilindro V = r2h; cono V = %ﬂrzh.

4.9 Procedimiento recomendado en el examen

1

SIS

4

. Identifica el tipo con la tabla 4.2; los dos problemas de la unidad suelen ser de tipos
distintos.

. Dominio: escribe cada condicion, resuélvela, dibuja con borde continuo o punteado y

prueba un punto.

Curvas de nivel: primero el recorrido; después iguala a k y nombra la cénica.

. Derivadas: simplifica cada parcial antes de volver a derivar y evalda al final.

. Plano tangente y direccional: evalia VF o Vf en el punto, normaliza el vector de
direccién y escribe unidades si las hay.

. Revisa que el punto esté en la superficie o en el dominio y que el resultado responda
exactamente lo que se pregunta (direccion, razon, ecuacion).

.10 Puente a Calculo Vectorial

Calculo Vectorial, la materia siguiente, da por sabido lo que se practica en este libro. Antes

d

e empezarla, conviene repasar:

Extremos de funciones de varias variables (matriz hessiana, multiplicadores de
Lagrange): derivadas parciales de primero y segundo orden, mixtas y gradiente (Unidad
4, secciones 4.3.4, 4.3.5 y 4.3.10).

Curvas y superficies (vector normal, plano tangente, operadores diferenciales): plano
tangente y recta normal, gradiente y regla de la cadena (Unidad 4, secciones 4.3.6, 4.3.8
y 4.3.10).

Integrales de linea: sustitucion, integracion por partes y potencias trigonométricas
como [ sen?tdt o [ cos®t dt (Unidad 3, Parte A); parametrizacion de curvas y longitud
de arco (Unidad 3, Parte B).

Integrales dobles (y el teorema de Green): antiderivadas rapidas para las integrales
iteradas, sustitucion trigonométrica (Unidad 3, Parte A) y 4rea en coordenadas polares
(Unidad 3, Parte B), que anticipa el cambio a polares.

Integrales triples y de superficie: integrales trigonométricas y de potencias (Unidad
3, Parte A); los volimenes de revolucién (Unidad 3, Parte B) sirven para comprobar
resultados.
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Unidad 5 - Sucesiones y series (solo Plan 2016)

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno analizara sucesiones y
series para representar funciones por medio de series de potencias.

Instrucciones de emergencia

= Plan: solo Plan 2016. En el Plan 2010 este tema no es de esta materia (se evalua en
Céalculo Diferencial); salta esta unidad. La seccion de series de Maclaurin y Taylor
cubre también el subtema 2.4 del Plan 2010 (desarrollo de In y exp en series de
potencias), que no ha salido en sus examenes.
= Frecuencia: es el problema 1 en 59 de los 60 finales y extraordinarios del Plan 2016
(2016-2 a 2026-1), con 61 problemas porque dos exdmenes traen dos. Son 35 de
sucesiones y series: intervalo de convergencia (19, casi siempre con el analisis de
los extremos), caracter de una serie con un criterio (9: ocho del cociente y uno de
Leibniz) y suma de una serie (7: geométricas, un decimal periddico y una diferencia
de dos geométricas). Los otros 26 son series de Maclaurin (20) o de Taylor alrededor
de otro punto (6); tres piden ademas el intervalo. Los siete primeros parciales de
2024-2 y 2025-1 son, completos, de esta unidad.
» Tiempo: de 3 a 4 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee las secciones 5.1 y 5.3 (30 min) y memoriza el formulario de la seccién 5.8:
el examen no permite formulario.
2. Sigue los dos ejemplos de la secciéon 5.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 5.5 con crondémetro (12 min cada uno): el intervalo de
convergencia primero, porque es el mas frecuente.

5.1 Conceptos y expresiones

Sucesion. Una sucesion es una lista infinita a;, ay, as, ... dada por un término general a,,.
Converge a L silim,,_,, a, = L (un niimero); si el limite no existe o es infinito, diverge. El

limite se calcula como el de una funcién de x (con L’'Hopital si hace falta): lim,, o, # =1,

lim,,_,, %7 = 7° = 1. La sucesion es mondtona si siempre crece (g, > a,) 0 siempre
decrece (ay41 < ay), y acotada si |a,| < M para todo n. Toda sucesiéon mondtona y acotada
converge.

. . . . oo .
Serie. Una serie es la suma infinita ), _; a, = a;+ay+... Su suma parcial es S, = a;+--+ap;
la serie converge a S silim,_,, S, = S. Hay que distinguir: la sucesién a, puede converger
(a cero) y la serie diverger, como en la armoénica.
Criterio del término n-ésimo. Si lim,_,, a, # 0 (o no existe), la serie diverge. Si el
limite es cero, no se concluye nada.

Series de referencia.
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Serie Caracter
Geométrica converge si |r| < 1, con suma lir (aesel
- 1 -
Yooia"t=a+ar+ar® + ... primer término); diverge si |r| > 1
. oo 1 . . .
Serie p: anlln—p converge si p > 1; diverge si p < 1
Armoénica )’ = (p = 1) diverge
- —1)™*! -
Armonica alternada ), D converge (condicionalmente), con suma In 2
Telescopica Y.(b, — bpi1) S, = by — b,,1; converge a b; — lim b, si ese

limite existe

Criterios para series de términos positivos.
» Comparacién directa: si 0 < a, < b, y Y. b, converge, Y, a, converge;sia, > b, >0y
. by, diverge, Y, a, diverge.
= Comparacion en el limite: si lim,,_,, Z—" =ccon 0 < ¢ < oo, las dos series tienen el
n

mismo caracter. Se compara con una geométrica o una serie p que tenga las potencias

. 1
dominantes: :312 con —.
. , a . . . .
= Cociente (D’Alembert): con L = lim,,_,, Z“ ‘ la serie converge si L < 1, diverge si L > 1
n

y el criterio no decide si L = 1. Es el criterio de las series con factoriales y potencias ™.
Series alternadas (Leibniz). Una serie Y.(—1)""1b, con b, > 0 converge si b, es de-
creciente y lim,_,., b, = 0. Si ademés ), |a,| converge, la convergencia es absoluta; si
Y a, converge pero Y. |a,| diverge, es condicional. Toda serie absolutamente convergente
converge.

Serie de potencias. Es una serie Z:ozo ¢y(x — a)", con centro a. Converge en un intervalo
centrado en a: solo en x = a, para todo x (radio R = o) o para [x —a| < R, y en los
extremos x = a + R puede converger o no; cada extremo se estudia aparte. Ese conjunto
es el intervalo de convergencia.

Series de Taylor y de Maclaurin. Si f tiene derivadas de todos los 6rdenes en g, su serie
de Taylor alrededor de a es

©  £(n)
=30y,
n=0 :

es decir, f(a) + f'(a)(x —a) + fZ—(f')(x —a)? + ... La serie de Maclaurin es el caso a = 0.
Dentro de su intervalo de convergencia, una serie de potencias se puede derivar e integrar
término a término (el radio no cambia), y en ella se puede sustituir x por 2x, —x, x2,

etcétera.

5.2 Como reconocer el problema
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El enunciado dice...

Procedimiento

«Determine el caracter de la serie» o «si converge
o diverge» con niimeros (sin x)

«Empleando el criterio del cociente o de
D’Alembert»

«Si es convergente, calcule su suma»; una lista
3+ % + % + ...; un decimal peridédico

«Empleando el criterio de Leibniz»; un factor (—1)"

«Intervalo de convergencia», con x en la serie;
«incluir el analisis de los extremos»

«Serie de Maclaurin» o «de Taylor alrededor de a»
de una funcién; «los primeros términos»; «el
término enésimo»

La funcién es una conocida con 2x, —x, x? 0 una
constante, o una derivada o integral de una
conocida

Caracter de una serie (5.3.1)

Caracter de una serie (5.3.1), con
el cociente
Suma de una serie (5.3.2)

Serie alternada (5.3.3); revisa antes
el término n-ésimo

Intervalo de convergencia (5.3.4)
Serie por derivadas (5.3.5)

Serie a partir de una conocida
(5.3.6)

5.3 Procedimientos

5.3.1 Caracter de una serie numérica

1. Calcula lim,,_,, a,. Si no es cero (o no existe), diverge y terminaste.
2. ;Es geométrica (a, = ar"!) o serie p? Decide con la tabla de la seccion 5.1.

3. ¢Hay factoriales o potencias c"? Usa el cociente: simplifica

+1)! 4l
(e = = 4.

n+1, 7

nt1
an

antes de tomar el limite

4. ;Es un cociente de polinomios o de raices? Compara en el limite con la serie p de las

potencias dominantes.

5. ;Hay (—1)"? Usa Leibniz (5.3.3) y, si piden, revisa la convergencia absoluta.

5.3.2 Suma de una serie

. . s . . . , . , Q, .
1. Escribe los primeros términos y localiza el primer término a y larazénr = 2. Cuidado

T oo 4 . 4
con el indice: )~ ; 377 empieza en ¢, no en 4.

2. Si|r| < 1,la suma es &; si|r| > 1, la serie diverge.

n

3. Siel término es una suma o diferencia de dos geométricas convergentes, suma cada

una por separado.

. . . . 11 1 .

4. Si es telescopica (fracciones parciales como prevey Sliel ), escribe S, cancela y
toma el limite.

5. Un decimal periédico 0.777 ... = % + % + ... es geométrica con r = %.

5.3.3 Serie alternada (criterio de Leibniz)
1. Escribe la serie como Y(—~1)*"1b, con b, > 0.

2. Calculalim,_,, b,. Sino es cero, la serie diverge por el término n-ésimo (no por Leibniz).
3. Comprueba que b, decrece: b, < by, o bien la derivada de b(x) es negativa.
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4. Con las dos condiciones, converge. Si piden el tipo, estudia ), b,: si converge, es absoluta;
si no, condicional.

5.3.4 Intervalo de convergencia

1. Aplica el cociente con valor absoluto a toda la expresion, incluida la x:

n+1
a, |’

2. Resuelve L(x) < 1. Queda |x —a| < R, es decir,a— R < x < a+ R. Si L(x) = 0 para todo
x, el intervalo es (—oo, 00) y no hay extremos.

3. Sustituye cada extremo en la serie original: obtienes dos series numéricas. Decide
cada una con 5.3.1 (casi siempre serie p o Leibniz).

4. Escribe el intervalo con corchete en los extremos que convergen y paréntesis en los
que divergen.

L(x) = lim

n—oo

5.3.5 Serie de Maclaurin o Taylor por derivadas

1. Haz la tabla: f, f’, f”, f", f(4) y cada una evaluada en a (en Maclaurin, a = 0).
Simplifica antes de derivar: In/1+ x = % In(1 + x).

2. Busca el patrén de f(")(a): signo alternado (—1)*"1, factorial (n — 1)!, potencias 2",
ceros en los pares o impares.
@

3. Escribe los términos - (x —a)" y el término general con su indice inicial.
4. Si piden el intervalo, aplica 5.3.4 al término general.

5.3.6 Serie a partir de una conocida

1. Reconoce la conocida: €%, senu, cos u, senh u, coshu, In(1 + ), ﬁ
2. Sustituye u (u = 2x, u = —x, u = x, u = 2(x — 1)) y simplifica cada término.

3. Sila funcién es una derivada o integral de una conocida, deriva o integra término a

término: —— = 4 L
" (1=x)? T dx 1-x"
4. Elintervalo es el de la conocida con u en lugar de x: % converge si | — x| < 1. En los

extremos revisa de nuevo, porque integrar puede ganar un extremo y derivar perderlo.

5.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Intervalo de convergencia con los dos extremos

Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 1.
Determine el intervalo de convergencia de la serie de potencias

&, (2x — 1)

Resolucién.
1. Cociente con valor absoluto:
aner | [(2x—1)"*! n n
—| = . =2x -1 —.
ay n+1 (2x — 1) n+1
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g W

. Extremo x = 1: .,

. Extremo x = 0: Y04

. Limite: L(x) = |2x — 1| lim,,_, n”? =2x — 1.
. Convergesi|2x — 1| < 1: -1 <2x—-1< 1= 0< x < 1. Centro l , radio 14

= Z =, la armoénica (serle pecon p=1): dlverge

)

r_
n
G

alternada conb, = ;, que decrece y tiende a cero:

converge por Leibniz (condicionalmente, porque Y, % diverge).

. Intervalo de convergencia: 0 < x < 1, es decir, [0, 1).

Ejemplo resuelto - Serie de Maclaurin de In(x + 1)

Adaptado de: ler final 2016-2, tipo C, problema 1.
Obtenga la serie de Maclaurin de la funcién f(x) = In(x + 1).
Resolucion.

1.

Tabla de derivadas, evaluadas en 0:

JARIE)) ™0

2(1+x)73 2
—-6(1+x)"%* -6

n

0 In(1+x) 0
1 (1+x)7! 1
2 —(1+x7?% -1
3

4

. Patrén: f(")(O) = (=1)*"'(n — 1)! para n > 1. El coeficiente es

OO0 Eom-nr ot

n! n! n
. Serie:
X o Xt
In(l+x)=x——+=—-=—+...
2 3 4
)n+1 n

1n(1+x)—2(

. Intervalo (no lo pide el enunciado, pero sale en otros examenes): el cociente da

L = |x|; en x = 1 queda la arménica alternada (converge) y en x = —1, — ), %
(diverge). Converge en (-1, 1].

. Comprobacién: derivando término a término, 1 — x + x? — - = T quees la

derivada de In(1 + x).
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5.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 5.5.1 - Intervalo con los dos extremos convergentes

Adaptado de: ler final 2020-1, tipo A, problema 1.

Obtenga el intervalo de convergencia de la serie
(-D"(x-4)"
nz:l qnp 2

e incluya el anélisis de los extremos.

Resolucion.
1. Cociente:
apyr|  |x—4 ( n )2 lx —4f
Lty — .
ap 4 n+1 4
2. |x=4 <1=>|x 4|<4=>0<x<8 Centro 4, radio 4.

4

n n _1)2nyn
3. x=0: CUCay  CD7 n—z.Seriepconp:2>lzconverge.

4y 2 4nn2
4 x=8 L _ CD' g gered lores absolutos es 3" & :
. X o —~ La serie de sus valores absolutos es )’ —, que converge: converge
absolutamente.

5. Intervalo de convergencia: 0 < x < 8, es decir, [0, 8].
Ejercicio 5.5.2 - Intervalo con exponente n — 1

Adaptado de: 1er final 2024-1, tipo A, problema 1.

Determine el intervalo de convergencia de la serie

e

n=1

4nn1

Resolucion.

1. Cociente (las potencias de x bajan un grado: % =x):

Apyr | _ 4" " gfx] 2 - x|

n+1 41| x|l n+1

an

2. 4x|< 1= —i <x< i. Centro 0, radio i.

n n—1
3. x= i: 47 (i) = %. La serie 4, % diverge (armoénica).
_ 1 4 1\ -t - L.
4 x=—3 ( ) = ——.Es4por la armoénica alternada: converge (condicional-

mente) por Lelbmz
5. Intervalo de convergencia: —i <x< i, es decir, [—i, i)

Ejercicio 5.5.3 - Intervalo con factorial: radio infinito
Adaptado de: ler final 2025-1, tipo A, problema 1.
Determine el intervalo de convergencia de la serie
i 37(x + 1)
n! '

n=1
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Resolucion.
1

. n!
1. ien n——e=—:
Cociente, co Dl =

ani1| 3+ x 4 17 n! _ 3l +1]
a, (n+1)! 3 x + 1" n+1
3lx+1]

2. Para cualquier x fijo, lim,_,,
extremos que analizar.

3. Intervalo de convergencia: (—oo, ©); radio R = co.

4. Comprobacion: con u = 3(x + 1) es la serie de e sin su primer término, asi que suma
3+ _ 1 para todo x.

o - 0<k la serie converge para todo x. No hay

Ejercicio 5.5.4 - Criterio del cociente con factorial

Adaptado de: ler final 2017-1, tipo A, problema 1.

Emplee el criterio del cociente o de D’Alembert para determinar el caracter de la serie

e

4fl
; (n—1!"

Resolucion.
(-1 _ 1,
n " on

o L 4+l .
1. El término siguiente es a,,; = ——. Cociente, con
n! n

G _ 4" (D! 4

a, n! qn n’
, 4
2. L:hmnﬂwﬁ =0<1.
3. La serie converge.
., o gmtl 4 , .
4, Comprobac1on: conm=n-—1, Zm:O — = 4e*, un nuimero finito.
m:

Ejercicio 5.5.5 - Suma de una diferencia de geométricas

Adaptado de: ler extraordinario 2024-2, problema 1.
Determine el valor de la suma
had e \k+1 3
2 () 5]
Si no es posible, indique por qué es divergente.

Resolucion.

Lios L€ . 1
1. Son dos geométricas. Como e < x, la razén —~ es menor que 1; la otra razoén es 7~ Las
dos convergen, asi que la suma se separa.

|

2
2. Primera: empiezaenk = 1 cona = (i) yr=

62/71'2 ez

l—e/n n(r—e)

84



Unidad 5 - Sucesiones y series (solo Plan 2016)

cg= 2 = L.
3. Segunda: a = o =7
34 3 71_1
1-1/7 49 6 14
2 1
4. La serie converge y su suma es — (= 5.485).

m(mr —e) 14

Ejercicio 5.5.6 - Maclaurin de senh 2x e intervalo

Adaptado de: ler final 2024-2, problema 1.

Obtenga el desarrollo en serie de Maclaurin de f(x) = senh 2x, determine su intervalo de

convergencia y haga el analisis de los extremos.

Resolucion.

1. Derivadas: f = senh2x, f* = 2cosh2x, f” = 4senh2x, f"” = 8 cosh 2x, y asi sucesi-
vamente. En x = 0: 0, 2, 0, 8, 0, 32,... Las de orden par valen 0 y la de orden impar n
vale 2".

2. Términos no nulos, con n = 2k + 1:

3 5
senh 2x = 2x + 8x + 327 +
3! 5!
X 52k+1,.2k+1
senh 2x = Z—x
P (2k +1)!

Es la serie de senhu con u = 2x: 2x + %xs + 14—5x5 +...
3. Cociente entre términos no nulos consecutivos:
4x?
=— >0
(2k + 2)(2k + 3)
4. El limite es 0 < 1 para todo x: no hay extremos.

co  p2k+1,2k+1
5. senh2x =Y, “Grnr convergente en (—00,00).

k41
53

Ejercicio 5.5.7 - Taylor de ¢?* alrededor de 1
Adaptado de: 2° final 2019-2, problema 1.

Obtenga la serie de Taylor de f(x) = ¢ alrededor de a = 1.
Resolucion.
1. Derivadas: f(")(x) = 2"e%* asi que f(")(l) = 2Me%: €2, 2¢2, 4¢?, 8e?, ...
(n) 2 2
2. Coeficientes w: e%, 262, L~ 2¢%, LA,
. nl 21 33
3. Serie:
¥ = e? + 2e%(x — 1) + 26%(x — 1)?

+ 4éez(x —1)3+ ...

= 2Me?
e = Z —(x-1)" xeR
= n

2x 2(x—1)

4. Comprobacion: e?* = e’ e

u" . .
,yconu=2(x—1)ene* =Y o sale la misma serie,
vélida para todo x.
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5.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucidn. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.5.

Ejercicio propuesto 5.6.1

Adaptado de: 2° final 2017-2, problema 1.

Determine el intervalo de convergencia de la serie
Z -9
4 30(n+ 1)2

Resultado: [1, 7]: converge en los dos extremos.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 105.

Ejercicio propuesto 5.6.2

Adaptado de: 1er final 2019-1, tipo C, problema 1.

Determine el caracter de la serie
i (_1)n+l
= n+\1ﬁ
empleando el criterio de Leibniz.

Resultado: Diverge: b, = 7710+ 1 20, asi que no se cumple Leibniz y falla el
criterio del término n-ésimo.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 106.

Ejercicio propuesto 5.6.3
Adaptado de: ler extraordinario 2017-2, problema 1.

Escriba el nimero decimal periddico infinito 0.7777 ... como una serie y determine su
caracter. Si es convergente, calcule su suma.

n—1
Resultado: 2;0:1 110 (11—0) , geométrica convergente con suma g.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 106.

Ejercicio propuesto 5.6.4

Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 1.

Obtenga la serie de Maclaurin de f(x) =In3/1+ x.
( 1)n+l n x  x2 3
Resultado: Z — ===+ = — . en(-1,1].
e 36 9

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 106.
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Ejercicio propuesto 5.6.5

Adaptado de: 1er final 2017-2, tipo A, problema 1.

Obtenga la serie de Maclaurin de la funcion

1
8x) = 2(x — 1)%

(o8]
Resultado: 1 Z(n + D" = 1 +x+ §x2 +2x3 + ..., para |x| < 1.
2 & 2 2

— Resolucién en el Apéndice E, p. 106.

5.7 Errores frecuentes

= Concluir convergencia porque a, — 0. El término n-ésimo solo sirve para probar
divergencia: % — 0y la armoénica diverge.

= Aplicar Leibniz sin revisar el limite. Si b, no tiende a cero, la serie diverge aunque
alterne, como Z(—l)”*lfl/(”*l).

= Olvidar el analisis de los extremos. El cociente da L = 1 en ellos y no decide; hay
que sustituir cada extremo en la serie y estudiarla con otro criterio.

= Sustituir el extremo mal. Con x = 0 en (—1)"(x — 4)" queda (—1)"(—4)" = 4": los
signos se cancelan. Escribe las potencias completas.

. . . . Lge oo 4 : . .

» Equivocar el primer término de una geométrica. En ), _; 1 €l primer término

a _ 49 _2 54

1-r — 2/3 7 37 1-1/3"

= Perder el término constante o el indice. En una serie de Maclaurin, el términon = 0
es f(0); revisa que el indice inicial del término general reproduzca el primer término
de la tabla.

= Olvidar el n! del denominador. El coeficiente es

4
es o la suma es

AR O)

n!

; sin el factorial, la serie de e*

. 1
se convierte en la de =

5.8 Formulario de emergencia de la unidad

» Término n-ésimo: lima, # 0 = Y. a, diverge.
, . (o) — . . .
= Geométrica: Y, ar" ! = & si|r| < 1; diverge si |r| > 1.
. 1 . .
= Serie p: ), = converge siy solosi p > 1.

n+1
an

.z P , a . ,
= Comparacion en el limite: lim h—" = ¢ € (0, 00) = mismo carécter.
n

» Leibniz: Y'(~1)"*1b, converge si b, decrece y b, — 0.
o O
s Taylor: f(x) =Y, f ,(a) (x — a)™*; Maclaurin con a = 0.

n:

L Z;’;O x", en (—1,1).

—-X -
x _ v x
== enR.

» Cociente: L = lim ; L < 1 converge, L > 1 diverge, L = 1 no decide.

[ ]
R =

_ 00 (_1)nX2n+1
" senx =y, o 0 R.
—1)" 2n
" COSX =Yoo % enR.
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2n+1

0 00 2n
= senhx =Y, m ycoshx =Y, _, ﬁ, enRR.

71)n+1xn

s In(1+x) =Y ( ——. en (-1,1].

5.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Sila serie no tiene x: término n-ésimo primero; después geométrica, serie p, cociente o
Leibniz, segin su forma.

2. Si tiene x: cociente con valor absoluto, despeja |x — a| < Ry sustituye cada extremo en
la serie original.

3. Si piden Maclaurin o Taylor: busca primero una serie conocida con sustitucion; si no
la hay, haz la tabla de cuatro o cinco derivadas y busca el patrén.

4. Escribe el resultado completo: caracter con el criterio usado, suma exacta, intervalo
con corchetes o paréntesis, término general con su indice.
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Apéndice A - Formulario

1 Volver al indice

Las formulas de todas las unidades, en el orden del cuaderno. El examen no permite
formulario: este apéndice es para escribirlo de memoria y comprobar.

A.1 Unidad 1 - Integrales definida e indefinida

= Riemann: Ax = U , x5 =a+ilAx,

b n
[ swax = tim 3 o ax
a i=1

2
. Z?=1 i= n(n2+1); Z?:l 2= n(n+1)6(2n+1); Z?:l 3= [n(nz-%—l)] )

Valor medio: f = ﬁ ff £f(x) dx. TVM: existe ¢ € [a,b] con f(c) = f.

TFC: ff f(x)dx = F(b) — F(a), con F’ = f.
= Limites variables:

d

g(x)
- J f®dt = f(g(x)) g’ (x) — f(h(x)) b’ (x).
dx h(x)

. % = Inlu| + C; [ tanudu = — In|cosu| + C; [ cotudu = In|senu| + C.

. du zéangtang-f-C;J'

u
=angsen - + C.
a’+u? g a

du _
[ —u?

A.2 Unidad 2 - Logaritmo, exponencial, L’Hopital e impropia

L] ln(ab) = lna+lnb; ll’l% = lna—lnb; lnar = rlna; elnx =X; lnex = X.
x xIlna In x

N = ;1 = —=.
a=e 0y X = 1 —

’

s (Inu) = u—; (") =e"w'; (@) =a*lnau’; (log,u) = .
ulna

u
. Jd—u=1n|u|+C;Jeudu:eu+C;Ja”du=a—+C.
u Ina

ny=fEy =18 1nf+gf7)~
» senhx = eX;e_X; coshx = eer;-x; cosh? x — senh® x = 1;1— tanh® x = sech® x.
= (senhu)’ = coshuu’; (coshu) = senhuw’; (tanhu)’ = sech®uu’.

= angsenhx = In(x + \/x +1);angcoshx = In(x + Vx? — 1); ang tanh x = 1 ln Lix
0o L —timL
= L’Hopital (0 o oo). lim £ ri lim rE

m y=f&limy= elimgln f, limx_,m(l + ﬂ)bx = ¢,

] j f—hmb_,mj f Jl Fconverg(351p>l;f0l %,sip<1.
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A.3 Unidad 3A - Métodos de integracion

» Partes: f udv = uv — f v du; eleccién de u con LIATE (logaritmo, inversa, algebraica,

trigonométrica, exponencial).

» [Inxdx =xInx —x; [ angtan x dx = xangtanx — %ln(l +x2).

» [tanxdx = —In|cosx|; [ secxdx = In|secx + tan x|; [ esc x dx = In|csc x — cot x.

2

= sen“x = %(1 — 08 2x); cos? x = %(1 + c0s 2x); 1 + tan® x = sec? x; 1 + cot? x = csc? x.

2 —_x_1 . 2 —x 1
» [sen®xdx = ; 4sen2x,fcos xdx = 5 + 7 sen2x.

] fsechdx = %(secxtanx+ln|secx+tanx|).

= Sustitucién trigonométrica: \a? —x2 — x = asenb;
Jx? —a? > x = asech.
j——lan tan—J' du  _ an sen [ —— du
praw 8 Jo-z 8 Wi
du ‘ 2 2
] =Inlu++u® +a?|
J‘\/uZJ_raZ

. . . A Ay

= Fracciones parciales: A por factor lineal; =~ +---+ -
x—r x=r (x—r)

por cuadratico irreducible.

Adx _ cpxde 1 2
" J.(x—r)z - _E’J.x2+q - Zln(x +q)'

A.4 Unidad 3B - Aplicaciones

» Areaenx: A= f:[f(x) - g(x)]dx, con f arriba.
s Areaeny: A= fcd[xder — Xizq|dy.

= Area en polares soLoPLAN 2010 1 A = % Lf r2de.

s Arco, cartesianas: L = f: \/H[]‘de.

= Arco, paramétricas: L = fttlz %2+ y2dt.

» Arco, polares: L = Jf md@.

= Discos y arandelas: V = 7 f:(RZ - rz)dx (o dy).
= Capas:V =2x fab p hdx, con p la distancia al eje.

. e 1+cos 2u 1—cos 2u 2
» Identidades ttiles: cos® y = X824 gen?y = 12082 osh

A.5 Unidad 4 - Varias variables

= Dominio: raiz par > 0; logaritmo > 0; denominador # 0.

= Curva de nivel k: f(x,y) = k, con k en el recorrido.

= Limite doble: si por y = mx depende de m, no existe.

= Plano tangente a F(x, y,z) = 0 en Py, con VF(Py) = (a,b,¢):

a(x — xo) + b(y — yp) + c(z — z5) = 0.

X~X _ Y~ yo zZ—z
= Recta normal: = .
c

a
= Plano tangente a z = f(x, y)
z =29 = filx —x0) + £,(y — %)-

90

a?+x* - x =

lan SeCE
a g a’

por factor repetido;

2
x —senh” x = 1.

2

atan®;

Bx+C
X2+ px+q
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Mixtas continuas: fy), = f,. Laplace: uyy +uy, = 0.
Diferencial total: dz = f, dx + f,dy = Az.

dz
Cadena: z, = z, Uy + 2, Vy; — = 2, X"(t) + 2, y' (1)

(}g
F
Implicita: z, = _F_x’ zy = _Fy'

Vf = (fu fyr £2); Duf = Vf -u con Ju] = 1.

Maéximo aumento: direccion V f, razén ||V f|. Maximo descenso: —V f. Sin cambio: u L

vf.

, e 1
Volimenes que salen: cilindro V = 7r?h; cono V = gnrzh.

A.6 Unidad 5 - Sucesiones y series (solo Plan 2016)

Término n-ésimo: lima, # 0 = Y, a, diverge.

, . (o)
Geométrica: Y,,_; ar”

= Esilr] < L divergessifr > 1.

Serie p: Y, niﬂ converge siy solo si p > 1.

Cociente: L = lim ~

n+1

; L < 1 converge, L > 1 diverge, L = 1 no decide.

. P , a . ,
Comparacion en el limite: lim -2 = ¢ € (0, ) = mismo caracter.
n

b,

Leibniz: Y(—1)""b, converge si b, decrece y b, — 0.

Taylor: f(x) = Z,o;o

—-X

—_

()

(x — a)™*; Maclaurin con a = 0.
n!

1- Z;’;O x", en (—1,1).

x _ v x
€ = Y=o 7y en R
_ 00 (_1)nx2n+1
senx =, o o 0 R.
—ye D
cosx =, o en R

2n+1 2n
_ [oe] X _ oo X
senhx =Y, _, Y coshx =Y, o o0 R.

In(1 +x) = ¥yoy EX e (-1,1].
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Apéndice B - Examenes

1 Volver al indice

B.1 Qué vino en cada examen

Los 112 finales y extraordinarios publicados, en orden cronoldgico. Cada columna nu-
merada es un problema del examen, con el tema en clave; la dltima columna dice en
qué ejercicio del cuaderno se trabaja (problema: nimero del ejercicio). Las versiones del
mismo examen suelen ser el mismo problema con otros datos: si una version esta resuelta,
la otra se practica con el mismo procedimiento.

Examenes: 1F y 2F, primer y segundo final; 1E, 2E y 3E, primer, segundo y tercer extraor-
dinario; la letra es el tipo.

Temas:

= Unidad 1: VM, valor medio y teorema del valor medio; Ri, sumas de Riemann; TFC,
teorema fundamental; Par, integral con parametro.

» Unidad 2: LH, regla de L’H6pital; Imp, integral impropia; Der, derivada de logaritmos y
exponenciales.

= Unidad 3: Int, integrales por método (Parte A); Area, Vol, Arc y AP, area, volumen,
longitud de arco y area en polares (Parte B).

= Unidad 4: Dom, dominio y region; CN, curvas de nivel; Lim, limite doble; PS, derivadas
parciales sucesivas; PT, plano tangente y recta normal; Dif, diferencial total; RC, regla
de la cadena y razén de cambio; Impl, derivacion implicita; Dir, gradiente y derivada
direccional.

= Unidad 5: Ser, sucesiones y series; Mac, serie de Maclaurin o Taylor.

En la dltima columna, «ej. 1.4» es un ejemplo de la seccion 1.4; los demas nimeros son
ejercicios resueltos (seccion 5 de cada unidad) o propuestos (seccién 6).

Plan 2010

Examen 1 2 3 4 5 6 7 En el cuaderno

1F2010-1A VM Imp Int Dom PS Vol Dir

1F2010-1C VM Der Int Arc Lim PT 2:25.1;3:3A5.4
2F2010-1A VM LH Int Area PS Dir

2E 2010-1A VM Imp Int Arc Dom PT 2:2.6.4; 3: 3A.6.1
1F2010-2A Ri Der LH Int Arc Dom Dir 4:3A5.1
1F2010-2C VM Der Imp Int Vol PT Dom 1:ej. 1.4;2:252
2F2010-2A VM LH Int Vol Dom Dir RC 2:ej.24
1E2010-2A Ri VM LH Int Area Dom Dir 7:ej. 4.4
2E2010-2A VM LH Int Arc Dif PS Dir

1F2011-1A VM LH Int Vol RC PS 1:1.5.1
1F2011-1C Ri LH Int Area Dir RC 1:ej. 1.4
2F2011-1A VM Imp Int Area Dom CN Dir 3:3A5.5;3:3A.6.8
1E2011-1A VM Imp Int Arc CN Dif Dir 6:45.6

2E 2011-1 VM Imp LH Int Arc Dir 3:2.5.3; 4: 3A.5.8; 5: 3B.5.7

1F2011-2A Ri LH Int Area PT PS Dom
1F2011-2C VM LH Int Vol Dom PT PS 2:ej.24
1F2011-2D VM LH Int Vol Dom PT PS
2F2011-2A Par Imp Int Vol Arc RC Dir
1E2011-2 Ri Imp Int Area Impl Dir
2E2011-2 VM LH Int Area PT PS
3E2011-2 VM LH Int Vol Arc RC Dir

ej. 3A.4

1.5.2

.6.3

¢j. 3B.4; 5: 3B.6.4

oy ew
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Examen 1 2 3 4 5 6 7 En el cuaderno
1F2012-1A VM Imp Int Area Dom Dir

1F2012-1C TFC LH Int Vol RC PS

1E2012-1 Ri LH Int Area Dom PS Dif 5:451

1F 2012-2A VM Der Int Arc Dir RC

1F2012-2C VM Imp Int Vol Dom PT

2E 2012-2 VM Imp Int Arc PS Dir 1: 1.6.5; 3: 3A.6.5
1F2013-1A VM LH Int Area PT RC 4:3B5.8
1F2013-1C TFC Imp Int Vol Dir Dom 4:3B5.4
1F2013-2A VM LH Int Area Dom Dir

1F 2014-1A VM Der Int Arc RC PT

1F2014-2A VM LH Int Vol PT RC

1F2015-1C Ri  Imp Int Area Dir PS

2F2015-1A VM Imp Int Area Dir PT

1E 2015-1 VM LH Int Area RC Impl 3:3A.5.9;3: 3A.6.2
2E 2015-1 TFC Imp Int Area Dom PT 1: 1.5.3; 2: 2.5.6; 4: 3B.5.1
3E2015-1 VM Imp Int Area Dir PT 4:3B.6.5
1F2015-2A VM LH Int Vol PS PT

1F 2015-2C TFC Imp Int Arc PT RC

2F2015-2B VM Imp Int Area Dom Dir :3A.6.3; 5: €j. 4.4
1E2015-2 VM LH Int Area PS  Dir 14.6.6
2E2015-2 VM LH Int Area Dom Dir

3E2015-2 VM Imp Int Area Dom Dir

1F2016-1A VM LH Int Area CN PT 2:2.5.4; 4: ej. 3B.4; 6: 4.6.4
1F2016-1C VM Imp Int Arc Dom PT

2F2016-1A VM Der Int Vol RC Dir 2:2.6.5; 4: 3B.6.2; 5: 4.5.7
1E2016-1 VM LH Int Vol RC Dir

2E2016-1 VM Imp Int Area Dom PS

3E2016-1 VM LH Int Vol PS Dir

1E2016-2 VM LH Int Area Dom PS 2:2.6.6

2E2016-2 VM LH Int Area PS PT 6:45.5

3E2016-2 VM LH Int Area PS Dir

Plan 2016

Examen 1 2 3 4 5 6 7 Enel cuaderno
1F2016-2 A Ser Imp Int Area PS  Dir

1F2016-2C Mac LH Int Vol RC PT 1:ej. 5.4

2F 2016-2 Ser VM Int Area PS Dir 1:ej. 5.4; 4: 3B.6.1; 5: 4.6.2
1F2017-1A Ser LH Int Vol Dom Dir 1:5.5.4
1F2017-1C Ser LH Int Vol Dom Dir 4:3B.5.5

2F2017-1 Ser LH Int Area Dom Dir 2:2.62

1E 2017-1 Mac VM Int Area PT Dir

2E2017-1  Ser LH Int Vol Dom Dir

3E 2017-1 Ser LH Int Area Dom Dir

1F2017-2A Mac VM Int Int Int Vol Dir 1:56.5
1F2017-2C Ser VM Int Arc PT Dom

2F2017-2  Ser VM Int Area PT RC 1:5.6.1; 2: 1.5.6

1E 2017-2 Ser LH Int Arc PS PT 1: 5.6.3; 4: 3B.6.6
3E2017-2 Ser VM Int Area PT RC

1F2018-1A Ser Par Int Area Dom RC 5:4.5.2; 6: 4.5.8
1F2018-1C Mac LH Int Vol Dom PS 3:3A.5.3;4: 3B.5.3
2F 2018-1 Mac Par Int Arc Dom PT 1:5.6.4; 3: 3A.5.6
1E2018-1 Ser VM Imp Int Arc Dir

2E2018-1 Ser VM Int Area PS  Dir 5:4.6.1

3E2018-1 Mac Par Int Arc Dom PT

1F2018-2A Ser Imp Int Area Dom Dir 3:3A.6.7
1F2018-2C Mac LH Int Area Dom PS 2:255

2F 2018-2 Ser VM Int Area PT Dom 4:3B.5.2;5:4.5.3
1E2018-2 Ser VM Area Int Dom PS

2E2018-2 Ser VM Int Area PS Dir

3E2018-2 Ser VM Int Area PT Dom

1F2019-1A Ser Imp Int Area Dom Dir 2:258
1F2019-1C Ser LH Int Area Dom PS 1:5.6.2

2F2019-1 Mac VM Int Vol Dom PT
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Examen 1 2 3 4 5 6 7  Enel cuaderno

1E2019-1 Ser VM Int Area Dom Dir
2E2019-1  Ser VM Int Vol Dom PS
3E2019-1 Mac VM Int Vol Dom PT
1F2019-2A Ser VM Int Area Dom RC
1F2019-2C Ser TFC Int Area CN Dir

3:3A.5.2; 3: 3A.6.6

2F 2019-2 Mac Imp Int Arc RC PT 1: 5.5.7; 3: 3A.5.10; 4: 3B.5.6; 5: 4.6.5
1E 2019-2 Mac VM Int Area Dom Dir 3:3A.5.7;6:4.5.9
2E2019-2 Mac VM Int Area PS Dir

3E2019-2 Mac Imp Int Arc RC PT

1F 2020-1 A Ser Imp Int Area Dom Dir 1:5.5.1; 2: 2.5.7
1F2020-1C Ser Par Int Area Dir RC 2:1.63

2F 2020-1 Ser LH Int Area Dom PT 2:2.6.1;3:3A.6.4
1E2020-1 Mac LH Int Vol Dom PS 4:3B.6.3
2E2020-1 Ser Ri Int Area RC 2:16.1
3E2020-1 Ser LH Int Area Dom PT 6:4.63

1F 2024-1A Ser Mac LH Int Vol Dir PS 1:552

2F 2024-1 Ser VM Int Arc PS Dir

1E2024-1 Mac LH Int Area PT Dif

1F2024-2 Mac Imp Int Area Dom Dir 1:5.5.6
2F2024-2 Mac Par Int Area RC Dir 2:15.5
1E2024-2 Ser LH Int Area PT Dir 1:5.55
2E2024-2 VM LH Int Area Dom RC

3E2024-2 Mac Par Int Area RC Dir

1F2025-1A Ser Mac TFC Int Area PT 1:5.5.3;3:1.6.2

3E 2025-1 Ser VM

1F2025-2 A Mac Int Imp Int PT Dir
2F2025-2A Mac VM Imp Int PS  Dir
1F2026-1 A Mac Imp Int Area PT Dir
2F2026-1 A Mac VM Imp Int PS Dir
2E 2026-1 A Mac Imp Int Area Dir

3E 2026-1 Mac VM Imp Int PS Dir

B.2 Simulacros

Cada simulacro retine ejercicios propuestos en el orden del examen de tu plan: seis
problemas, el tercero con tres integrales. Resuélvelo en 2 horas, sin calculadora, sin
formulario y sin ver el cuaderno; después calificalo con las resoluciones del Apéndice E.

Problema Plan 2010, I Plan 2010, IT Plan 2016, I Plan 2016, I
1.6.4 1.6.5 5.6.1 5.6.4
2.6.3 2.6.5 1.6.3 2.6.1

3 3A.6.1,3A.6.3, 3A.6.2,3A.6.6, 3A.6.4,3A.6.6, 3A.6.2,3A.6.4,
3A.6.5 3A.6.8 3A.6.7 3A.6.8

4 3B.6.2 3B.6.5 3B.6.1 3B.6.3

5 4.6.4 4.6.2 4.6.1 4.6.5

6 4.6.6 4.6.5 4.6.3 4.6.6

Los nimeros son de ejercicios propuestos (seccion 6 de cada unidad). Con calificacién

de 60 0 méas en dos simulacros seguidos, estas listo para el examen; si un problema falla,
vuelve a la unidad y resuelve otra vez sus ejercicios de la seccion 5.
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Apéndice C - Fe de erratas

1 Volver al indice

Todas las resoluciones de este cuaderno son propias. Muchos exdmenes de la asignatura
traen una resolucion publicada; para cada problema usado en el cuaderno que la tiene, se
compard con la resolucion propia, verificada con algebra computacional. Aqui se registran
las diferencias: resultados distintos, pasos que cambian el resultado y enunciados con
datos incompatibles. No se registran las formas equivalentes de un mismo resultado (otra
constante de integracion, otra forma algebraica).

C.1 - Unidad 1 - Las integrales definida e indefinida: valor medio, sumas de
Riemann y teorema fundamental

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.2 - Unidad 2 - Funciones logaritmo y exponencial: hiperbdlicas, regla de
L’Hépital e integral impropia

2° final 2010-2, tipo A, problema 2: En la resolucién publicada, al aplicar la regla de
L’Hopital a In cosh x/ senh x se escribe la derivada del denominador como senh x (es
cosh x); con eso se obtiene limIn y = 1y el resultado e. El limite verificado deIny es 0y
el valor verificado del limite es 1.

C.3A - Unidad 3 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustituciéon
trigonométrica y fracciones parciales

ler final 2010-2, tipo A, problema 4, inciso a): En la resolucion publicada se integra
X
¢* sen x en lugar de ¢** sen x y aparece —%(cosx — senx) + C; para el integrando del
enunciado, el valor verificado es %ezx (2senx —cosx) + C.
2° extraordinario 2019-1, problema 3, inciso b): En la resolucién publicada se toma
v = x% para dv = x dx y aparece x? ang sec x — Vx% — 1 + C, el doble del resultado; con
_xt . x? 1 2
v==, el valor verificado es S angsecx — oyx“ —1+C.

ler extraordinario 2015-1, problema 3, inciso b): En la resolucion publicada, con las
constantes correctas A = 1, B= —1, D = 1, el resultado aparece como In(x — 1) + In(x —
2)+ ﬁ + C; el valor verificado es In|x — 1| — In|x — 2| — x_iZ +C.

ler extraordinario 2015-1, problema 3, inciso a): En la resolucion publicada el re-
sultado aparece como %xz(ln x)? — %x Inx + ixZ + C; el segundo término verificado es

_1.2
X Inx.

C.3B - Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de arco y
volumen de revolucion

2° extraordinario 2015-1, problema 4: En la resolucién publicada la curva de la derecha
aparece como x = y2 —2y en lugar de x = 2y — y?, y el integrando queda (y* — 2y) — (3> —
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4y) = 2y; el area coincide por casualidad, 9 [u?], pero el integrando verificado es 6y — 2y?.
La ecuacién de los cortes aparece como 2y% — 6 = 0; la verificada es 2y* — 6y = 0.

C.4 - Unidad 4 - Funciones de varias variables: derivadas parciales, plano
tangente y derivada direccional

ler extraordinario 2010-2, tipo A, problema 7: La resolucién publicada del problema
7 corresponde a otro enunciado (el plano tangente a la superficie z — x sen y + y sen x = 0)
y no da la razén de cambio ni la direccién pedidas. Los valores verificados son D, T =
208 ® °C/m y la direccion de VT(—1,2,2) = e3(4, —64, 72).

ler final 2018-1, tipo A, problema 5: El enunciado pide las curvas de nivel z = 1y
z = 2, pero la funcién solo toma valores negativos y esos niveles no tienen ningin punto.

En la resolucién publicada aparecen las ehpses Ly =1yxt+ L T3 =lparaz=1y

/

z = 2; son las curvas de nivel z = -1y z = —2.

C.5 - Unidad 5 - Sucesiones y series (solo Plan 2016)

2° final 2018-1, problema 1: En la resolucién publicada la derivada de orden n aparece

como f™(x) = (n 31) ((1+1x))” ; el signo verificado es (—1)"! (por ejemplo, f7(0) = % > 0).

La serie final publicada si es la correcta.

1er final 2017-2, tipo A, problema 1: En la resolucion publicada el resultado enmarcado
s % Yoo (n+ 1)x", que omite el término constante %; el resultado verificado empieza en

1 w00 , . . s
n=0: 3 Y —o(n+ 1)x", como en el renglén anterior de la misma resolucién.
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Apéndice D - Fuentes

1 Volver al indice

Programas de la asignatura

= Programa de estudio de Calculo Integral del Plan 2010 (segundo semestre, 9 créditos,
72 horas), Facultad de Ingenieria, UNAM, aprobado por su Consejo Técnico el 19 de
noviembre de 2008. Cuatro temas: las integrales definida e indefinida; funciones loga-
ritmo y exponencial; métodos de integracion; derivacion y diferenciacion de funciones
escalares de dos o mas variables.

= Programa de estudio de Calculo Integral del Plan 2016 (segundo semestre, 8 créditos, 64
horas), Facultad de Ingenieria, UNAM. Cuatro temas: sucesiones y series; las integrales
definida e indefinida; métodos de integracion; derivacién y diferenciacioén de funciones
escalares de varias variables.

De ellos se tomaron el orden de las unidades, el objetivo del curso y el objetivo literal de
cada unidad.

Examenes

Examenes finales colegiados y extraordinarios de la asignatura: 52 del Plan 2010 (de 2010-1

a 2016-2) y 60 del Plan 2016 (de 2016-2 a 2026-1), con sus versiones (tipos A, C, D) entre

paréntesis. Para la Unidad 5 se usaron también los exdmenes parciales del Plan 2016

(2024-2 a 2026-2). En cada ejercicio de este cuaderno se cita el examen del que se adapt6

con la forma «ler final 2011-2, tipo A, problema 3». Los enunciados estan redactados

de nuevo, las figuras estan redibujadas y las resoluciones son propias; las resoluciones

publicadas solo se usaron para cotejar (Apéndice C).

Plan 2010.

= Primer final (23): 2010-1 (A, C), 2010-2 (A, C), 2011-1 (A, C), 2011-2 (A, C, D), 2012-1 (A,
C), 2012-2 (A, C), 2013-1 (A, C), 2013-2, 2014-1, 2014-2, 2015-1, 2015-2 (A, C), 2016-1 (A,
Q).

= Segundo final (7): 2010-1, 2010-2, 2011-1, 2011-2, 2015-1, 2015-2, 2016-1.

= Primer extraordinario (8): 2010-2, 2011-1, 2011-2, 2012-1, 2015-1, 2015-2, 2016-1, 2016-2.

= Segundo extraordinario (9): 2010-1, 2010-2, 2011-1, 2011-2, 2012-2, 2015-1, 2015-2, 2016-1,
2016-2.

= Tercer extraordinario (5): 2011-2, 2015-1, 2015-2, 2016-1, 2016-2.

Plan 2016.

= Primer final (21): 2016-2 (A, C), 2017-1 (A, C), 2017-2 (A, C), 2018-1 (A, C), 2018-2 (A,
C), 2019-1 (A, C), 2019-2 (A, C), 2020-1 (A, C), 2024-1, 2024-2, 2025-1, 2025-2, 2026-1.

= Segundo final (12): 2016-2, 2017-1, 2017-2, 2018-1, 2018-2, 2019-1, 2019-2, 2020-1, 2024-1,
2024-2, 2025-2, 2026-1.

= Primer extraordinario (9): 2017-1, 2017-2, 2018-1, 2018-2, 2019-1, 2019-2, 2020-1, 2024-1,
2024-2.

= Segundo extraordinario (8): 2017-1, 2018-1, 2018-2, 2019-1, 2019-2, 2020-1, 2024-2, 2026-
1.

97



Apéndice D - Fuentes

= Tercer extraordinario (10): 2017-1, 2017-2, 2018-1, 2018-2, 2019-1, 2019-2, 2020-1, 2024-2,
2025-1, 2026-1.

Duracién: dos horas (dos horas y media en algunos exdmenes de 2010 y 2011). Desde 2024

las instrucciones prohiben cualquier dispositivo electronico y el formulario.

Bibliografia de los programas

Plan 2010. Basica

= Larson, R. E,, Hostetler, R. P. y Edwards, B. H. Calculo I y Calculo II, 8.* ed. México:
McGraw-Hill, 2006.

= Purcell, E. J., Varberg, D. y Rigdon, S. E. Calculo, 9. ed. México: Pearson Educacion,
2007.

= Stewart, J. Calculo de una variable: trascendentes tempranas, 6.* ed. México: Cengage
Learning, 2008.

= Stewart, J. Calculo de varias variables: trascendentes tempranas, 6.* ed. México: Cengage
Learning, 2008.

Plan 2010. Complementaria

= Andrade D., A. y otros. Calculo diferencial e integral. México: Limusa y Facultad de
Ingenieria, UNAM, 2004.

= Garcia y Colomé, P. Integrales impropias. México: Facultad de Ingenieria, UNAM, 2002.

= Garcia y Colomé, P. Funciones hiperbédlicas. México: Facultad de Ingenieria, UNAM,
2002.

= Spiegel, M. R. Calculo superior. México: McGraw-Hill, 2001.

= Swokowski, E. W,, Olinick, M. y Pence, D. Calculus. EUA: PWS Publishing Company,
1994.

= Thomas, G. y Finney, R. Calculo una variable, 10.* ed. México: Pearson Educacion, 2005.

= Thomas, G. y Finney, R. Calculo varias variables, 10.* ed. México: Pearson Educacion,
2005.

Plan 2016. Basica (ademas de Purcell, Varberg y Rigdon, 2007, y los dos de Stewart, 2008)

= Larson, R. y Edwards, B. Calculo 1y Calculo 2, 9.* ed. México: McGraw-Hill, 2010.

Plan 2016. Complementaria (ademas de los dos de Garcia y Colomé, 2002; Spiegel,

2001; y los dos de Thomas y Finney, 2005)

= Larson, R., Hostetler, R. y Edwards, B. Calculus with Analytic Geometry, 8.* ed. Boston:
Houghton Mifflin, 2006.

= Rogawski, J. Calculo. Una variable, 2.* ed. Barcelona: Reverté, 2012.

= Rogawski, J. Calculo. Varias variables, 2.* ed. Barcelona: Reverté, 2012.

= Zill, D. G. y Wright, W. S. Calculo de una variable. Trascendentes tempranas, 4. ed.
México: McGraw-Hill, 2011.

= Zill, D. G. y Wright, W. S. Calculo de varias variables, 4.* ed. México: McGraw-Hill, 2011.

La notacién de este cuaderno (ang sen x, ang tan x y ang sec x para las trigonométricas
inversas; senh x y cosh x; «ordenada media»; [u?] y [4°] para las unidades de 4rea y
volumen) es la de los enunciados de los exdmenes.
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1 Volver al indice

E.1 - Unidad 1 - Las integrales definida e indefinida: valor medio, sumas de
Riemann y teorema fundamental
Ejercicio 1.6.1 «— volver

1. Ax = %,xi=1+%,f(x,-):2+%.
2. Suma de Riemann:

n
20\ 2
S, = (2+—)-
" ; n/n
+1
:én+i.M
n n? 2
1
:4+2(1+—)
n
3. lim,,0 S, =4+2=6.
4. Comprobacidn: (x—z +x>‘3—§_§_6
’ P “\2 12z 27
5. [2(x+1)dx =6
Ejercicio 1.6.2  volver

1. f(t) = cost; limite superior g(x) = x2, g’(x) = 2x; limite inferior h(x) = x, ’(x) = 1.
2. TFC: F’(x) = cos(x?) - 2x — cos x - 1.

3. Comprobacién: F(x) = sen t|§2 = sen(x?) — sen x, cuya derivada es 2x cos(x?) — cos x.
4. F’(x) = 2x cos(x?) — cos x.

Ejercicio 1.6.3 «— volver

-1 - de [ - o ion: L (—2y1—x) =

1. C(in u=1-x,du=—dx: | = 2V1 — x 4+ C. Comprobacion: e (-2J1-x) =
Vi—x’

2. (21 —x)|z =2-2J1-b.

3.2-21-b=1=Vi-b=1=o1-b=15p=2
4. b= % < 1: el integrando es continuo en [0, Z].
_3

5. b= T
Ejercicio 1.6.4 «— volver
1. Conu = senx, du = cos x dx: [ e*"* cos x dx = €**"* + C. Comprobacién: dixesenx =

S X cos x.
2. f(;r/z eSERX e x dx = SeN(T/2) _ gsen0 _ o 1

= - 2(e—1
3. f=¢"12 -1

/2 T
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Ejercicio 1.6.5 «— volver

1. En [O, %] tan x > 0, asi que |tan x| = tan x.
2. Conu = cosx, du = —sen x dx:

Jtanxdx = J SERX dx = — In|cos x| + C.

Cos X

sen x

P i _ _
Comprobacion: dx( Incosx) = vt

3. f(;r/4tanxdx:—1 \/7?4'11'11:11’1\&: %an

1
-In2
P 2ln2
4. a == —
)/ /4 T
5. b) tanc = 217“ = ¢ = angtan Zlﬂﬂ =~ 0.416, que estd en [0, %] ~ [0, 0.785].

E.2 - Unidad 2 - Funciones logaritmo y exponencial: hiperbdlicas, regla de
L’Hopital e integral impropia

Ejercicio 2.6.1 « volver

1. Base — 1, exponente csc x — oo: forma 1.
In(x + cos x
2. Iny = cscx In(x + cosx) = g, de la forma 2.
) sen x 0
3. L'Hopital:
1—senx

lim lny = lim ————— =1.
x—0* x—0* (x + cos x) cos x
4. lim (x + cos x)°¢* = el =e.
x—0F
Ejercicio 2.6.2 «— volver
, . —e¥+1
1. Forma oo — co. Comun denominador: L, de la forma 2.
x(e¥ —1) 0
era —e* 0
2. L’Hopital: , otra vez —.
e — 1+ xe¥ 0
—eX -1
3. Otravez: ——— — —.
2eX + xe* 2
4. El limite vale -5
Ejercicio 2.6.3 «— volver

1
sen(a)
1. Forma oo - 0. Como cociente: e

, de la forma g.
4x
2. L’'Hoépital: numerador cos(i) . (—2—)1(2); denominador —ﬁ.

3. Cociente: 2 Cos(i) — 2cos0.
4. El limite vale 2.

Ejercicio 2.6.4 «— volver

100



Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

6 6
1. En x = 5 el denominador se anula y In(x — 5) — —oco: J = lim I .
5 t

t—5%

2. Conu=In(x—5),du= A

x=5
[ e L [uau=dwia -5 +c
2(x - 5) 2 4
Comprobacion: [i lnz(x - 5)]/ = 1;((;—_:))'

3. Evaluacion: limta5+[i In®1 - i In(t — 5)] =0— oo,
4. La integral diverge.

Ejercicio 2.6.5 <« volver

senx _
1. Cambio de base y propiedades: y = Ine In2 _ senx 1.
cos x In2 In2

2. Derivada: y’ = 2 (la constante —1 no cuenta).
n

3. Enx=0:y':ﬁ.
n

Ejercicio 2.6.6 <« volver
1. Base — 1, exponente coth x — co: forma 1%.

In(1 — senh
2. Iny = cothx In(1 —senh x) = w, de la forma %.

tanh x
3. L’Hopital:
—1.

i ., —coshx/(1— senhx)
lim Iny = lim =

x—0* x—0* sech2 x

4. lim (1 — senh x)cothx = ¢~1,
x—0"

E.3A - Unidad 3 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustitucion
trigonométrica y fracciones parciales

Ejercicio 3A.6.1 <« volver

1. Partes con u = sen(Inx), du = de, dv=dx,v=x:
I =xsen(lnx)— J cos(ln x) dx
2. Otra vez partes, con u = cos(lnx), v = x:
J cos(lnx)dx = xcos(Inx) + I

3. Integral ciclica: I = x sen(In x) — x cos(In x) — I, de donde 21 = x[ sen(ln x) — cos(Iln x)] .
X

4. [sen(Inx)dx = > [ sen(ln x) — cos(In x)] + C. Comprobacion:
%[ sen(ln x) — cos(In x)] + %[cos(ln x) + sen(ln x)] = sen(ln x)
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Ejercicio 3A.6.2 «— volver

x%.

1. Partes conu = (Inx)?, du = 21%dx, dv=xdx,v= >

2
I= 7(lnx)2 —Jxlnxdx

2
X
2. Partes otravez, conu =Ilnx,v = 7:

2 2
Jxlnxdx =X mx-X
2 4

3. [x(In x)?dx = x;(ln x)? — X; Inx+ XIZ + C. Comprobacién: x(In x)? + xInx — x In x —

XX _ 2
5+ 5 x(In x)“.

Ejercicio 3A.6.3 « volver

2

1. Se desarrolla el cuadrado y se usa tan? x = sec? x — 1:

(tan x — sec x)? = 2sec® x — 1 — 2 sec x tan x

2. Las tres son inmediatas: [ sec? x dx = tanx, [ sec x tan x dx = sec x.
3. f(tan x—sec x)?dx = 2 tan x—2 sec x—x+C. Comprobacién: 2 sec? x—2secxtanx—1 =
tan® x — 2 sec x tan x + sec® x.

Ejercicio 3A.6.4 « volver

1 2 2 .
1. e cos(x“). Conu = x°, du = 2x dx:

1
I= 3 J sen® u cosu du
2. Potencia impar del coseno (exponente 1): w = senu, dw = cosu du; % i wldw = éw3.
f x sen®(x?)
sec(x?)
x sen?(x?) cos(x?).

= ésen3(x2) + C. Comprobacion: é - 3sen?(x?) cos(x?) - 2x =

Ejercicio 3A.6.5 « volver
4 R _ du
1. El cuadrado ya esta completo: u = x + 3, du = dx, y queda | 0P

2. Raizde u? + @® cona = 3: u = 3tan6, du = 3sec?0dI, \u? + 9 = 3 secd.

2
[:JMdQ:%Jcosﬁdﬁzésen9+C

27 sec3 0
3. Tridngulo: opuesto u, adyacente 3, hipotenusa \u? + 9; sen 0 = +
(19) . vu +9
_ x+3 s L1 @WH9)-u _
4. I= NPT TS T + C. Comprobacion (en u): S R = eyl
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Ejercicio 3A.6.6 <« volver

l.u=¢ée*,du=edx: I = f m, racional.

1 A Bu+C

2. m = E 21’ €s decir, 1= A(uz + 1) + (Bll + C)(ll - 1)
3. Conu=1:A= % oeficiente de u’: A+ B=0= B = —%. Término independiente:
A-C=1=C=-2.

4. Integrando: % Inju-1|-— iln(u2 +1)— % ang tan u.

5 1= %ln le¥ — 1| — }1 In(e?* +1) — % ang tan e® + C. Comprobacién (en u):

1w+l _@HD-@A-1) 1
2u—-1) 22+1) 2u-Dw?+1) (-2 +1)

Ejercicio 3A.6.7 «— volver

1. Raiz de x? + a® cona = 2: x = 2tan0, dx = 2sec?0.df, \/x% + 4 = 2 sec.

2. Sustituyendo:
2
I:J 2sec* 0 dezlJ'COSG 40
4tan@ - 2secd 4 ] sen20

_ 1
4senf
2
3. Tridngulo: opuesto x, adyacente 2, hipotenusa « x? + 4; Seil 5= XTH.
dx Vx2+4 iz
4. =- + C. Comprobacion:
| orm ax P

1 2 1
-— (_x —x% + 4) =—
4x x2+4 x2yx% + 4
Ejercicio 3A.6.8 <« volver

udu
ul+1"

1. Se cambia toda la raiz: u = \Je2* — 1, u? = e®¥ — 1, 2udu = 2¢**dx, asi que dx =

2. Sustituyendo:
Izjl- udu :J du =angtanu+C
u u?+1 uw+1

er

3. e _ ang tan+/e?* — 1 + C. Comprobacién: 1+(e;"—1) i \/821771.

e —1

E.3B - Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de arco y
volumen de revolucion

Ejercicio 3B.6.1 « volver

1. Cortes: 4x> = 8x? = 4x%(x — 2) = 0, asi que x = 0 (raiz doble: las curvas se tocan) y
x =2
2. En x = 1: 8x? = 8 > 4 = 4x3; arriba esta la parabola.
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(2002 4 3V1v _ (8.3 . 4\[% _ 64
3. A= [j(8x 4x)dx—(§x x)|0—3 16.
4 A= 2.

Ejercicio 3B.6.2 «— volver

1. Regién: entre el eje y y la curva x = y®, para 0 < y < 1. Toca el eje de giro.
2. Discos horizontales de radio R = y*: V = x f()l yody = %
3. Comprobacidn con capas: 27 fol x(1- x1/3)dx = 271'(% - %
4. V= % [3].

7

Ejercicio 3B.6.3 « volver

1 . 1 .
1. El sdlido es como un tronco de cono curvo: radiolenx =0y Zenx = In 2. Discos

verticales de radio R = e™™*.

_ In2 _2 _ 1 9 In2 o 1
2.V=nx], e xdx—ﬂ'(—ze x)|0 = 5(1—1),
av:%wL
Ejercicio 3B.6.4 «— volver

L9 = 6012 + (') = 90* + 3667 = 90(6” + 4).
2. Con6 >0,laraizes30\0% +4: L = fér 360462 + 4 d6.
244
3. Conu=0%+4,du=20d0: L = %g u3/2|:+ :(7[2+4)3/2—8.
4. L= (% +4)32 - 8[u]. Comprobacion: %(92 +4)3/2 = 3002 + 4.
Ejercicio 3B.6.5 «— volver

1. Es una cardioide simétrica respecto al eje y:r =4 en 0 = g yr=0enf = —%. Una
vuelta completa barre la regién una vez.

2. (2+2senf)* =4+ 8senf +4send = 6+ 8send — 2 cos 26.

3. A=1 JZ%(6 + 8 sen 6 — 2 cos 20)d6 = Lazm+o-0).

4. A =6m[u?].

Ejercicio 3B.6.6 «— volver
L) = 32 = 2w [P = dx,

2. L:f()l/4mdx.Conu: 1+4x: L= i% u3/2|j = 2(2\/5—1).

3. L= @ [u]. Comprobacion: %%(l + 4x)3/2 =1+ 4x.

E.4 - Unidad 4 - Funciones de varias variables: derivadas parciales, plano
tangente y derivada direccional

Ejercicio 4.6.1 <« volver

1. Primero respecto a x (producto): f, = yIn(xy) + xy - X yIn(xy) + y.
xy
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2. Luego respecto a y: fy, = In(xy) + y - X 1= In(xy) + 2.
xy
3. En(ee):lne® +2=2+2=4.

Ejercicio 4.6.2 «— volver

1. u,=—e *cosy+e Vsenx;u, =€ *cosy+e Y cosx.

= X -y sy = —e X —eY
2. uy e Fseny+e COS X; thyy e *cosy—e Y cosx.
3. Uyy +uyy = 0: la ecuaci6én se cumple en todo el plano.

Ejercicio 4.6.3 « volver

1. Tercera coordenada: zy = g(2,2) =v9—4—4 = 1; el punto es (2,2, 1).

—x

2. g = , 8y = ;en (2,2): g = gy = —2.
R R (R Y

3. Plano z — 2y = g, (x — %) + gy(y =) z—1=—-2(x —2) — 2(y — 2).
4. 2x 4+ 2y + z = 9. Comprobacién: (2,2,1)da4+4+1=9.

Ejercicio 4.6.4 «— volver

1. F(x,y,z) = 2xy — z + z* + 4. El punto cumple: 4 — 1+ 1+ 4 = 0.
2. VF = (2y, 2x, 42> — 1); en A: (=4, 2, 3).
x—1_y+2 z-

3. Recta normal: 1 ,o(x,y,2) = (1 —4t, =2+ 2t, 1+ 3¢).

—4 2 3
Ejercicio 4.6.5 «— volver
_ X 1
1. fu=2u,fv:—1,uy:—ezx Yoy ===-.
Xy y

2. ﬂ =2u (_eZX—Y) _1_ —9e2(2x-y) _ l

Iy y y
3. En(1,1): —2¢% — 1.
Ejercicio 4.6.6 « volver

2
1. Vf= (2—x —x—); en P: (4, —4).
12
2. Conu = (cosd,senf), f no cambia si D, f = 4cosf —4senf = 0, es decir, tan6 = 1.
V2

3. Soluciones en [0, 277): % y %’T. En [r,27]: 0 = %’T, la direccién de (—7, —‘/75), perpen-
dicular a Vf(P).

E.5 - Unidad 5 - Sucesiones y series (solo Plan 2016)

Ejercicio 5.6.1 « volver

1. Cociente:
An+1

|x—4l<n+1)2 be—4l
= b .
3 n+2 3

2. |[x—4 <3 = 1< x < 7. Centro 4, radio 3.
1 S 1 .
3.x=7y e Ym=1 57 Serie p con p = 2: converge.

an
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4 x=1: 2 ot 1)2, que converge absolutamente por el paso anterior.

5. Intervalo de convergencia: 1 < x < 7.

Ejercicio 5.6.2 «— volver

1. Es alternada con b, = %ﬁ =771/ 5,

2. lim,_,e b, = 7° = 1 # 0: no se cumple la segunda condicién de Leibniz.

3. Ademas b, crece (el exponente —n—il aumenta hacia 0), asi que tampoco decrece.
4

5

. Los términos a, = (—1)"*!b,, oscilan cerca de 1y —1: lim a, no existe.
. La serie diverge por el criterio del término n-ésimo.

Ejercicio 5.6.3 «— volver
7 o 7 1\1

10777 =L+ L o =T L (L)

2. Geométrlca cona= % yr= 11—0; como |r| < 1, converge.

7/10 7/10 7
3. Suma: — = —— = -,
1-1/10  9/10 9

4. Convergey 0.777 ... = g. Comprobacién: 9-0.777 ... = 7.000 ...

Ejercicio 5.6.4 «— volver
1. Simplifica: f(x) = %ln(l + x).
2. Derivadas: f’ = %(1 +x)7L f7 = —%(1 +x)72, " = %(1 + x)73. En general,

()" (n—1)!

M (x) =
7 3(1 + x)"
1)y (n—
yf(")(O) _ o (n ! , con £(0) = 0.
) 1
3. Coeficiente: r (O) %
n+1 X 2 3
4. InY1+x= Zn 1 (Gl 1) = § - % + % — ..., que es un tercio de la serie de In(1 + x)
(seccién 5.4) y converge en (—1,1].
Ejercicio 5.6.5 <« volver
11
1. Como (x —1)% = (1 -x)%, g(x) = PRk
2. Serie conocida: — = =Y, x" para |x| < 1. Derivando término a término:

0 (o]
5 = Z nx" 1 = Z(n + 1)x".
n=1 n=0

(n+1)! g(")(()) _ n+l
X 5 2 YT T

(o) .z
4. g(x) =3 Smo(n+ Dx" = % +x+ §x2 +2x% + .., para —1 < x < 1. Comprobacién:

3. Por derivadas da lo mismo: g((0) =

g(0) = % que es el primer término.

106



	Presentación y cómo usar este cuaderno
	Unidad 0 · Antes de empezar: qué viene en el examen
	Unidad 1 · Las integrales definida e indefinida: valor medio, sumas de Riemann y teorema fundamental
	Unidad 2 · Funciones logaritmo y exponencial: hiperbólicas, regla de L'Hôpital e integral impropia
	Unidad 3 · Parte A · Métodos de integración: partes, sustitución trigonométrica y fracciones parciales
	Unidad 3 · Parte B · Aplicaciones de la integral: área, longitud de arco y volumen de revolución
	Unidad 4 · Funciones de varias variables: derivadas parciales, plano tangente y derivada direccional
	Unidad 5 · Sucesiones y series (solo Plan 2016)
	Apéndice A · Formulario
	Apéndice B · Exámenes
	Apéndice C · Fe de erratas
	Apéndice D · Fuentes
	Apéndice E · Resoluciones de los ejercicios propuestos

