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= (1) composicion, dominio y recorrido [U2]; (2) limites (radical de cociente, trigonométrico) [U3];
(3) derivada de cociente con radical menos logaritmo [U4]; (4) teorema de Rolle [U5; ejercicio
5.5.2]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

ler final 2017-1, tipo A

= (1) conica (fuera del cuaderno); (2) inversa de funcion paramétrica [U2]; (3) continuidad y deriva-
bilidad de funcién por partes (parametros) [U4]; (4) derivada evaluada (radical y angsen) [U4];
(5) razén de cambio (esfera) [U4]; (6) vectores (fuera del cuaderno); (7) recta y plano (fuera del
cuaderno).

1er final 2017-1, tipo C

= (1) inversa explicita de funcién con radical; dominio, recorrido y gréficas [U2]; (2) dominio,
recorrido y limites leidos de una grafica [U3]; (3) angulo de interseccion entre circunferencia y
elipse [U4]; (4) monotonia, extremos, inflexién y concavidad de racional [U5; ejercicio 5.5.5]; (5)
vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

ler final 2017-2, tipo A

= (1) conica (fuera del cuaderno); (2) inversa de parabola restringida [U2]; (3) continuidad de una
racional en los reales [U3]; (4) angulo de interseccién entre hipérbolas [U4; ejercicio 4.5.7]; (5)
optimacién: rectangulo inscrito en elipse [U5]; (6) vectores (fuera del cuaderno); (7) recta y plano
(fuera del cuaderno).

1er final 2017-2, tipo C

= (1) modelo: area de una cruz en funcion de su base [U2; ejercicio 2.5.8]; (2) limites (radical, al
infinito, trigonométrico) [U3]; (3) razén de cambio: puente levadizo [U4]; (4) teorema de Rolle
[Us]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

ler final 2018-1, tipo A

= (1) inversa de funcién paramétrica (rama de hipérbola) [U2]; (2) limites (racional al infinito,
trigonométrico) [U3]; (3) derivadas (implicita, radical, trigonométricas) [U4]; (4) razoén de cambio
(area de un circulo) [U4; propuesto 4.6.6]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera
del cuaderno).

ler final 2018-1, tipo C

= (1) funcién por partes con radicales (arcos de cénicas): dominio, recorrido, grafica [U2; ejercicio
2.5.3]; (2) continuidad de funcién por partes (pardmetros) [U3]; (3) derivadas (angtan de radical,
implicita con In) [U4]; (4) valores criticos, inflexién y monotonia de racional [U5]; (5) vectores
(fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

ler final 2018-2, tipo A

= (1) inversa de funcién paramétrica (arco de circunferencia) [U2]; (2) limites sin L’'Hopital (radical,
racional al infinito, trigonométrico) [U3]; (3) derivadas evaluadas (segunda derivada, paramétrica,
logaritmo) [U4]; (4) tangente y normal a curva implicita [U4]; (5) optimacion: pagina de un libro
con margenes [U5]; (6) vectores (fuera del cuaderno); (7) recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2018-2, tipo C

= (1) dominio, rango, inversa y composicion con la inversa [U2]; (2) limites (radical, a menos infinito,
trigonométrico) [U3]; (3) derivadas (logaritmo, angtan, implicita, paramétrica) [U4]; (4) extremos,
monotonia y grafica de polinomio de grado 4 [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y
plano (fuera del cuaderno).

2° final 2016-1, tipo A
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inflexién (1/3,/16/27)

max. (~1/3, 32/

Resultado: a) creciente en (—00, —%) y (1, 00), decreciente en (—%, 1); b) maximo relativo

f (—%) = % minimo relativo f(1) = 0; ¢) en [—1, 1], maximo absoluto % enx = —% y
minimo absoluto 0,enx = —1yenx = 1.

Ejercicio 5.5.5 - Funcion racional

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo C, problema 4.

Dada f(x) = _BX_ determine: a) los intervalos donde es creciente o decreciente; b) sus
(x—2)?

maximos y minimos relativos; c) los puntos de inflexién y la concavidad de su grafica.

Resolucion.

1. Dominio: x # 2. En x = 2 hay asintota vertical y, como el grado del denominador es
mayor, y = 0 es asintota horizontal.

2. Primera derivada (se simplifica un factor x — 2):

£ 8(x —2)% —16x(x —2) 8(x—2)— 16x 8(x +2)
x) = = =_ )
(x-2)* (x-2) (x-2)
Critico: x = —2 (x = 2 no esta en el dominio, pero si separa intervalos).
3. Signos (valores de prueba —3, 0, 3):
x<—-2 -2<x<2 x>2
—8(x +2) + - -
(x —2)3 - - +
I - ¥ =

4. b) En x = -2, f’ pasa de — a +: minimo relativo f(-2) = 71—166 = —1. No hay méaximo

relativo.
5. ¢) Derivando —8(x + 2)(x — 2)73:

(x-2)=3(x+2) 16(x+4)
(x-2¢  (x-2*

El denominador es positivo: f” <0six <-4y f”" >0si—-4<x<2o0x>2.

1) = -8
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Apéndice B - Examenes

1 Volver al indice

B.1 Qué vino en cada examen

Los 10 finales del Plan 2010 y los 39 finales de Célculo y Geometria Analitica (Plan 2016),
en orden. Para cada problema se indica el tema y, entre corchetes, la unidad vy, si esta en
este cuaderno, el ejemplo, el ejercicio resuelto o el ejercicio propuesto donde se trabaja. Al
final, los exdmenes parciales que se citan en el cuaderno. Las versiones del mismo examen
(tipos A, C, D) suelen ser el mismo problema con otros datos: si una version esta resuelta,
la otra se practica con el mismo procedimiento.

Plan 2010: Calculo Diferencial

ler final 2012-2, tipo A

= (1) inversa de una funcién paramétrica; dominio y recorrido [U2; ejercicio 2.5.7]; (2) limites con
radicales y trigonométrico [U3; ejercicio 3.5.1]; (3) continuidad y derivabilidad de una funcién
por partes (constantes a, b) [U4; ejercicio 4.5.2]; (4) recta tangente y normal, derivaciéon implicita
[U4; ejemplo 4.4]; (5) optimacion: alambre en tridngulo equilatero y cuadrado, area minima [US;
ejemplo 5.4]; (6) intervalo de convergencia con extremos [U6; ejemplo 6.4].

1er final 2013-1, tipo C

= (1) composicién: dominio, recorrido y grafica [U2; ejercicio 2.5.1]; (2) continuidad de una funcién
por partes (constante a) [U3; propuesto 3.6.1]; (3) derivada implicita y paramétrica [U4]; (4) razén
de cambio: globo esférico [U4; ejemplo 4.4]; (5) optimacion: sector circular de perimetro minimo
[U5; ejercicio 5.5.6]; (6) serie de Taylor, tres términos no nulos [U6; ejemplo 6.4].

2° final 2013-1, tipo A

= (1) modelo: perimetro de un terreno en funcion del radio [U2; ejemplo 2.4]; (2) limites trigonomé-
trico y con radical [U3; ejercicio 3.5.2]; (3) derivada implicita y regla de la cadena [U4; ejercicio
4.5.3]; (4) recta tangente a una curva paramétrica [U4; propuesto 4.6.1]; (5) crecimiento, extremos
relativos y concavidad [U5; ejemplo 5.4]; (6) serie de Maclaurin [U6; ejercicio 6.5.3].

ler final 2013-2, tipo A

= (1) modelo: area de una viga cortada de un tronco [U2; propuesto 2.6.6]; (2) limites: radicales, valor
absoluto, al infinito [U3; ejemplo 3.4]; (3) continuidad de una funcion de tres reglas (constantes
A, B) [U3; ejemplo 3.4]; (4) derivada implicita (ang cos) y segunda derivada [U4]; (5) teorema del
valor medio [U5; ejercicio 5.5.1]; (6) serie de Maclaurin, tres términos no nulos [U6; propuesto
6.6.2].

2° final 2013-2, tipo A

= (1) inversa de una funcion por partes; dominio, recorrido y graficas [U2; ejercicio 2.5.5]; (2)
limites: laterales con valor absoluto, al infinito, factorizacién [U3; ejercicio 3.5.4]; (3) tangentes
horizontales, derivacion implicita [U4; ejercicio 4.5.6]; (4) razén de cambio: esquiador en una
rampa [U4; ejercicio 4.5.8]; (5) analisis de ¥/x — 1 y grafica [U5; ejercicio 5.5.3]; (6) intervalo de
convergencia con extremos [U6; ejercicio 6.5.1].

2° final 2001-2, tipo A

= (1) inversa de una funcién paramétrica (primer cuadrante) y graficas [U2; propuesto 2.6.4]; (2)
limites: trigonométrico, al infinito, radicales [U3; ejercicio 3.5.3]; (3) segunda derivada con ang
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4. Critico: P'(r)=2— 1—? =0 = r =8 = r =242 (la raiz negativa no tiene sentido).
5. Justificacion: P”(r) = i—f > 0 para r > 0: minimo, y absoluto, pues es el inico critico.
16

6. Arco:l = N =42, Angulo central: 6 = é = 2 rad. Perimetro: P = 442 + 42 = 8./2.

Resultado: r = 2y/2 m = 2.83 m y [ = 4y/2 m (4ngulo central de 2 rad); perimetro minimo

82 m.

Ejercicio 5.5.7 - Cilindro inscrito en un cono

Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 6.

Calcule las dimensiones del cilindro de volumen maximo inscrito en un cono de radio
R=9cmy altura H = 18 cm.

Resolucion.

1. Variables. Radio r y altura h del cilindro. En el corte vertical, la generatriz del cono es
la recta por (9,0) y (0,18): y = 18 — 2x.
2. Restriccion. La esquina (r, h) del cilindro toca la generatriz: h = 18 — 2r (o, con
h 9—r

tridngulos semejantes, 5= 9

. Funcién objetivo: V = zr2h = 7r?(18 — 2r) = w(18r> — 2r3), con 0 < r < 9.
. Critico: V/(r) = n(36r — 6r2) = 6xr(6 —r) =0 = r =6.
. Justificacion: V”(r) = 7(36 — 12r), V”(6) = —367 < 0: maximo.
.h=18-12=6yV =m-36-6 = 2167.

3

Resultado: radio 6 cm y altura 6 cm; volumen maximo 2167 cm”.

N U1 W

Ejercicio 5.5.8 - Envase cilindrico sin tapa

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2019-2, problema 4.

Se quiere construir un envase de 1500 cm® con forma de cilindro circular recto sin tapa.
Calcule el radio y la altura del envase que emplean la menor cantidad de material.
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Apéndice A - Formulario

» (senu) =cosuu’ - (cosu) =—senuw’ - (tanu) = sec®uu’ - (secu) = secutanuv’.
» (cotu) =—csc?uu’ - (cscu)’ = —cscucotuu’.

’ u’ . ;o . ’ u .
= (angsenu)’ = Nrar (angtanu)’ = —; - (angsecu)’ = e las «co» llevan

signo menos.

= Inversa: dx 1
dy  dy/dx’

dy _ dy/dt d? i(d—y )
ftrica: W = W/t Ly _ ala
= Paramétrica: o = djd D2 /d

= Tangente y — 3y = m(x — x) - normal con —% -Ax+ By +C =0tienem = —%.

my—nmy
1+mym,
= Razdn de cambio: figura, datos con signo, ecuacién, derivar respecto a ¢, sustituir al
final.
» EsferaV = %7‘[73, A =47r? - cilindro V = 7r?h - cono V = %m‘zh - circulo A = nr.
= Diferencial: dy = f'(x)dx - f(x + Ax) = f(x) + f'(x)Ax.
o
L.
(coshu)’ =senhuu’ - (tanhu)’ = sech®uu’.

m sooptaN20t6 y = fE&:Iny=glnf,y" = f& (g’lnf+g§>,

smimy = —1= ¢ = 90°.

. tan<p:‘

= soopian20t6 (Inu)’ = ) =e“u - (a*) = a*Inau’ - (senhu)’ = coshuu’ -

A.4 Variacion de funciones (Unidad 5)

= Critico: ¢ en el dominio con f’(c) = 0 o f’(c) inexistente.

= Rolle: f continua en [a,b], derivable en (a,b), f(a) = f(b) = f’(c) = 0 para algin
¢ € (a,b).

= Valor medio: f continua en [a,b], derivable en (a,b) = f’(c) = % para algin
¢ € (a,b).

= Weierstrass: continua en [a,b] = alcanza méaximo y minimo absolutos. Bolzano: conti-
nuay f(a)f(b) <0 = f(c) =0 para algin c € (a,b).

= f">0:crece - f’ <0:decrece - f” > 0: céncava U - f” < 0: concava N.

= Primera derivada: + — — maximo, — — + minimo. Segunda derivada: f'(c) = 0y
f”(c) < 0 maximo, f”(c) > 0 minimo.

= Inflexion: f” cambia de signo en ¢ del dominio; punto (c, f(c)).

= Absolutos en [a, b]: comparar f en los criticos y en a, b.

= Areasy volimenes: triangulo equilatero ‘/7522 - sector %l = r%e,l =16 - cilindro V = r?h,
lateral 27zrh - cono V = %nRzH.

= Optimacién: objetivo, restriccion, una variable, dominio, critico, justificacion, respuesta
con unidades.

A.5 Sucesiones y series, solo Plan 2010 (Unidad 6)

= Sucesion: lim niP =0(p>0);r" — 0si|r| <1-mondtonay acotada = converge.
» Término enésimo: lima, # 0 = Y a, diverge.

= Geométrica: Yo ar" ! = ﬁ silr] < 1-serie p: ), nii’ converge <= p> 1.

.z ’ . ’ q . ,
= Comparacion en el limite: lim b—" = ¢ € (0,0) = mismo carécter.
n
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Resultado: 24 unidades de area (rectangulo de 4v/2 por 3+/2).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 113.

Ejercicio propuesto 5.6.3

Adaptado de: 1er final 2005-2, tipo B, problema 6.

Se fabricara un recipiente con forma de prisma triangular recto. Su seccién es un triangulo
rectangulo isdsceles de catetos L y su longitud es h, como en la figura. Calcule el valor de
L que hace minima la cantidad de material, si el recipiente debe tener una capacidad de
3 m3. Considere el prisma cerrado: dos caras triangulares y tres rectangulares.

Resultado: L =36 +3V2m =~ 2.17m (conh=(2- V2)L = 1.27 m).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 113.

Ejercicio propuesto 5.6.4
Adaptado de: 2° final 2006-2, tipo A, problema 5.
Un triangulo rectangulo esta formado, en el primer cuadrante, por los ejes coordenados

y una recta que pasa por el punto (2,3). Obtenga las coordenadas de los vértices del
triangulo de area minima.

Resultado: (0,0), (4,0) y (0, 6); drea minima 12.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 114.

Ejercicio propuesto 5.6.5

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° parcial 2025-1, tipo A, problema 4.

Obtenga el valor de a y el de b tales que la grafica de g(x) = ax® + bx? tenga un punto de
inflexion en A(1, 2).
Resultado:a = —1,b = 3: g(x) = —x° + 3x2.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 114.

Ejercicio propuesto 5.6.6

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2026-1, tipo A, problema 4.

Para m(x) = sen x + cos x, con —% <x< %: a) obtenga sus valores criticos; b) calcule sus
valores extremos absolutos; c) obtenga su punto de inflexion; d) trace su grafica.
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Unidad 6 - Sucesiones y series: convergencia, intervalo y series de Taylor (solo Plan 2010) Unidad 5 - Variacion de funciones: anélisis de la grafica, optimacion y valor medio

= Término enésimo: lima, # 0 = ), a, diverge. 5.9 Procedimiento recomendado en el examen
= Geométrica: Yoo, ar™™ 1 = & si|r| < 1-serie p: Y, — converge < p > 1 Alisi 4 nio. F7 ; i ” ; ;
P un=1 - C : 1. Analisis de la grafica: dominio, f’ factorizada, criticos, f” factorizada, candidatos a
. ’ . ’ aQ, . - . s . .7
= Comparacion en el limite: lim b—” = ¢ € (0,00) = mismo caracter. inflexién; todo en una sola tabla de variacion.

n

2. Contesta cada inciso con intervalos y con valores f(c) o coordenadas, en el orden del

= Cociente: L = lim|%): I < 1 converge, L > 1 diverge, L = 1 no decide - raiz: .
a, enunciado.
L =1lim ¥|a,|. 3. Para la gréfica, marca extremos, inflexiones, f(0) y asintotas antes de unir con la curva.
= Leibniz: b, decreciente y b, = 0 = Y .(—1)"b, converge - absoluta si Y, |a,| converge. 4. Rolle o valor medio: tres (o dos) renglones de hipétesis con «se cumple» y después
= Intervalo: L=k|x —a|<1=R= %; extremos a + R aparte. la ecuacidn para c.

5. Optimacion: dibujo con variables, escribe la plantilla completa y no olvides justificar

: v [P@ g
= Taylor: f(x) =, - (x — a)" - Maclaurin: a = 0. y dar unidades.

—1)" 2n+1 _1)\142n
- é =Xx" (x| <1) senx =3 ((22,+). -cosx =}, % Sino se llega al final, la tabla de signos bien hecha o la funcién objetivo en una variable
. (1+%)"=1+mx+ mm-1) 2 , . (Ix] < 1) - cos? x = L¥eos 2x ya valen buena parte del problema.
2! 2

6.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Serie numérica: primero el término enésimo; luego geométrica o p; con factoriales o
", cociente; con (—1)", Leibniz y después convergencia absoluta.

2. Intervalo: cociente con valor absoluto, despeja |x — a| < R, sustituye cada extremo en
la serie original y escribe corchetes o paréntesis.

3. Maclaurin o Taylor: tabla de derivadas con cuatro o cinco renglones, coeficientes sin
simplificar, patrén comprobado conn = 0, 1,2 y término general con ..

4. Comprueba con el atajo de la serie conocida (sustituir u = kx o la binomial).

5. Escribe el resultado con la serie en Y, y sus primeros términos, y el intervalo si se pidio.

Si no se termina el patron general, la tabla de derivadas y los primeros términos bien
calculados ya valen parte del problema.
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Unidad 6 - Sucesiones y series: convergencia, intervalo y series de Taylor (solo Plan 2010)

Resultado:

1) 3. 220
3cos2x = Z( 22 ) x2n
n

=3—6x2+2x4—ix6+---
15
para todo x € R.

Ejercicio 6.5.4 - Serie de Maclaurin de una potencia negativa

Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 5.

Obtenga la serie de Maclaurin que representa a f(x) = ——

(x+3)%°
Resolucién.
1. Se escribe f(x) = —(x + 3)73 y se deriva:
n| O | 0
— 1
0] —(x+3)73 5
- 3
1| 3(x+3)7* o
- 12
2 | —12(x+3)7° -5
— 60
3] 60(x+3)° %
2. Patron: los coeficientes 1, 3, 12, 60 son 22! 3; R 43!, %!, es decir, (n-;Z)! ; el signo es (-
n+1 |
) (=1)""(n +2)!
f (0) 3n+3

&2 = (n+ 1)(n+2):

f<"><o>x,, _ Tt D),

3. Término general, con ~——

n! 2-3n+3
2x* | 10x°
4. Primeros términos: — o + 2= — =— + ——— —
7 27 81 T 729
+3  |x x| A .
5. Convergencia: el cociente da "+ T |—3‘ - ‘3—|; vale para |x| < 3. Coincide con la serie

binomial de _E (1 + §)7
Resultado: -
B Z D"+ D+ 2)

— = . x| < 3.
x+3® = 2.3n+3 g

6.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estin en el Apéndice E,
seccion E.6.

Ejercicio propuesto 6.6.1

Adaptado de: 2° final 2001-2, tipo A, problema 6.

Determine el intervalo de convergencia de la serie Z,;.ozl %(x - l)kA
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toda sucesiéon mondtona y acotada es convergente. Para decidir la monotonia se compara
a, con a1, o se deriva la funcién f(x) que da a, = f(n):si f'(x) < Oparax > 1,1a
sucesion es decreciente.

Serie y convergencia. Una serie es la suma de los términos de una sucesion: Y., ; a, =
aj + as + az + -+ Su suma parcial n-ésima es S, = a; + -+ + a,,. La serie es convergente y su
suma es S silim, . S, = S; si el limite no existe o es infinito, es divergente.

Condicidén necesaria (criterio del término enésimo). Si ) a, converge, entonces
lim,,_, o a, = 0. La reciproca es falsa: 1.0 y la serie armonica Y, 1 diverge. Lo que si se
usa es la contrarreciproca: si lima, # 0 (o no existe), la serie diverge. Con lima, = 0,
el criterio no decide.

Serie geométrica. Cada término es el anterior por la misma razon r:
- a .
Z:ar"1:a+ar+ar2+~~:—1 silr] <1,
-r

y diverge si |r| > 1. En la formula, a es el primer término, sin importar desde qué indice

empieza la suma. Un decimal periddico es una serie geométrica: 0.777 ... = — + m + -
7/10 _ 7
1-1/10 ~ 9°

Serie p. Z:;l niP converge si p > 1y diverge si p < 1. Con p = 1 es la armoénica. Por

ejemplo, Y, ?I% =Y, ,,4;4/3 converge, porque p = % >1; ) % diverge (p = %)
Criterios para series de términos positivos.

= Comparacién directa. Si 0 < a, < b, y Y. b, converge, Y, a, converge. Sia, > b, >0y
3. b, diverge, Y. a, diverge.
= Comparacion en el limite. Si a,, b, > 0y lim,_, ;ﬁ =ccon 0 < ¢ < oo, las dos series

tienen el mismo caracter. Se compara con una serie p: se toma b,
grado del denominador menos el del numerador.

p ,con p igual al

= Cociente (D’Alembert). Sea L = lim,,_,, ‘

.SiL < 1,laserie converge (absolutamente);

siL>10L = oo, diverge;siL =1,el criterio no decide. Es el criterio para factoriales y
potencias ¢".
= Raiz. Sea L = lim,_,, Q/m ; se concluye igual que con el cociente. Conviene cuando
todo el término esté elevado a la n.
1
(n+1)‘ T
Series alternadas. En ) (—1)"b, con b, > 0, el signo alterna. Criterio de Leibniz: sib,,; <
b, (decreciente) y lim b, = 0, la serie converge. La serie es absolutamente convergente si

Y. lap| converge, y condicionalmente convergente si converge pero Y. |a,| diverge. Toda serie
(_1)"+1
n

Con factoriales: (n + 1)! = (n+ 1) n!, asi que —~

absolutamente convergente es convergente. Ejemplo: la arménica alternada ),
converge condicionalmente.

Serie de potencias. Es una serie con la variable x: Z;czo ¢(x—a)", centrada en a. Converge
en un intervalo de convergencia centrado en a, de radio R: converge absolutamente si
|x —a| < Ry diverge si |[x —a| > R. En los extremos x = a— Ry x = a + R puede pasar
cualquier cosa, asi que el intervalo puede ser (a—R,a+ R), [a—R,a+R],[a—R,a+R) o
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1. Se escribe f(x) = 2x~1/2 y se hace la tabla de derivadas, evaluadas ena = 1:

0 | 0 | 20

n

0| 2x~1/2 2 2

1| —x32 | -1
3.5/2| 3 3

2 2x 2 4

2. Ningun coeficiente es cero, asi que los tres primeros términos no nulos son los de
n=20,1,2:

3

S (-2

2!

=2 fOx-1)=-(-1), (x-1)?%=

3. Enla figura, la recta P; (la tangente) y la parabola P, se pegan a la curva cerca de
x=1

L2 9 (x— S(x—1)2 —
Resultado.\/}—Z (x 1)+4(x 1)

6.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 6.5.1 - Intervalo con un extremo abierto

Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 6.

n
Obtenga el intervalo de convergencia de Y, (;;:1) , incluyendo el analisis de los extre-
mos.
Resolucion.
n
1. a, = M. Cociente:
n+1
G| _ 1™ g
an n+2 lx + 1"
n+1
=lx+1— - |x+1]
n+2
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«la sucesion {a,} converge o diverge», limite, monotonia o regla 6.3.1
«monotona», «acotada», «término de a,

enésimo»

un decimal periddico, o «calcular su serie geométrica y & 6.3.2

suma» de una serie con r"

«caracter», «converge o diverge» de término enésimo, p, 6.3.3

Y ay, sin x; «criterio del cociente» comparacién o cociente

un (—1)" en una serie sin x; «criterio de  Leibniz y convergencia 6.3.4

Leibniz» absoluta

«intervalo de convergencia», «analisis
de los extremos» de Y, ¢,(x — a)"
«serie de Maclaurin», «serie de Taylor

radio por el cociente ylos ~ 6.3.5
dos extremos
tabla de derivadas y patréon ~ 6.3.6

en x = a», «primeros términos no
nulos»

sen(kx), cos(kx) L ==

sustituir en una serie 6.3.7

> (c+x)m? .
conocida

6.3 Procedimientos

6.3.1 Limite, monotonia y término enésimo de una sucesion

1.

Limite: si a, es un cociente de polinomios, divide entre la mayor potencia de n del
denominador. Grados iguales: el limite es el cociente de los coeficientes principales;
numerador de mayor grado: diverge; de menor grado: 0.

. Con potencias r'": saca como factor la de mayor base; " — 0 si |r| < 1.
. Monotonia: escribe a, como constante mas un resto (a, = ¢ + r;) y estudia el resto, o

deriva f(x) con a, = f(n); calcula los primeros términos para confirmar.

. Acotada: si es decreciente, a; es cota superior y el limite (si existe) es cota inferior.
. Término enésimo: separa signo, numerador y denominador; busca en cada uno una

progresion (n, 2n — 1, 2", n!) y comprueba conn = 1, 2, 3.

6.3.2 Suma de una serie geométrica

1.
2.
3.

. . , . a a
Escribe los primeros términos y calcula r = a—z; comprueba con a—S.
1 2

Si|r| < 1, converge; si |r| > 1, diverge.
S = primer término

= . En un decimal periddico, cada bloque que se repite es un término.

6.3.3 Cardacter de una serie numérica

En este orden:

1.

Término enésimo: silima, # 0, diverge y se acabo.

2. ;Es geométrica o p? Se decide de inmediato.
3.
4

n
. (Es un cociente de polinomios o radicales? Comparacion con la serie p del mismo

Ant1
a

;Hay factoriales o potencias ¢"? Cociente: simplifica antes de tomar el limite.
«grado».
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6. Inflexion en x = —4: f(—4) = 73—362

= —g. En x = 2 no hay inflexién: no est4 en el
dominio y f” no cambia de signo.

y=8x/(x—2)

inflexion (-4, —8/9)

min. (—2,-1)

Resultado: a) decreciente en (—oo, —2) y en (2, o0), creciente en (—2, 2); b) minimo relativo
f(=2) = —1, sin maximos; ¢) concava hacia abajo en (—oo, —4), hacia arriba en (—4,2) y
en (2, »); inflexién en (—4, —§).

9
Ejercicio 5.5.6 - Sector circular de perimetro minimo
Adaptado de: 1er final 2013-1, tipo C, problema 5.

Un sector circular de radio r y arco [ tiene 4rea 8 m?. Determine las dimensiones del sector
; p. i rl
cuyo perimetro es minimo. (Area del sector: E’)

Resolucion.
1. Funcion objetivo. El perimetro son dos radios y el arco: P = 2r + L.

2. Restriccion. %l =8 = [ = %,

3. Una variable: P(r) = 2r + %, conr > 0.
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tan, evaluada [U4]; (4) razén de cambio: distancia al origen de un punto sobre y = sen x [U4]; (5)
optimacién: rectangulo inscrito en una elipse [U5; propuesto 5.6.2]; (6) intervalo de convergencia
[Us; propuesto 6.6.1].

2° final 2003-2, tipo A

= (1) inversa de una funcién con radical; dominio, recorrido y graficas [U2; ejemplo 2.4]; (2) continui-
dad de una funcién por partes con valor absoluto [U3; ejercicio 3.5.5]; (3) segundas derivadas: ang
tan y paramétrica [U4; ejercicio 4.5.4]; (4) limites: trigonométrico lateral y radical [U3; propuesto
3.6.2]; (5) serie de Maclaurin [U6; ejercicio 6.5.4]; (6) area del tridngulo formado por tangente,
normal y eje y [U4]; (7) crecimiento, extremos relativos y absolutos, grafica [U5; ejercicio 5.5.4].

1er final 2005-2, tipo B

= (1) dominio, recorrido y grafica [U2; propuesto 2.6.1]; (2) derivada paramétrica evaluada [U4;
propuesto 4.6.7]; (3) limites con radicales y trigonométrico [U3; propuesto 3.6.3]; (4) tangentes a
y = 1/x perpendiculares a una recta [U4; ejercicio 4.5.5]; (5) razén de cambio: ondas circulares
[U4]; (6) optimacion: recipiente en forma de prisma triangular, material minimo [U5; propuesto
5.6.3]; (7) intervalo de convergencia con extremos [U6; ejercicio 6.5.2].

1er final 2006-1, tipo B

= (1) inversa de una funcién con radical y graficas [U2; ejercicio 2.5.4]; (2) limites: radicales, trigo-
nométrico, al infinito [U3; propuesto 3.6.4]; (3) continuidad y derivabilidad de una funcién por
partes (constante A) [U4]; (4) derivadas: ang sec y potencias [U4; ejercicio 4.5.1]; (5) crecimiento,
concavidad, extremos y gréfica [U5; propuesto 5.6.1]; (6) optimacion: cilindro inscrito en un cono
[Us; ejercicio 5.5.7]; (7) serie de Maclaurin, tres términos no nulos [U6; propuesto 6.6.3].

2° final 2006-2, tipo A

= (1) composicion y producto: dominio y recorrido [U2; propuesto 2.6.2]; (2) limites con radicales
y trigonométrico [U3; propuesto 3.6.5]; (3) derivadas: implicita, cadena, paramétrica (cicloide),
evaluadas [U4]; (4) tangente a y = x* que forma 45° con una recta [U4; propuesto 4.6.2]; (5)
optimacion: tridngulo de drea minima por (2, 3) [U5; propuesto 5.6.4]; (6) serie de Maclaurin [U6;
propuesto 6.6.4].

Plan 2016: Calculo y Geometria Analitica, finales

ler final 2016-1, tipo A

= (1) inversa de funcién con radical en intervalo [U2]; (2) limites (algebraico, al infinito, hiperbdlicas)
[U3]; (3) recta normal a una parabola [U4]; (4) extremos, monotonia, inflexién y grafica de cibica
[U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2016-1, tipo C

= (1) paramétricas a cartesiana (arco de elipse), dominio y recorrido [U2]; (2) limites (al infinito,
trigonométrico, funcioén por partes) [U3]; (3) tangente y normal a curva implicita [U4]; (4) extremos,
monotonia, inflexién y grafica de ctbica [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano
(fuera del cuaderno).

1er final 2016-2, tipo A

= (1) paramétricas a cartesiana (arco de circunferencia), dominio y recorrido [U2]; (2) limites (ra-
dicales, trigonométrico, al infinito) [U3]; (3) tangentes a curva implicita donde y = 0 [U4]; (4)
inflexion de un polinomio; extremos de racional con 1a y 2a derivada [U5]; (5) vectores (fuera del
cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2016-2, tipo D
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sin tapa iy

= Cociente: L = lim

- L= lim2fja.

= Leibniz: b, decreciente y b, — 0 = Y.(—1)"b, converge - absoluta si ). |a,| converge.
» Intervalo: L=k|lx —a|<1=R= 1 ; extremos a = R aparte.

: L < 1 converge, L > 1 diverge, L = 1 no decide - raiz:

n

h ) =3 [ (a) . g
. Taylor f)=Y (x —a) Maclaurm a=0.
( 1)n 2n+1 ( l)" 2n
R . _Zx |x|<1) senx =y, it—— i) ~cosx =, O
r . (1 +x)m = 1+mx+ m(m 1) X2 4 .. (|x| <1)- cos? x = 1+ct2)52x

Resolucion.

1. Funcién objetivo. Material: base més pared lateral (sin tapa): S = zr? + 27rh.

2. Restriccion. 7r’h = 1500 = h = 15320.
3. Una variable: S(r) = 7r? + =22 3000 "conr > 0.
4. Critico:
S'(r) = 271 — 3020 —0 = 3= 1500 - 150
r
5. Justificacion: S”(r) = 2z + M > 0: minimo.
6. Altura: como 7r° = 1500, h = @ = ”—rz =
r r

Resultado:r = h = SHI—; cm =~ 7.82 cm.

5.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.5.

Ejercicio propuesto 5.6.1

Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 5.

Para f(x) = —14+2x— x?z _z determine: a) los intervalos donde es creciente o decreciente;
b) los intervalos donde la grafica es concava hacia arriba o hacia abajo; c¢) sus maximos y
minimos relativos. Trace su grafica.

Resultado: a) decreciente en (—oo, —2) y (1, 00), creciente en (-2, 1); b) concava hacia

arriba en (—oo ——) hacia abajo en (—% 00) inflexion en (—% —%) ¢) minimo relativo
1

f(=2)= —?, maximo relativo f(1) = r
— Resolucién en el Apéndice E, p. 112.

Ejercicio propuesto 5.6.2

Adaptado de: 2° final 2001-2, tipo A, problema 5.

Calcule el érea méxima que puede tener un rectangulo de dimensiones variables inscrito

en la ehpse " Lo
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Resultado: a) x = %; b) maximo absoluto J2enx= %, minimo absoluto —1 en x = —%;

c)

(-£.9)

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 115.

5.7 Errores frecuentes

1.

10.

Olvidar los criticos donde f’ no existe. En3/x — 10 x2/3 el critico no sale de =0,
sino del denominador de f’.

. Llamar extremo a todo critico. Si f’ no cambia de signo (x> en 0, ¥x — 1 en 1) no

hay extremo.

. Llamar inflexidn a todo cero de f”. Hay que comprobar que f” cambia de signo:

x* tiene f”(0) = 0y es concava hacia arriba en todas partes.
8x

. Inflexion fuera del dominio. En —;, x = 2 separa intervalos de signo, pero ahi

(x—2)%’
no hay punto de la grafica.

. Dar solo la abscisa. «Valor maximo» es f(c); «punto de inflexién» son las coordenadas

(. f(e)).

. Rolle y valor medio sin revisar hipotesis. Cada hipdtesis se escribe y se califica:

«se cumple» o «no se cumple». Y ¢ debe estar en el intervalo abierto.

. Extremos absolutos sin los extremos del intervalo. En [a, b] siempre se evaltan

f@y f).

. Optimacién con dos variables. Si no se usa la restriccién para dejar una sola variable,

la derivada no tiene sentido.

. No justificar el maximo o el minimo. Un critico no basta: segunda derivada, cambio

de signo o comparacién con los extremos del dominio.
Contar mal las caras o los tramos. Un envase sin tapa no lleva r? dos veces; el
perimetro de un sector lleva dos radios mas el arco.

5.8 Formulario de emergencia de la unidad

78

Critico: ¢ en el dominio con f’(c) = 0 o f’(c) inexistente.

Rolle: f continua en [a,b], derivable en (a,b), f(a) = f(b) = f’(c) = 0 para algiin
c € (a,b).

Valor medio: f continua en [a,b], derivable en (a,b) = f’(c) =
c € (a,b).

Weierstrass: continua en [a,b] = alcanza méaximo y minimo absolutos. Bolzano: conti-
nuay f(a)f(b) <0 = f(c) =0 para algin c € (a,b).

f’ > 0:crece - f’ < 0: decrece - f” > 0: concava U - f” < 0: concava N.

Primera derivada: + — — méximo, — — + minimo. Segunda derivada: f’(c) = 0y
f”(c) < 0 maximo, f”(c) > 0 minimo.

Inflexién: f” cambia de signo en ¢ del dominio; punto (c, f(c)).

Absolutos en [a, b]: comparar f en los criticos y en a, b.

% para algin

i , .z oy V3,2 rl_r¥% , _ a1 )

Areas y volimenes: triangulo equilatero U sector = = 7,1 =r0-cilindroV = nr°h,
1

lateral 27zrh - cono V = gﬂRZH.

Optimacion: objetivo, restriccion, una variable, dominio, critico, justificacion, respuesta

con unidades.

Apéndice A - Formulario

Apéndice A - Formulario

1 Volver al indice

El examen no permite formulario ni calculadora. Este apéndice retine los formularios de
todas las unidades, en el orden del cuaderno, para repasarlos y escribirlos de memoria.
Las lineas marcadas soLoprLan2016 son solo del Plan 2016; la Unidad 6 es solo del Plan
2010 (en el Plan 2016, las series estan en el cuaderno de Calculo Integral, unidad 5).

A.1 Funciones (Unidad 2)

Dominio: \/u = u > 0; % = u+0;lnu=u>0;angsenu, angcosu = |u| < 1.
f ,

D¢, ={x €D, € D¢} -Dsy, =DrN D, -en =, adi * 0.

fog = 1% o | &(x) '} Dfg f N Dy - en <, ademas g(x)

Inversa: Dg-1 = Ry, Rp-1 = Dy; F(f71(x)) = x; grafica simétrica respecto a y = x.
Inyectiva: estrictamente creciente o decreciente; recta horizontal corta una vez.

y = k + cyJa? — (x — h)?: circunferencia (c = 1) o elipse de centro (h,k); y = k +
eyJ(x — )% — a2 0 \/(x — h)? + a?: hipérbola.

y = f(x —h) + k: traslacion (h, k) - — f(x): reflejo en el eje x - f(—x): en el eje y.
Paramétricas: sen®t + cos®t = 1 - sec’t —tan®t = 1 - cosh®t — senh®t = 1.

angsen: [—1,1] —» —%, %] -angcos: [-1,1] - [0,7] - angtan: R — (—%, %)
50L0 PLAN 2016 €% = x (x > 0), Ine® = x - log, x = 11:11—: - g¥ = e¥lna,

SOLO PLAN 2016 senhx = ex_;_x, coshx = e senh 'x = In (x+\/x2+ 1) .
cosh™' x =In (x +~/x? — 1) -tanh™' x = % In t—’;

A.2 Limites y continuidad (Unidad 3)

lim,,, f(x) =L < lim,_,, f(x) =lim,_,,+ f(x) = L.
Indeterminadas: %, E, 00 — 00, (- 00, % (k # 0): limite infinito o no existe.
Brad=(x+a)x*Fax+a®) JA-B)(VA+B)=A-B.

Raices ¢/x, 4x: x =t™, m = mem(p, q), t > %a.

COI’IL{—)O:W—)l.taﬂ_)l_ I_C(Z)SU _>l 1—cosu 0.
u u 2 ”
sen ku sen au a  tanau a
sen bu b senbu b

Al infinito: ﬁn — 0; dividir entre la mayor potencia del denominador; \/x7 = |x].
Cociente de polinomios al infinito: grado menor arriba — 0; grados iguales — cociente
de coeficientes principales.

Asintota vertical x = a: un lateral es +co0. Horizontal y = L: lim,_, 4o f(x) = L.
Continuidad en c: f(c) definida - lim,_,. f(x) existe - lim,_,. f(x) = f(c).

SOLOPLAN 2016 € ¥ — 0 six — oo -tanhx — +1si x — +o00 - senh0 = 0, cosh0 = 1.

A.3 La derivada (Unidad 4)

f(x) =limy,_,q w - derivable = continua.

— u\’ _ vu'—u’ _ 1 '
w) =uw +vu’ - (;) =" @Y =n" - (Ju) = e
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Unidad 6 - Sucesiones y series: convergencia, intervalo y series de
Taylor (solo Plan 2010)

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura, Plan 2010). El alumno utilizara los
conceptos fundamentales de las sucesiones y de las series para determinar su
caracter y para representar funciones por medio del desarrollo en series de
potencias.

Instrucciones de emergencia

= Plan: solo Plan 2010. En el Plan 2016 las sucesiones y series no son de Calculo y
Geometria Analitica: son el tema 1 de Calculo Integral y se estudian en el cuaderno
de Célculo Integral, unidad 5. Si tu plan es el 2016, salta esta unidad.

= Frecuencia: es el tema 6 de Calculo Diferencial. Sale un problema en cada uno
de los 10 finales revisados: serie de Maclaurin o de Taylor en 6 e intervalo de
convergencia en 4.

= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta unidad.

= Ruta corta:

1. Lee la seccién 6.1 (30 min) y copia en una hoja la tabla de series conocidas.

2. Aprende los procedimientos 6.3.5 (intervalo con extremos) y 6.3.6 (tabla de
derivadas): son los dos problemas del examen.

3. Sigue los dos ejemplos de la seccién 6.4 tapando la resolucion.

4. Resuelve los ejercicios 6.5.1 a 6.5.4 con cronémetro: 15 min cada uno.

6.1 Conceptos y expresiones

Sucesion. Una sucesion infinita es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los
numeros naturales {1, 2,3, ...} y cuyos valores son nimeros reales: aj, a,, as, ... Se escribe

. e . 1 23 . L o

{a,}, y laregla a, es su término enésimo. Por ejemplo, 2 T3 g tiene término enésimo
n . .

a, = (1! Pk el signo alterna y el numerador y el denominador avanzan de uno en

uno.

Limite y caracter de una sucesion. Si g, se acerca tanto como se quiera a un nimero L
cuando n crece, se escribe lim,,_,, a, = L y se dice que la sucesion es convergente (ese es
su cardcter); si el limite no existe o es infinito, es divergente. Los limites se calculan como
en la Unidad 3, con n — oo: se divide entre la mayor potencia de n. Dos limites que se
usan siempre:

0 sifrl<1,

c
lim — =0 > 0),
n—co pf (p>0) o sir>1.

lim r"* =
n—oo
Monétona y acotada. La sucesion es creciente si a, < a,.1 para todo n (no decreciente si

ay < ay.1)y decreciente si a, > a,q (no creciente si a, > a,1); en cualquiera de esos casos
) o : 1
es mondtona. Es acotada si existen my M conm < a, < M para todo n. Por ejemplo, {n + ;}

es creciente y acotada inferiormente por 2, pero no superiormente: diverge. Teorema:
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Resultado: radio 1; con el anilisis de los extremos, [0, 2).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 115.

Ejercicio propuesto 6.6.2

Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 6.

Obtenga los tres primeros términos no nulos de la serie de Maclaurin de f(x) = cos 2x.
Resultado: cos 2x = 1 — 2x% + %x‘1 —

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 116.

Ejercicio propuesto 6.6.3

Adaptado de: Ier final 2006-1, tipo B, problema 7.

Obtenga los tres primeros términos no nulos de la serie de Maclaurin de f(x) = v4 — x.
Resultado: V4 —x =2 — f _x

64
— Resolucién en el Apéndice E, p. 116.

Ejercicio propuesto 6.6.4
Adaptado de: 2° final 2006-2, tipo A, problema 6.
Obtenga el desarrollo en serie de Maclaurin de f(x) = sen 3x.
(_1)n32n+1x2n+1
=3x— -x° 4+ =x> — -+, para todo x.

(n+1)! 2 10
— Resolucién en el Apéndice E, p. 116.

Resultado: sen3x = Y,

6.7 Errores frecuentes

1. Leer al revés la condicion necesaria. lima, = 0 no asegura que la serie converja (la
armonica); solo lima,, # 0 asegura que diverge.

2. Confundir sucesion y serie. {i} converge (a 0); Y, % diverge.

3. Primer término equivocado en la geométrica. En & a es el primer término que
se suma, no el coeficiente de r".

4. Olvidar el valor absoluto en el cociente. Sin él, L = x —3 no llevaa |x — 3| < 1.

5. No analizar los extremos. Ahi el cociente da L = 1y no decide: se sustituye cada
extremo en la serie original.

6. Resolver mal |[x —a| < R.Esa— R< x <a+ R: con (x + 1)" el centro es —1, no 1.

@:n+ly%:(2n+l)(2n+2).

8. Olvidar el n! al pasar de f(")(a) al coeficiente, o la regla de la cadena al derivar cos 2x
0+v4—x.

9. Contar los ceros como términos. Los «tres primeros términos no nulos» de cos 2x
son los de grado 0, 2 y 4.

7. Simplificar mal los factoriales.

10. Taylor con x". En x = a la potencia es (x —a)": ena = —1 es (x + 1)".

6.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Sucesion: lim ip =0(p>0);r" — 0si|r| <1 mondtonay acotada = converge.
n
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2. x+1<1 & -2< x < 0. Centro —1, radio 1.
3. Extremo x = 0: Yo = 1 + l + l + -+, la armoénica: diverge.

(a—R,a+R]; por eso los exdmenes piden «incluir el analisis de los extremos». Si converge

para todo x, R = oo. =0 +1

4. Extremo x = —2: Yo 0 alternada con b,
converge por Leibniz (cond1c10nalmente).

Series de Taylor y de Maclaurin. Si f tiene derivadas de todos los 6rdenes en x = a, su

- decreciente y con limite 0:
serie de Taylor en x = a es

00 f(”)(a) Resultado: el intervalo de convergencia es [—2, 0), es decir, —2 < x < 0.

)=y ~ay"
n=0
=f@+ f(@)(x—-a)+

Ejercicio 6.5.2 - Intervalo con comparacion en los extremos
f”( ) 2 Adaptado de: ler final 2005-2, tipo B, problema 7.
——(x—a)+

Determine el intervalo de convergencia de Y, 17 3 analizando sus extremos.

(n)
Con a = 0 se llama serie de Maclaurin: f(x) =Y. fn—,(())x”. Cortada en el término n, es el Resolucion.

. . . . P . _ X" . .
polinomio de Taylor P,, que aproxima a f cerca de a, mejor cuanto mas términos tiene L. ay = - Cociente:

(figura). Asi calcula una computadora sen x. [ Ix] n+3 x|
= x| ——— - x|
an (n+1)2+3
y
2. |x] <1 & —1< x < 1. Centro 0, radio 1.
\p, 4 Py 3. Ly Z es una serie pcon p = 2 > 1,
\ / P =x / s . n
\ / / converge por comparacion directa.
\ // =~ / 4. Extremo x = —1: ), (r;i)S . La serie de sus valores absolutos es la del paso anterior,
\ \ \\\ N convergente: converge absolutamente.
S + + —\ x Resultado: el intervalo de convergencia es [—1, 1].
A -2 -1 1 2\ 3
SN N . . . . .
/ N7 \ Ejercicio 6.5.3 - Serie de Maclaurin de 3 cos 2x
\
/// // “ y =senx Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 6.
/
{ / \ Determine el desarrollo en serie de Maclaurin de f(x) = 3 cos(2x).
Resolucién.
Series conocidas. Con R el radio de convergencia: 1. Tabla de derivadas en a = 0:
(o)
1 n| P | ™0
_ = =1 R=1
1— Z x" MR ’ 0 3 cos2x 3
(=1)"x 2n+1 3 1| —6sen2x 0
senx—z =x—=—+-, R=oo, 2 | —12cos2x | —12 = —3-22
@2n+1) 3!
3| 24sen2x 0
1) 2 4| 48cos2x | 48=3-2*
COSX_Z((z))y —l—%+~-~, R = oo,
n !
n=0 2. Patron: las derivadas impares se anulan en 0; las pares son f(Z")(O) = 3(-1)"2%".
A+x)"=1+mx+ sz + oy R=1. 3. Término general: 14700 s2n - 31N
2! : & Gn)! (2n)!
. Lo . . . ) . 4. Primeros términos:
La ultima es la serie binomial, para cualquier exponente m (negativo o fraccionario). 3 3 4x2 + 3. 16x4 _3-64 o
2 24 720

6.2 Como reconocer el problema —3_6x? 4 axt— %xé T

(=1)"u®
(2n)!

5. Comprobacién con el atajo: en cosu = ), se sustituye u = 2x y se multiplica

por 3. Vale para todo x.
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6.3.4 Serie alternada: Leibniz y convergencia absoluta

Escribe la serie como Y ,(—1)"b, con b, > 0.

Comprueba lim b, = 0. Si no es 0, la serie diverge.

Comprueba que b, decrece: f’(x) < 0 con b, = f(n), 0 b,1 < b, directamente.

Con las dos condiciones, converge (Leibniz).

Para clasificarla, estudia Y. b,: si converge, la convergencia es absoluta; si diverge,
condicional.

G RN

6.3.5 Intervalo de convergencia con andalisis de los extremos

1. Escribe el término a, completo, con la x.

2. Cociente: L = lim, .
L=k|x—al.

3. Impén L < 1: |x — g < % = R Despeja:a— R < x < a+ R.Si L = 0 para todo x, el
intervalo es (—o0, 00).

az“ ‘ Los cocientes de potencias de n tienden a 1 y queda

4. Extremo derecho: sustituye x = a + R en la serie original y estudia la serie numérica
(casi siempre una p o una armonica).

5. Extremo izquierdo: sustituye x = a — R; suele quedar alternada: Leibniz, o conver-
gencia absoluta si Y. |a,| es una p con p > 1.

6. Escribe el intervalo con corchete en los extremos que convergen y paréntesis en los
que divergen.

diverge converge (absolutamente) diverge

R a a

| O <«—
+ O«

R

<« >

R

enx = a=* Relcocienteda L = 1:
cada extremo se sustituye y se analiza aparte

6.3.6 Serie de Maclaurin o de Taylor con la tabla de derivadas

1. Haz una tabla con las columnas n, f(")(x), f(”)(a) y % Deriva hastan =3 o0on = 4.
Escribe las raices como exponentes: \% =2x71/2,

2. Evalta en x = a (en Maclaurin, a = 0) sin simplificar los coeficientes numéricos: asi se
ve el patron.

3. Si se piden «los primeros términos no nulos», salta los ceros y sigue derivando hasta
tener los que se piden.

4. Patrén: identifica el signo ((—=1)" o (=1)"*1), los factoriales y las potencias; escribe
™ (a) en general y compruébalo conn = 0,1, 2.

5. Término general: @(x — a)"; simplifica los factoriales.

6. Escribe la serie con ), y sus primeros términos. Si se pide el intervalo, aplica 6.3.5 al
término general.
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6.3.7 Atajos: sustituir en una serie conocida

1. sen(kx), cos(kx): sustituye u = kx en la serie de senu o cosu: (kx)?* = k?"x?". El
intervalo sigue siendo (—oo, ).

2 2 2 1+4cos 2x 2 1—cos 2x , .
. €0s“ x 0 sen” x: usa cos® x = ——— y sen“ x = ———, y después el paso anterior.
2 2
L1 1 —zx—n valida para |x| < ¢
c—x ¢ 1-x/c el p !

m
e+ x)t =" (l + f) y la serie binomial con < en lugar de x; valida para |x| < |c|.
. El atajo sirve para comprobar el resultado de la tabla de derivadas. Si el enunciado pide
la serie «por definicion» o con derivadas, entrega la tabla.

6.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Intervalo de convergencia con extremos

Adaptado de: ler final 2012-2, tipo A, problema 6.
. . . -3 . -
Obtenga el intervalo de convergencia de la serie Y, ; (xn3) , incluyendo el analisis

de los extremos.

Resolucién. i "
1. Término enésimo: a,, = (X;S ) ; el siguiente es a,,,1 = %
2. Criterio del cociente:
G| _ e =3 3
a, (n+1)3 |x-=3I"
3
n
=x -3 ( )
n+1

Como # —>1,L=|x-3|
3. Converge absolutamente si |x — 3| < 1, es decir, 2 < x < 4. Centro 3 y radio R = 1.
4. Extremo x = 4: ), r% =Y n% serie p con p = 3 > 1: converge.

5. Extremo x = 2: ), (7”_13).. Sus valores absolutos forman la misma serie p conver-
gente, asi que converge absolutamente.

6. Los dos extremos se incluyen.

Resultado: el intervalo de convergencia es [2, 4], es decir, 2 < x < 4.

Ejemplo resuelto - Tres términos de una serie de Taylor

Adaptado de: ler final 2013-1, tipo C, problema 6.

Obtenga los tres primeros términos no nulos de la serie de Taylor de f(x) = Z

Jx

en
x=1.
Resolucion.
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