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Resultado: f~'(x) = —2\/9 —(x = 2)2, x € [2,5], con recorrido [—2, 0].

Ejercicio 2.5.5 - Inversa de una funcién por partes

Adaptado de: 2° 1 2013-2, tipo A, bl 1 . - s
aptado de: 2° fina P04 proviema Teoria breve, procedimientos y ejercicios de examen resueltos

Dada la funcién
—2x2 six >0,

3—x3 six <0,

fx) =

determine la regla de correspondencia de ™!, el dominio y el recorrido de f y de f~!, y
trace la grafica de ambas funciones.

Resolucién.

1. Rama x > 0: —2x2 es decreciente y vale 0 en x = 0; su recorrido es (—oo, 0].

2. Rama x < 0: —x° es decreciente y positiva; 3 — x> toma todos los valores mayores que
3 (el 3 se alcanzaria en x = 0, que no es de esta rama). Recorrido: (3, o).

3. Inyectividad: cada rama es decreciente y los recorridos (—eo, 0] y (3, o) no se traslapan:
f esinyectiva. Dy = Ry Ry = (=0, 0] U (3, ).

4. Despeje por ramas: de y = —2x% con x > 0, x = l—% (cony <0).Dey=3-x,
x=233—y(cony>3, quedax <0).

5. Inversa:
[ x .
1 - six <0,
)= 2

I3 —x six>3.

D1 = (=00,0]U (3,00) y Ry-1 =R
6. Grafica: f tiene un punto vacio en (0,3) y uno lleno en (0,0); en f~! pasan a (3,0)
vacio y (0,0) lleno.
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Resolucion.

1. Dominio: Dy = {x | x — 2 > 0} = (2,%0); Dy = R, asi que todo valor de g esta en Dy.
Entonces Dy, = (2, ).

2. Regla: (fo g)(x) = ™2 £ 2 = (x — 2) + 2 = x, porque e™¥ = y para u > 0.

. Recorrido: y = x con x > 2 toma todos los valores mayores que 2: (2, o).

4. Grafica: la parte de la recta y = x con x > 2, con punto vacio en (2,2). La regla
simplificada es x, pero la funcién no es la identidad en R.

w

y=x,x>2

Resultado: (f - g)(x) = x, con dominio (2, o) y recorrido (2, c0).

Ejercicio 2.5.3 - Funcion por partes con arcos de coénicas

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo C, problema 1.

) —2-9-(x+1)? six<-1,
X) =
—44+J(x+3)¥% -4 six>-1.

Determine el dominio y el recorrido y trace la grafica de f.

Sea la funcién

Resolucion.

1. Primerarama: 9—(x+1)2 >0 < |x+1/<3 < —4<x <2 Conx< —1queda
[—4,—1). Es la circunferencia (x + 1) + (y + 2)? = 9 (centro (—1, —2), radio 3), mitad
inferior, cuarto izquierdo: de (—4, —2) (lleno) a (—1, —5) (vacio). Recorrido: (-5, —2].

2. Segunda rama: (x +3)> >4 < x> -10x < —5.Con x > —1 queda [~1, ). Es

la hipérbola Ca) A e 1 (centro (=3, —4)), parte superior de la rama derecha:

empieza en el vértice (—1, —4) y sube acercandose a la asintota y = x — 1. Recorrido:
[—4, 00).

3. Dominio: [—4,—1) U [—1, %) = [—4, c0).

4. Recorrido: (—5,—2] U [—4,00) = (=5, 0).
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Presentacion y como usar este cuaderno

Presentacion y como usar este cuaderno

1 Volver al indice

Este cuaderno esta pensado para quien tiene que aprobar Calculo Diferencial en poco
tiempo: en un examen extraordinario, en un final o después de varias semanas sin estudiar
la materia.

Sirve a los dos planes de estudio de la Facultad:

= Plan 2010: la asignatura Calculo Diferencial, con el programa aprobado en 2008. Seis te-
mas: introduccién, funciones, limites y continuidad, la derivada, variacién de funciones,
y sucesiones y series.

= Plan 2016: no hay una asignatura con ese nombre. Las funciones, los limites, la derivada
y la variacién son los temas 2 a 5 de Calculo y Geometria Analitica, con casi las mismas
palabras, y agregan el logaritmo, la exponencial y las hiperbélicas. Las sucesiones y
series pasaron al tema 1 de Calculo Integral: para el Plan 2016 estan en el cuaderno de
Calculo Integral, unidad 5, no en este.

El cuaderno sigue el orden del programa de 2010 y marca lo que es de un solo plan:

. Antes de empezar: qué viene en el examen y qué plan es el tuyo.
. Introduccién al Célculo (solo Plan 2010).

. Funciones.

. Limites y continuidad.

. La derivada.

. Variacién de funciones.

. Sucesiones y series (solo Plan 2010).

AN TR W N RO

Cada unidad se ensefa igual que en clase: objetivo, conceptos, ejemplo resuelto y ejercicios.
La diferencia es que todo esté recortado a lo que se pregunta en los exdmenes.

Lo que este cuaderno no cubre. Célculo y Geometria Analitica (Plan 2016) tiene ademas

tres temas de geometria: secciones conicas, algebra vectorial, y recta y plano. No estan

aqui: estan en Curso de Emergencia, Geometria Analitica, que trabaja los problemas 5

(vectores) y 6 (recta y plano) del final en sus Unidades 3 y 4, y las cénicas del primer

parcial en su Unidad 1, Parte B. Entre los dos cuadernos cubren el examen completo. La

seccién 0.1 dice cuanto pesan en el examen y como organizar el estudio con ellos.

Objetivo de la asignatura (programa).

= Plan 2010, Calculo Diferencial: «El alumno aplicara los conceptos del célculo diferencial
de funciones reales de variable real, en la formulacién de modelos matematicos y para
resolver problemas fisicos y geométricos.»

= Plan 2016, Calculo y Geometria Analitica: «El alumno analizara los conceptos fundamen-
tales del calculo diferencial de funciones reales de variable real y del algebra vectorial,
y los aplicara en la resolucion de problemas fisicos y geométricos.»

De donde salen los ejercicios.

= Plan 2010: los 10 examenes finales publicados de Calculo Diferencial, de 2001-2 a
2013-2 (cinco son de la version anterior del programa, con los mismos temas). Ninguno
tiene resolucidén publicada.



20

Unidad 2 - Funciones: dominio, recorrido, inversa, composiciéon y modelos

Resultado: F~'(x) = —2 — \/(x — 3)? + 4, con Dp-1 = (3,0) y Rp-1 = (—00, —4).

Ejemplo resuelto - Perimetro de un terreno en funcién del radio

Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 1.

Un terreno esta formado por tres partes alineadas: la central es un rectangulo y
los extremos son semicirculos de radio r (figura). Si el area del terreno es 20 m?,
determine su perimetro en funcién exclusivamente del radio de los semicirculos.

d

A=20m?

Resolucion.

1. Variables: r, radio de los semicirculos, y x, largo del rectangulo; su alto es 2r.
2. Cantidad pedida: el perimetro son los dos lados largos del rectangulo y los dos

semicirculos (una circunferencia completa): P = 2x + 27r.

3. Relacion: el area es la del rectangulo mas la de un circulo: 2rx + ar? = 20, de

donde x =

20—7r?
r

Presentacion y como usar este cuaderno

Puedes copiarla, distribuirla y adaptarla con fines no comerciales, siempre que cites al
autor (luigisrs.me) y compartas las adaptaciones con la misma licencia.

Los enunciados de los examenes se citan como fuente y pertenecen a sus autores. Las
referencias completas estan en el Apéndice D.
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2.3.3 Graficas de raices: arcos de conicas

1. Completa el cuadrado dentro de la raiz: 8 — 2x —x? = 9— (x+1)?, x? +4x = (x +2)* — 4.

2. Aisla la raiz y eleva al cuadrado: de y = k + ¢ /-~ sale (y — k)? = ¢2(...). Identifica la
conica: circunferencia, elipse o hipérbola, con su centro.

3. El signo de la raiz decide la mitad: y = k + ¢,/ eslamitad cony > k; y =k —c /., la
dey <k

4. El intervalo de x decide el arco. Marca extremos (llenos o vacios) y traza.

2.3.4 Funciones por partes

1. Para cada rama: recorta su intervalo al dominio de su regla. El dominio es la unién.

2. Para cada rama: su recorrido en su intervalo (2.3.2). El recorrido de f es la unién.

3. Traza cada rama solo en su intervalo; evalta la regla en los extremos y marca punto
lleno si el extremo pertenece a la rama y vacio si no.

2.3.5 Composicion, producto y cociente

1. Regla: en f o g sustituye g(x) en lugar de x en f. Simplifica.

2. Dominio de f° g: x € Dy y g(x) € Dy. Escribe las dos condiciones antes de simplificar.
3. Dominio de fg, f + g: Dy N Dg; de {Ec: ademas g(x) # 0.

4. Recorrido y grafica de la funcion resultante con 2.3.2 y 2.3.3.

2.3.6 Funcion inversa

1. Dominio y recorrido de f (2.3.1, 2.3.2).

2. Inyectividad: muestra que f es creciente o decreciente en su dominio (por la forma
de la grafica o porque la parte que depende de x lo es). Si no lo es, no hay inversa: dilo
y explica por qué (dos x con el mismo y).

3. Despeja x de y = f(x). Al sacar raiz cuadrada aparece +: el signo lo decide el dominio
de f (si x < —1, entonces x + 1 < 0 y se toma —).

4. Intercambia x y y: y = f1(x).

5. Dg-1 = Ry y Rp-1 = Dy. No calcules el dominio de 7! con su férmula: la formula
puede existir en un conjunto mayor.

6. Grafica: traza f, la recta y = x y el reflejo; los puntos extremos (a, b) pasan a (b, a)
con el mismo tipo de punto (lleno o vacio).

7. Comprueba con un punto: si f(a) = b, entonces f~1(b) = a.

2.3.7 Inversa de una funcién por partes

1. Calcula el recorrido de cada rama en su intervalo.

2. Si cada rama es inyectiva y los recorridos no se traslapan, f es inyectiva.
3. Despeja x en cada rama por separado (2.3.6).

4. Arma f~! por partes: la rama que viene de f; vale en el recorrido de fi.

2.3.8 Funciones en forma paramétrica

1. Con el intervalo de t, obtén el intervalo de x(t) (dominio) y el de y(¢) (recorrido). En
las trigonométricas, usa los valores de sent y cost en ese intervalo.

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

el primer examen parcial. Esos temas estan en Curso de Emergencia, Geometria Analitica:
los problemas 5 y 6, en sus Unidades 3 (algebra vectorial) y 4 (recta y plano), y las conicas,
en su Unidad 1, Parte B. Entre los dos cuadernos cubren el examen completo.

Las unidades de un solo plan lo dicen en su titulo, y las secciones de un solo plan llevan
el rotulo soLorian 2016 . En el Plan 2010, el logaritmo, la exponencial y las hiperbodlicas
son de Calculo Integral: si tu plan es el 2010, saltalas.

0.2 Cémo es el examen

Segun los 10 finales del Plan 2010 (de 2001-2 a 2013-2) y los 39 finales del Plan 2016 (de
2016-1 a 2026-2):

= Duracién: 2 horas (2.5 horas en los finales del Plan 2010 hasta 2012-2).

= Problemas: 6 (7 en algunos finales anteriores a 2007), con puntos impresos que suman
100.

= Material: ninguno. Los exdmenes del Plan 2016 dicen «No se permite el uso de dispo-

sitivo electronico alguno». Los resultados se dejan exactos: % %, 3/2. No hace falta
sacar decimales.
= Sin L’Hépital: los enunciados de limites del Plan 2010 lo prohiben («sin utilizar la
regla de L’Hopital») y en el Plan 2016 la regla no esta en el programa. Este cuaderno
nunca la usa.
= Plantilla fija: un problema por unidad, siempre en el mismo orden.
« Plan 2010: (1) funciones, (2) limites, (3) derivadas o continuidad, (4) tangente o razén
de cambio, (5) variacidn, (6) series.
« Plan 2016: (1) funciones, (2) limites o continuidad, (3) derivadas, tangente o razén de
cambio, (4) variacion, (5) vectores, (6) recta y plano.

0.3 Qué tan seguido sale cada tema

Unidad Tema Plan 2010 (10 finales)  Plan 2016 (39 finales)

1 Introduccién al Célculo 0 —
Funciones 10 de 10 39 de 39
3 Limites y continuidad 10 de 10 (12 38 de 39
problemas)
4 La derivada 10 de 10 (20 38 de 39 (44
problemas) problemas)
5 Variacién de funciones 10 de 10 (11 35 de 39
problemas)
6 Sucesiones y series (solo 10 de 10 — (en Calculo
Plan 2010) Integral)
- Vectores, recta y plano - 39 de 39 (81
(cuaderno de Geometria problemas)

Analitica)
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- y=Inx

2.1.9 Funciones hiperbélicas soLo PLAN 2016

soLo PLAN 2016 Se definen con la exponencial:

X —X X —X
eX—e eX+e senh x
senhx = ———, coshx = ————, tanhx = ——,
2 2 cosh x
y cothx = ;, sechx = ;, cschx = ——. La identidad fundamental es
tanh x cosh x senh x

cosh? x — senh® x = 1,

2

2
por eso x = acosht, y = bsenht recorre la rama derecha de la hipérbola % — % = 1.
a b

Graficas: senh x es impar, creciente, con recorrido R; cosh x es par, con minimo cosh0 =1
y recorrido [1, o) (la forma de una cadena colgante); tanh x es creciente, con recorrido
(—1,1) y asintotas y = +1.

Las inversas tienen forma logaritmica (se obtienen despejando e¥ de una ecuacién de
segundo grado):

senh™ x—ln<x+ x% ), x €R,
cosh 'x=1 <x+ x% ), x>1,
_ 1+
tanh 1x:— In x, x| < 1.
2 1—x

Para cosh™' se restringe coshx a x > 0, donde es inyectiva. En algunos examenes se
escriben «ang senh», «ang cosh», «ang tanh».

2.1.10 Modelos geométricos

Formular un modelo es escribir una cantidad (irea, perimetro, volumen, costo) como
funcion de una sola variable, con su dominio. Casi siempre hay dos variables relacionadas

16

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

= Plan 2016. Primera semana: Unidades 4, 3, 5 y 2. Segunda semana: vectores, recta y
plano (cuaderno de Geometria Analitica, Unidades 3 y 4) y un simulacro.

En cada unidad, la ruta corta del recuadro de instrucciones dice qué leer primero. Si el
tiempo no alcanza, se recorta dentro de cada unidad, nunca una unidad completa:

1. la historia (Unidad 1) y las demostraciones de los teoremas;

2. la derivada por definicién y la diferencial (Unidad 4);

3. las sucesiones y las series numéricas solas (Unidad 6), salvo las que se usan en los
extremos del intervalo de convergencia.

0.5 En el examen (120 minutos)

1. Lee todo el examen (5 minutos) y reparte el tiempo: unos 18 minutos por problema.

2. Empieza por lo mecanico: las derivadas, la serie de Maclaurin y el analisis de la variacion.
Deja para después la inversa con graficas y el modelo de optimacion, que piden mas
planteamiento.

3. Escribe el planteamiento antes de operar: la funcién por optimizar con su restriccion,
las variables de la razon de cambio con sus unidades, el término general de la serie.

4. Cada inciso se califica por separado. Si un inciso no sale, usa un valor razonable en el
siguiente y dilo.

5. Comprueba al final: sustituye el punto de tangencia en la curva, revisa que el dominio
de f~! sea el recorrido de f, evaltia la funcién en los extremos del intervalo.

0.6 Formulario de emergencia

El formulario de todas las unidades esta en el Apéndice A. El examen no permite for-
mulario: conviene escribirlo a mano, desde cero, unos minutos cada dia, hasta saberlo de
memoria.
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2.1.3 Funciones por partes

Una funcién por partes usa reglas distintas en intervalos distintos del dominio:

filx) sixel,
folx) sixeb.

fG) =

Su dominio es la unién I; U I, (cada I recortado al dominio de su regla) y su recorrido
es la unién de los recorridos de cada rama, cada una en su intervalo. En la grafica, los
extremos incluidos se marcan con punto lleno y los excluidos con punto vacio.

2.1.4 Operaciones con funciones y composicion

Para f y g se definen

(F2)0) = f(X) 2800, (FR) = F(x) g(x). (f ) () = 1

g 8’
con dominio D¢ N Dy (y, en el cociente, sin los ceros de g). La composicién es

(f - 9)(x) = f(g(0)),

Primero se aplica g y luego f. El dominio de la composicién no se lee de la formula

Dy.g ={x € Dy | g(x) € Dy}.

simplificada: e™*~2) +2 se simplifica a x, pero solo existe para x > 2. En general fog # go f.

2.1.5 Inyectividad y funcion inversa

f es inyectiva (uno a uno) si valores distintos de x dan valores distintos de y: f(x;) =
f(xy) = x; = xy. En la gréfica: toda recta horizontal la corta a lo mas una vez (prueba de
la recta horizontal). Una funcion estrictamente creciente o estrictamente decreciente en
su dominio es inyectiva. Es biyectiva si ademas su codominio es su recorrido.

Solo una funcién inyectiva tiene inversa f~!, definida por
' ®=x = f=y

Se cumple (f f1)(x) = xen Ry (flef)(x)=xen Dy. La grafica de fleslade f
reflejada respecto a la recta y = x: el punto (a,b) de f pasa a (b, a).

Df—l :Rf, Rf—l =Df

Si f no es inyectiva (por ejemplo y = x?), se restringe su dominio a un intervalo donde
silo sea: y = x? con x > 0 tiene inversa /x; con x < 0, —/x. El signo de la raiz al despejar
lo decide la restriccién.

Inversa de una funcién por partes. Si cada rama es inyectiva y los recorridos de las
ramas no se traslapan, la funcién es inyectiva y su inversa es por partes: en cada rama
se despeja por separado, y el intervalo de cada rama de f~! es el recorrido de la rama
correspondiente de f.

Unidad 1 - Introduccién al Calculo (solo Plan 2010)

1.3 Para qué sirve en ingenieria

Cada unidad de este cuaderno es una herramienta que se usa después:

= las funciones (Unidad 2), para escribir un fenémeno como un modelo: el area de una
seccion en funcion del ancho, el costo en funcién de la produccion;

= los limites (Unidad 3), para el comportamiento cerca de un punto o a largo plazo, y
para definir la derivada;

= la derivada (Unidad 4), para velocidades, aceleraciones y razones de cambio relaciona-
das: como cambia el nivel de un tanque cuando cambia el caudal;

= la variacion (Unidad 5), para optimizar: el disefio con menos material, la maxima area,
el minimo costo;

= las series (Unidad 6), para aproximar funciones con polinomios: asi calculan una
calculadora y una computadora sen x o +/x.
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y y=x-1

(-4,-2)

Resultado: Dy = [4,00) y Ry = (=5, 00).

Ejercicio 2.5.4 - Inversa de un arco de elipse

Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 1.

Para la funcién f = {(x, y) ‘ y=2+ % 4—x2, x €[-2, O]}, obtenga su inversa y trace la
grafica de ambas funciones.
Resolucion.

1. Inyectividad y recorrido: en [—2,0], 4 — x? crece de 0 a 4, asi que f es creciente:
3
f(=2)=2y f(0)=2+ 5 +2=15. Entonces Ry = [2,5].
2. Despeje:

=a-iy-22=2[o-(-2)7]

x = —%[9—(3/—2)2.

Se toma el signo negativo porque x € [—2,0].

3. Intercambio: f1(x) = —§\/9 —(x —2)2, con D1 = [2,5]y Ry = [-2,0].

2 _92)2
4. Grafica: f es el cuarto superior izquierdo de la elipse XI I o) 1, de (-2,2) a

9
(0,5); ! es su reflejo, de (2,-2) a (5,0).
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Presentacién y como usar este cuaderno

= Plan 2016: los 39 examenes finales y 17 examenes parciales publicados de Calculo
y Geometria Analitica, de 2016-1 a 2026-2, para las unidades 2 a 5. Ninguno tiene
resolucion publicada.

= Todas las resoluciones de este cuaderno son propias y cada resultado se verifico
con algebra computacional.

= Cada ejercicio indica el examen del que se adapt6; los del Plan 2016 dicen también la
asignatura. Los enunciados estan redactados de nuevo, con los mismos datos, y las
figuras estan redibujadas.

Sin calculadora y sin L’Hépital. Ningin examen permite calculadora: las resoluciones

usan valores exactos (fracciones, radicales, 7, angulos notables). Los limites se calculan

sin la regla de L’Hopital, que se ensefia en Calculo Integral.

Coémo usar este cuaderno

Cada unidad tiene la misma estructura:

1. Un recuadro de Instrucciones de emergencia: cuanto sale en el examen de cada plan,
cuanto tiempo dedicarle y la ruta corta.

. Conceptos y expresiones, en tono de libro.

Coémo reconocer el problema: una tabla que lleva del enunciado al procedimiento.

Procedimientos, paso a paso.

Ejemplo resuelto.

. Ejercicios de examen resueltos.

. Ejercicios propuestos, con el resultado. Las resoluciones completas estan en el Apén-
dice E.

8. Errores frecuentes, formulario de la unidad y procedimiento recomendado en

el examen.

N gk e

Marcas de plan. Una unidad de un solo plan lo dice en su titulo. Dentro de una uni-
dad compartida, lo que es de un solo plan lleva el rétulo soLo pLAN 2016 : por ejemplo, el
logaritmo, la exponencial y las hiperbdlicas, que en el Plan 2010 se estudian en Calculo
Integral.

Formato de cada resolucion. Planteamiento — pasos numerados — resultado en
negritas. En los problemas de «;es continua?» o «;se cumple el teorema?», cada condicioén
se revisa por separado, con «se cumple» o «no se cumple».

Rutas de estudio. La Unidad 0 dice qué estudiar segin tu plan y propone, para cada plan,
una ruta de 5 semanas y otra de 2 semanas.

Regla de emergencia. Nunca dos dias seguidos sin estudiar. Un dia minimo (30 minutos
y un ejercicio) cuenta como dia cumplido.
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4. Sustitucién:

) 20 — 712
2r

P=2 +2nr:@—nr+2n’r:@+m’.
r r

5. Dominio: r > 0y x > 0, es decir, 20 — Tt >0:r <, [i—o = Z\E ~ 2.52.

Resultado: P(r) = ? +arm,con0 <r < 2\/§.

2.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2.5.1 - Composicion con dominio, recorrido y grafica

Adaptado de: 1er final 2013-1, tipo C, problema 1.

Dadas las funciones f(x) = \x? — 4y g(x) = x + 2, determine el dominio y el recorrido

de f o g y bosqueje su grafica.

Resolucion.

1. Regla: (fog)(x) = f(x+2) =J(x+2)> —4 = Jx? + 4x.

2. Dominio: Dy =Ry Dy ={x||x| > 2}. Sepide [x + 2| > 2:x+2>20x+2< —2,es
decir, x > 0 0 x < —4. (Lo mismo da x(x + 4) > 0.)

3. Recorrido: laraiz vale 0 en x = 0y en x = —4 y crece sin limite cuando |x| — oo; toma
todos los valores y > 0.

2 2
4. Grafica: y2 = (x+2)?—4, es decir, @ - yI = 1: hipérbola de centro (—2,0), vértices
(—4,0) y (0,0) y asintotas y = =(x + 2). La funcién es la mitad superior (y > 0) de sus
dos ramas.

y=-x=2. S Y=x+2

Resultado: (f o g)(x) = Vx2 + 4x, con dominio (—0, —4] U [0, c0) y recorrido [0, ).

Ejercicio 2.5.2 - Composicion de exponencial y logaritmo

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-1, tipo C, problema 3.

soLo PLAN 2016 Sean las funciones f(x) = e* + 2y g(x) = In(x — 2). Determine el dominio
y el recorrido de f o g y trace su grafica.
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Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

1 Volver al indice

Instrucciones de emergencia

= Tiempo: 20 minutos. Léela completa antes de cualquier otra unidad.

= Para qué: saber qué plan es el tuyo, qué unidades estudiar y en qué orden.

= Sieres de la Generacion 2027 o posterior, tu plan es el 2026: usa Curso de Emergencia,
Calculo Diferencial e Integral.

0.1 ;Qué plan es el tuyo?

El célculo diferencial de una variable se ensefla con dos planes de estudio, y en cada uno
con otra organizacion:

= Plan 2010: es una materia propia, Calculo Diferencial, de primer semestre. Su examen
trae funciones, limites, derivadas, variacion y series.

= Plan 2016: la materia de primer semestre es Calculo y Geometria Analitica. Sus temas
2 a 5 son los de este cuaderno; los temas 1, 6 y 7 son de geometria. Las sucesiones y
series son el primer tema de Cdalculo Integral, de segundo semestre, y se estudian en el
cuaderno de Calculo Integral, unidad 5.

= Como saberlo: lo dice tu historia académica, que indica el plan de estudios de tu

carrera y el nombre de la materia que debes. Confirmalo antes de inscribir el examen:

el temario cambia.

Plan 2010: Calculo Diferencial ~ Plan 2016: Calculo y Geometria

Analitica
Estudia Unidades 2 a 6; lee la 1 (dos Unidades 2 a 5, con las
paginas) secciones marcadas
SOLO PLAN 2016
No estudies — Unidades 1y 6 (solo Plan 2010);

las series estan en el cuaderno
de Célculo Integral, unidad 5

El examen trae funciones, limites o funciones, limites o
continuidad, una o dos de continuidad, derivadas,
derivadas, variacion y series variacion, vectores y recta'y

plano

Este cuaderno todo el examen 4 de los 6 problemas

cubre

Si tu plan es el 2016: lo que falta. Los problemas de geometria de Calculo y Geometria

Analitica (secciones conicas, algebra vectorial, y recta y plano) no estan en este cuaderno.
En los 39 finales revisados son 81 de 238 problemas: casi siempre el problema 5 (vectores:

producto escalar y vectorial, componente vectorial, rea, volumen) y el problema 6 (recta
y plano: ecuaciones, distancias, angulos, intersecciones). Las conicas salen sobre todo en

Unidad 2 - Funciones: dominio, recorrido, inversa, composicién y modelos

3.
4.
5.

. Elimina el parametro: despeja sent, cost, tant (o t) y usa la identidad que corresponda.

Si hay sen®t o cos? ¢, la parébola sale directo de sen®t + cos?t = 1.
Escribe y = f(x) explicita, eligiendo el signo de la raiz con el recorrido.
Traza el arco marcando los puntos de los extremos del intervalo de t.

Si piden la inversa, aplica 2.3.6 a la forma cartesiana.

2.3.9 Modelos geométricos

1.
2.
3.

Dibuja la figura y nombra todas las variables (la que pide el enunciado y las auxiliares).
Escribe la cantidad pedida con todas sus variables (area, perimetro, volumen, costo).
Escribe la relacion entre variables: el dato fijo (area, material, perimetro) o la geometria
(Pitagoras, semejanza, el punto sobre la curva).

. Despeja la variable auxiliar y sustituye: la cantidad queda en funcién de una sola

variable.

. Dominio: exige que todas las longitudes sean positivas y que la figura quepa.

2.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Inversa de una funcién con radical

Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 1.

Para la funcion F = {(x, y) ‘ y=3+VJx?+4x; x < —4} obtenga su funcion inversa,

asi como el dominio y el recorrido de ésta, y trace la grafica de ambas funciones.

Resolucion.

1. Dominio de F: el dado, x < —4. Ahi x? + 4x = x(x + 4) > 0 (producto de dos
negativos), asi que la raiz existe.

2. Inyectividad: se completa el cuadrado, x? + 4x = (x + 2)? — 4. Para x < —4 se
tiene x + 2 < —2; al disminuir x, (x + 2)2 crece. Entonces F es decreciente y tiene
inversa.

3. Recorrido de F: cuando x — —47, la raiz tiende a 0 y y — 3 (sin alcanzarlo,
porque —4 no est4 en el dominio); cuando x — —oo, y — co. Entonces Rp = (3, o).

4. Despeje:
y=3=(x+22 -4

(y =32 +4=(x+2)>

x+2=—((y—3)%+4.

Se toma el signo negativo porque x + 2 < —2 < 0.

5. Intercambio: F'(x) = —2 — \/(x — 3)% + 4.

6. Dp-1 = Rp = (3,0) y Rp-1 = Dp = (=00, —4). Comprobacién: F(—=5) =3 ++/5y
F1(3+V5)=-2-y5+4=-5.

_2)2

7. Grafica: de (y — 3)? = (x +2)? — 4 sale la hipérbola —(X*f)z -0

(=2,3). F es la parte de la rama izquierda con y > 3; F~! es su reflejo respecto a
y = x, con punto vacio en (3, —4).

=1, de centro



Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Observaciones:

= Cada unidad de tu plan sale en casi todos los exdmenes, una vez cada una; la Unidad 4
sale una o dos veces. No hay unidades que se puedan saltar: la diferencia esta en los
subtemas.

= Lo que mas sale dentro de cada unidad:

+ Unidad 2: la funcién inversa con dominio, recorrido y grafica (la mitad de los
problemas en los dos planes), muchas veces de una funcion dada en forma paramétrica
o por partes; después, la composicion y los modelos geométricos.

« Unidad 3: dos o tres limites sin L’Hdpital, con radicales, trigonométricos y al infinito;
o la continuidad de una funcién por partes con constantes.

+ Unidad 4: derivacién implicita y paramétrica, recta tangente y normal, y razén de
cambio.

+ Unidad 5: un problema de optimacién o un analisis completo de la grafica; a veces el

teorema del valor medio o el de Rolle.

Unidad 6 (Plan 2010): serie de Maclaurin o de Taylor, o intervalo de convergencia

con el andlisis de los extremos.

= Del programa casi no se evaldan: la historia, el limite y la derivada por definicién
(salvo en algtn parcial), la diferencial y las sucesiones solas. Se mencionan, pero no se
desarrollan.

0.4 Orden de estudio

Como todas las unidades pesan casi lo mismo, el orden va por peso y por dependencia: la
Unidad 4 pesa mas y la usan las Unidades 5 y 6; los limites (Unidad 3) se necesitan para la
continuidad y para las series. El cuaderno sigue el orden del programa, pero conviene
estudiar asi:

Semana  Plan 2010 Plan 2016

1 Unidad 0 y Unidad 4 Unidad 0 y Unidad 4

2 Unidades 3y 5 Unidades 3y 5

3 Unidad 6 Unidad 2, con logaritmo, exponencial
e hiperbdlicas

4 Unidad 2 Vectores, recta y plano (cuaderno de
Geometria Analitica, Unidades 3 y 4)

5 Simulacro (Apéndice B) Simulacro completo: problemas 1 a 4

de este cuaderno y 5y 6 del de
Geometria Analitica (Apéndice B de
cada uno)

Ruta de 2 semanas.

= Plan 2010. Primera semana: Unidades 4, 3 y 5. Segunda semana: Unidades 6 y 2 y
un simulacro. La Unidad 6 es casi mecanica (derivar n veces y aplicar el criterio del
cociente) y vale un sexto del examen.

Unidad 2 - Funciones: dominio, recorrido, inversa, composiciéon y modelos

por un dato fijo (un area, un perimetro, un material) o por una figura (Pitagoras, tridngulos
semejantes, un punto sobre una curva). Esa relacion se usa para eliminar la variable que
sobra. El dominio lo dan las condiciones fisicas: longitudes positivas (o no negativas), la
figura cabe en la otra. Estos modelos son el primer paso de los problemas de optimacién
de la Unidad 5.

2.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«determinar el dominio y el recorrido» ~ dominio natural y 2.3.1,23.2
de una regla con raices, cocientes, In o recorrido

ang sen

Ja? — (x —h)?, Jx? + 4x, «trazar la reconocer la cénica y 233
grafica» trazar el arco

una regla con llaves y varios intervalos  funcién por partes 234
feg.g°f fg % «indicando su composicioén u operacién 235
dominio»

«determinar si tiene inversa», «obtener  inversay su grafica 2.3.6
f_l», «biyectiva»

la funcidn con inversa pedida estd dada  inversa rama por rama 2.3.7

por partes

x = x(t), y = y(t): «forma cartesiana», eliminar el pardmetro 2.3.8
«forma explicita», «y = f(x)»

«en funcién de», «en términos modelo de una variable 2.3.9

Unicamente de», con figura

2.3 Procedimientos

2.3.1 Dominio

1. Si el enunciado da el intervalo, ese es el dominio (revisa que la regla exista en todo él).

2. Sino, anota una condicién por cada restriccion: radicando par > 0, denominador # 0,
argumento de In > 0, argumento de ang sen o ang cos entre —1y 1.

3. Resuelve cada desigualdad (completa el cuadrado o factoriza; tabla de signos si hace
falta) e intersecta los conjuntos.

4. Escribe el dominio con intervalos.

2.3.2 Recorrido

1. Por monotonia: si f es continua y creciente (o decreciente) en su dominio, el recorrido
va de un extremo al otro. Evalia en los extremos incluidos y toma el valor al que se
acerca f en los excluidos y en +oo.

2. Despejando x: de y = f(x) despeja x en términos de y; los y para los que el despeje
existe (y da x en el dominio) forman el recorrido. Es el mismo trabajo que la inversa.

3. Por la grafica: si la regla es un arco de cénica (2.3.3), el recorrido se lee del arco.
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Unidad 1 - Introduccion al Calculo (solo Plan 2010)

Unidad 1 - Introduccion al Calculo (solo Plan 2010)

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura, Plan 2010). El alumno conocera el
desarrollo histoérico del Calculo y valorara la importancia de éste a través de
sus aplicaciones.

Instrucciones de emergencia

= Plan: solo Plan 2010. En el Plan 2016, el tema 1 de Célculo y Geometria Analitica
es «Secciones conicas», que esta en el cuaderno de Geometria Analitica, Unidad 1,
Parte B (seccion 0.1): salta a la Unidad 2.

= Frecuencia: no aparece en ninguno de los 10 finales revisados.

= Tiempo: 10 minutos de lectura. No tiene ejercicios.

1.1 Qué quiere decir «calculo»

Calculus, en latin, es una piedrecilla: las que se usaban para contar en el 4baco. De ahi
«calcular». Hoy, «el Célculo» es el nombre corto del cdlculo infinitesimal: el estudio de
como cambian las cantidades, con dos ramas.

= El calculo diferencial (este cuaderno) mide la rapidez del cambio: la pendiente de una
curva, la velocidad de un movil, la razon de cambio de una cantidad respecto a otra.

= El calculo integral (la materia siguiente) acumula el cambio: areas, volimenes, longi-
tudes de arco, trabajo.

Las dos ramas estan unidas por el teorema fundamental del calculo: derivar e integrar
son operaciones inversas.

1.2 Reseia histoérica

= Antigiiedad. Arquimedes (siglo IIT a. C.) calculd el 4rea de un segmento de parabola
llenandolo con triangulos cada vez mas pequerios: la idea de limite, sin el nombre.

= Siglo XVII: los dos problemas. Fermat y Descartes buscaban la recta tangente a una
curva; Galileo y Kepler estudiaban la velocidad de los cuerpos y de los planetas. Son el
mismo problema: la pendiente de la tangente a la grafica de la posicion es la velocidad.

= Newton y Leibniz. Entre 1665 y 1684, cada uno por su lado, dieron reglas generales
para derivar e integrar y descubrieron que son operaciones inversas. La notacion % y
el signo de la integral son de Leibniz; Newton hablaba de «fluxiones».

= Siglo XVIIIL Los Bernoulli, Euler y Lagrange extendieron el calculo a las series, las
ecuaciones diferenciales y la mecanica. Taylor y Maclaurin dieron los desarrollos en
serie de la Unidad 6.

= Siglo XIX: el rigor. Cauchy y Weierstrass definieron el limite con precision (la de-
finicién con € y §) y, con él, la continuidad y la derivada. Bolzano y Weierstrass dan
nombre a dos teoremas de la Unidad 5.

10

Unidad 2 - Funciones: dominio, recorrido, inversa, composiciéon y modelos

2.1.6 Funciones en forma paramétrica

Una funcién puede darse con un parametro:

Nx=x@®
f =30 tel

Cada t da un punto (x, y) de la grafica. Para la forma cartesiana se elimina el parametro:
se despeja t (o una funcién de ¢, como sent) de una ecuacion y se sustituye en la otra,
o se usa una identidad (senz t+cos’t = 1, sec’t — tant = 1, cosh®t — senh®t = 1). El
dominio es el conjunto de valores de x(¢) con ¢ € I, y el recorrido el de y(). Si no se da el
intervalo de t, lo imponen las raices o las restricciones sobre x y y.

2.1.7 Funciones trigonométricas directas e inversas

. .. . T
sen x y cos x tienen dominio R y recorrido [—1,1]; tanx y sec x excluyen x = 5+ k;
cotx y csc x excluyen x = k. Ninguna es inyectiva: para invertirlas se restringen a un
intervalo principal.

Inversa Dominio Recorrido (valor principal)
ang sen x [—1,1] [—%,%
ang cos x [-1,1] [0, 7]
T
ang tan x R (_5’5)
ang cot x R (0, 7)
/e s
ang sec x x| > 1 [O,E)U(E,n]

y = ang sen x significa sen y = x con y en el intervalo principal. Por eso ang sen(sen x) =

x solosix € [——, = |. (Para ang sec algunos textos usan otro intervalo principal; aqui se

usa el de la tabla.)

2.1.8 Logaritmo natural y exponencial s0L0 PLAN 2016

soLo PLAN 2016 El logaritmo natural In x tiene dominio (0, o) y recorrido R; es creciente,
In1=0ylne=1.Suinversa es la exponencial e*, con dominio R y recorrido (0, ):

nx = x (x> 0), Ine* =x (x €R).
Sus graficas son simétricas respecto a y = x (figura). Propiedades, con a,b > 0:

In(ab) = Ina + Inb, ln§:lna—lnb, Ina" =rlna,

_ 1 r
etV =efed, e ¥=—, () =¢*.
ex

Cambio de base: paraa > 0,a # 1, log, x = ﬁll—z ya¥ = e¥lne,

15
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Unidad 2 - Funciones: dominio, recorrido, inversa, composicion y
modelos

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno utilizara el concepto de
funcién y sus caracteristicas principales para aplicarlos en la formulacién de
modelos matematicos.

Plan 2016 (Calculo y Geometria Analitica, tema 2). El alumno analiza-
ré las caracteristicas principales de las funciones reales de variable real y
formulara modelos matematicos.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: en el Plan 2010, un problema en cada uno de los 10 finales revisados:
funcién inversa en 5 (dos dadas en paramétricas y una por partes), composicién
en 2 (una con producto), modelo geométrico en 2 y dominio y recorrido en 1. En
el Plan 2016, un problema en cada uno de los 39 finales de Calculo y Geometria
Analitica: funcién inversa en 19 (tres de ellas dadas en paramétricas), paramétricas
a forma cartesiana en 9, composicioén, producto o cociente en 6, funcion por partes
en 3, modelo en 1y dominio y recorrido de una funcién dada por una ecuacion en
1. En los 12 primeros parciales revisados hay 38 problemas de esta unidad (tres en
casi todos): 12 modelos, 8 paramétricas, 8 inversas, 7 composiciones o productos y
3 funciones por partes.
= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee las secciones 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.5 (25 min): dominio, graficas bésicas e inversa.
2. Aprende los procedimientos 2.3.6 (inversa) y 2.3.8 (paramétricas): juntos son
mas de la mitad de los problemas.
3. Sigue los dos ejemplos de la seccidn 2.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios 2.5 con crondémetro: 15 min cada uno, con grafica.
5. Plan 2016: agrega las secciones 2.1.8 y 2.1.9, el ejercicio 2.5.2 y el propuesto
2.6.5.

2.1 Conceptos y expresiones
2.1.1 Funcién, dominio y recorrido

Una funcién f de A en B es una regla que asigna a cada elemento x de A un tunico

elemento y = f(x) de B. También se describe como un conjunto de pares, f = {(x,y) |

y = f(x), x € A}, donde no hay dos pares con el mismo primer elemento. En una gréafica,

esto se reconoce con la prueba de la recta vertical: toda recta vertical corta a la grafica

alo mas una vez.

» Dominio Dy: los valores de x para los que la regla da un niimero real (o los que el
enunciado indique, como «x € [—2,0]»).

» Recorrido (también rango o imagen) Ry: los valores y que efectivamente toma la
funcién, Ry = {f(x) | x € Dy}. El codominio es el conjunto de llegada, que puede ser

Unidad 2 - Funciones: dominio, recorrido, inversa, composiciéon y modelos

mayor.

= Regla de correspondencia: la formula y = f(x). En forma explicitaes y = ...; en
forma implicita, una ecuacién como x? + y? = 4 mas una restriccion.

Cuando el enunciado no da el dominio, se toma el dominio natural: todos los reales donde

la regla tiene sentido. Las restricciones vienen de cuatro fuentes:

= Raiz de indice par: \/u exige u > 0. Las raices de indice impar (3/u) no restringen.

= Cociente: % exige D # 0; si el denominador es una raiz par, \/% exige u > 0.

= Trigonomeétricas inversas: ang senu y ang cos u exigen —1 < u < 1; ang sec u exige
lul > 1.

= Logaritmo: Inu exige u > 0.

2.1.2 Graficas basicas y transformaciones

Las graficas que mas aparecen en los exdmenes son las de esta tabla. Casi todas las raices de
los enunciados son arcos de circunferencia, elipse o hipérbola: se reconocen al completar
el cuadrado y elevar al cuadrado.

Regla Dominio Recorrido
y = x? (parabola) R [0, 00)
y=x%y=1ix R R

y =% [0,9) [0, )
y= )1_( (hipérbola) x#0 y#0
y =l R [0,0)
y= \/m (semicircunferencia) [—a,a] [0,a]
y= g a? — x? (semielipse) [-a,a] [0,b]
y= gxlxz — a? (hipérbola x| >a [0, o)
horizontal)

y= sxlxz + a? (hipérbola vertical) R [b, 00)

2 2 2 2
Las dos tltimas son las mitades superiores de ;C—z - % =1lyde % - % =1
Transformaciones. A partir de la grafica de y = f(x):

= y = f(x—h)+k: se traslada h unidades a la derecha y k hacia arriba (h, k con su signo);
» y = —f(x): se refleja respecto al eje x; y = f(—x): respecto al eje y;
= y=a f(x)cona > 0:se estira (a > 1) o se comprime (a < 1) verticalmente.

Asi,y=—4-— %\/ 16 — (x — 3)? es la semicircunferencia v/ 16 — x? comprimida a la mitad

(una semielipse), reflejada hacia abajo y con centro en (3, —4).



