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Presentacién y como usar este cuaderno

Presentacion y como usar este cuaderno

1 Volver al indice

Este cuaderno esta pensado para quien tiene que aprobar Calculo Diferencial en poco
tiempo: en un examen extraordinario, en un final o después de varias semanas sin estudiar
la materia.

Sirve a los dos planes de estudio de la Facultad:

= Plan 2010: la asignatura Calculo Diferencial, con el programa aprobado en 2008. Seis te-
mas: introduccién, funciones, limites y continuidad, la derivada, variacién de funciones,
y sucesiones y series.

= Plan 2016: no hay una asignatura con ese nombre. Las funciones, los limites, la derivada
y la variacion son los temas 2 a 5 de Calculo y Geometria Analitica, con casi las mismas
palabras, y agregan el logaritmo, la exponencial y las hiperbdlicas. Las sucesiones y
series pasaron al tema 1 de Cdalculo Integral: para el Plan 2016 estan en el cuaderno de
Calculo Integral, unidad 5, no en este.

El cuaderno sigue el orden del programa de 2010 y marca lo que es de un solo plan:

. Antes de empezar: qué viene en el examen y qué plan es el tuyo.

. Introduccién al Célculo (solo Plan 2010).

. Funciones.

. Limites y continuidad.

. La derivada.

. Variacion de funciones.

. Sucesiones y series (solo Plan 2010).

U R W N RO

Cada unidad se ensefa igual que en clase: objetivo, conceptos, ejemplo resuelto y ejercicios.
La diferencia es que todo esta recortado a lo que se pregunta en los exdmenes.

Lo que este cuaderno no cubre. Célculo y Geometria Analitica (Plan 2016) tiene ademas
tres temas de geometria: secciones conicas, algebra vectorial, y recta y plano. No estan
aqui: estan en Curso de Emergencia, Geometria Analitica, que trabaja los problemas 5
(vectores) y 6 (recta y plano) del final en sus Unidades 3 y 4, y las conicas del primer
parcial en su Unidad 1, Parte B. Entre los dos cuadernos cubren el examen completo. La
seccion 0.1 dice cuanto pesan en el examen y como organizar el estudio con ellos.

Objetivo de la asignatura (programa).

= Plan 2010, Calculo Diferencial: «El alumno aplicara los conceptos del calculo diferencial
de funciones reales de variable real, en la formulacién de modelos matematicos y para
resolver problemas fisicos y geométricos.»

= Plan 2016, Calculo y Geometria Analitica: «El alumno analizara los conceptos fundamen-
tales del calculo diferencial de funciones reales de variable real y del algebra vectorial,
y los aplicara en la resolucion de problemas fisicos y geométricos.»

De donde salen los ejercicios.

= Plan 2010: los 10 examenes finales publicados de Calculo Diferencial, de 2001-2 a
2013-2 (cinco son de la version anterior del programa, con los mismos temas). Ninguno
tiene resolucién publicada.
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= Plan 2016: los 39 examenes finales y 17 examenes parciales publicados de Calculo
y Geometria Analitica, de 2016-1 a 2026-2, para las unidades 2 a 5. Ninguno tiene
resolucion publicada.

= Todas las resoluciones de este cuaderno son propias y cada resultado se verifico
con algebra computacional.

= Cada ejercicio indica el examen del que se adaptd; los del Plan 2016 dicen también la
asignatura. Los enunciados estan redactados de nuevo, con los mismos datos, y las
figuras estan redibujadas.

Sin calculadora y sin L’Hépital. Ningun examen permite calculadora: las resoluciones
usan valores exactos (fracciones, radicales, 7z, angulos notables). Los limites se calculan
sin la regla de L’Hépital, que se ensefia en Calculo Integral.

Como usar este cuaderno

Cada unidad tiene la misma estructura:

1. Un recuadro de Instrucciones de emergencia: cuanto sale en el examen de cada plan,

cuanto tiempo dedicarle y la ruta corta.

Conceptos y expresiones, en tono de libro.

Coémo reconocer el problema: una tabla que lleva del enunciado al procedimiento.

Procedimientos, paso a paso.

Ejemplo resuelto.

Ejercicios de examen resueltos.

Ejercicios propuestos, con el resultado. Las resoluciones completas estan en el Apén-

dice E.

8. Errores frecuentes, formulario de la unidad y procedimiento recomendado en
el examen.

NSk v

Marcas de plan. Una unidad de un solo plan lo dice en su titulo. Dentro de una uni-
dad compartida, lo que es de un solo plan lleva el rétulo soLo pLAN 2016 : por ejemplo, el
logaritmo, la exponencial y las hiperbdlicas, que en el Plan 2010 se estudian en Calculo
Integral.

Formato de cada resolucion. Planteamiento — pasos numerados — resultado en
negritas. En los problemas de «;es continua?» o «;se cumple el teorema?», cada condicién
se revisa por separado, con «se cumple» o «no se cumple».

Rutas de estudio. La Unidad 0 dice qué estudiar segun tu plan y propone, para cada plan,
una ruta de 5 semanas y otra de 2 semanas.

Regla de emergencia. Nunca dos dias seguidos sin estudiar. Un dia minimo (30 minutos
y un ejercicio) cuenta como dia cumplido.

Licencia

© 2026 luigisrs.me. Publicado por Fritanga Collective. Esta obra esta bajo una licencia
Creative Commons Atribucion-NoComercial-CompartirIgual 4.0 Internacional
(CC BY-NC-SA 4.0): https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.
0/deed.es


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es

Presentacion y cémo usar este cuaderno

Puedes copiarla, distribuirla y adaptarla con fines no comerciales, siempre que cites al
autor (luigisrs.me) y compartas las adaptaciones con la misma licencia.

Los enunciados de los exdmenes se citan como fuente y pertenecen a sus autores. Las
referencias completas estan en el Apéndice D.
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Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

1 Volver al indice

Instrucciones de emergencia

= Tiempo: 20 minutos. Léela completa antes de cualquier otra unidad.

= Para qué: saber qué plan es el tuyo, qué unidades estudiar y en qué orden.

= Sieres de la Generacidén 2027 o posterior, tu plan es el 2026: usa Curso de Emergencia,
Calculo Diferencial e Integral.

0.1 ;Qué plan es el tuyo?

El célculo diferencial de una variable se ensefa con dos planes de estudio, y en cada uno
con otra organizacién:

= Plan 2010: es una materia propia, Calculo Diferencial, de primer semestre. Su examen
trae funciones, limites, derivadas, variacién y series.

= Plan 2016: la materia de primer semestre es Calculo y Geometria Analitica. Sus temas
2 a 5 son los de este cuaderno; los temas 1, 6 y 7 son de geometria. Las sucesiones y
series son el primer tema de Cdalculo Integral, de segundo semestre, y se estudian en el
cuaderno de Calculo Integral, unidad 5.

= Como saberlo: lo dice tu historia académica, que indica el plan de estudios de tu
carrera y el nombre de la materia que debes. Confirmalo antes de inscribir el examen:
el temario cambia.

Plan 2010: Calculo Diferencial ~ Plan 2016: Célculo y Geometria

Analitica
Estudia Unidades 2 a 6; lee la 1 (dos Unidades 2 a 5, con las
paginas) secciones marcadas
SOLO PLAN 2016
No estudies — Unidades 1y 6 (solo Plan 2010);

las series estan en el cuaderno
de Calculo Integral, unidad 5

El examen trae funciones, limites o funciones, limites o
continuidad, una o dos de continuidad, derivadas,
derivadas, variacion y series variacion, vectores y recta 'y
plano
Este cuaderno todo el examen 4 de los 6 problemas
cubre

Si tu plan es el 2016: lo que falta. Los problemas de geometria de Célculo y Geometria
Analitica (secciones conicas, algebra vectorial, y recta y plano) no estan en este cuaderno.
En los 39 finales revisados son 81 de 238 problemas: casi siempre el problema 5 (vectores:
producto escalar y vectorial, componente vectorial, rea, volumen) y el problema 6 (recta
y plano: ecuaciones, distancias, angulos, intersecciones). Las conicas salen sobre todo en
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el primer examen parcial. Esos temas estan en Curso de Emergencia, Geometria Analitica:
los problemas 5 y 6, en sus Unidades 3 (algebra vectorial) y 4 (recta y plano), y las cénicas,
en su Unidad 1, Parte B. Entre los dos cuadernos cubren el examen completo.

Las unidades de un solo plan lo dicen en su titulo, y las secciones de un solo plan llevan
el rotulo soLopLan 2016 . En el Plan 2010, el logaritmo, la exponencial y las hiperbélicas
son de Calculo Integral: si tu plan es el 2010, saltalas.

0.2 Como es el examen

Segun los 10 finales del Plan 2010 (de 2001-2 a 2013-2) y los 39 finales del Plan 2016 (de
2016-1 a 2026-2):

= Duracién: 2 horas (2.5 horas en los finales del Plan 2010 hasta 2012-2).

= Problemas: 6 (7 en algunos finales anteriores a 2007), con puntos impresos que suman
100.

= Material: ninguno. Los examenes del Plan 2016 dicen «No se permite el uso de dispo-

sitivo electronico alguno». Los resultados se dejan exactos: ? %, 3/2. No hace falta
sacar decimales.
= Sin L’Hoépital: los enunciados de limites del Plan 2010 lo prohiben («sin utilizar la
regla de L’Hopital») y en el Plan 2016 la regla no esté en el programa. Este cuaderno
nunca la usa.
= Plantilla fija: un problema por unidad, siempre en el mismo orden.
« Plan 2010: (1) funciones, (2) limites, (3) derivadas o continuidad, (4) tangente o razoén
de cambio, (5) variacion, (6) series.
« Plan 2016: (1) funciones, (2) limites o continuidad, (3) derivadas, tangente o razén de
cambio, (4) variacion, (5) vectores, (6) recta y plano.

0.3 Qué tan seguido sale cada tema

Unidad Tema Plan 2010 (10 finales)  Plan 2016 (39 finales)
Introduccién al Célculo 0 -
Funciones 10 de 10 39 de 39
3 Limites y continuidad 10 de 10 (12 38 de 39
problemas)
4 La derivada 10 de 10 (20 38 de 39 (44
problemas) problemas)
5 Variacién de funciones 10 de 10 (11 35 de 39
problemas)
6 Sucesiones y series (solo 10 de 10 — (en Calculo
Plan 2010) Integral)
— Vectores, recta y plano — 39 de 39 (81
(cuaderno de Geometria problemas)

Analitica)
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Observaciones:

Cada unidad de tu plan sale en casi todos los exdmenes, una vez cada una; la Unidad 4

sale una o dos veces. No hay unidades que se puedan saltar: la diferencia esta en los

subtemas.

Lo que mas sale dentro de cada unidad:

+ Unidad 2: la funcién inversa con dominio, recorrido y grafica (la mitad de los
problemas en los dos planes), muchas veces de una funcién dada en forma paramétrica
o por partes; después, la composicioén y los modelos geométricos.

+ Unidad 3: dos o tres limites sin L’Hopital, con radicales, trigonométricos y al infinito;
o la continuidad de una funcién por partes con constantes.

+ Unidad 4: derivacién implicita y paramétrica, recta tangente y normal, y razén de
cambio.

« Unidad 5: un problema de optimacién o un analisis completo de la grafica; a veces el

teorema del valor medio o el de Rolle.

Unidad 6 (Plan 2010): serie de Maclaurin o de Taylor, o intervalo de convergencia

con el andlisis de los extremos.

Del programa casi no se evaliian: la historia, el limite y la derivada por definiciéon

(salvo en algun parcial), la diferencial y las sucesiones solas. Se mencionan, pero no se

desarrollan.

0.4 Orden de estudio

Como todas las unidades pesan casi lo mismo, el orden va por peso y por dependencia: la
Unidad 4 pesa mas y la usan las Unidades 5 y 6; los limites (Unidad 3) se necesitan para la
continuidad y para las series. El cuaderno sigue el orden del programa, pero conviene
estudiar asi:

Semana  Plan 2010 Plan 2016

1 Unidad 0 y Unidad 4 Unidad 0 y Unidad 4

2 Unidades 3y 5 Unidades 3y 5

3 Unidad 6 Unidad 2, con logaritmo, exponencial
e hiperbolicas

4 Unidad 2 Vectores, recta y plano (cuaderno de
Geometria Analitica, Unidades 3 y 4)

5 Simulacro (Apéndice B) Simulacro completo: problemas 1 a 4

de este cuaderno y 5y 6 del de
Geometria Analitica (Apéndice B de
cada uno)

Ruta de 2 semanas.

Plan 2010. Primera semana: Unidades 4, 3 y 5. Segunda semana: Unidades 6 y 2 y
un simulacro. La Unidad 6 es casi mecanica (derivar n veces y aplicar el criterio del
cociente) y vale un sexto del examen.



Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

= Plan 2016. Primera semana: Unidades 4, 3, 5 y 2. Segunda semana: vectores, recta y
plano (cuaderno de Geometria Analitica, Unidades 3 y 4) y un simulacro.

En cada unidad, la ruta corta del recuadro de instrucciones dice qué leer primero. Si el
tiempo no alcanza, se recorta dentro de cada unidad, nunca una unidad completa:

1. la historia (Unidad 1) y las demostraciones de los teoremas;

2. la derivada por definicién y la diferencial (Unidad 4);

3. las sucesiones y las series numéricas solas (Unidad 6), salvo las que se usan en los
extremos del intervalo de convergencia.

0.5 En el examen (120 minutos)

1. Lee todo el examen (5 minutos) y reparte el tiempo: unos 18 minutos por problema.

2. Empieza por lo mecanico: las derivadas, la serie de Maclaurin y el analisis de la variacion.
Deja para después la inversa con graficas y el modelo de optimacion, que piden mas
planteamiento.

3. Escribe el planteamiento antes de operar: la funcion por optimizar con su restriccion,
las variables de la razon de cambio con sus unidades, el término general de la serie.

4. Cada inciso se califica por separado. Si un inciso no sale, usa un valor razonable en el
siguiente y dilo.

5. Comprueba al final: sustituye el punto de tangencia en la curva, revisa que el dominio
de f~! sea el recorrido de f, evaltia la funcién en los extremos del intervalo.

0.6 Formulario de emergencia

El formulario de todas las unidades esta en el Apéndice A. El examen no permite for-
mulario: conviene escribirlo a mano, desde cero, unos minutos cada dia, hasta saberlo de
memoria.
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Unidad 1 - Introduccion al Calculo (solo Plan 2010)

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura, Plan 2010). El alumno conocera el
desarrollo histérico del Calculo y valorara la importancia de éste a través de
sus aplicaciones.

Instrucciones de emergencia

= Plan: solo Plan 2010. En el Plan 2016, el tema 1 de Calculo y Geometria Analitica
es «Secciones conicas», que esta en el cuaderno de Geometria Analitica, Unidad 1,
Parte B (seccion 0.1): salta a la Unidad 2.

= Frecuencia: no aparece en ninguno de los 10 finales revisados.

= Tiempo: 10 minutos de lectura. No tiene ejercicios.

1.1 Qué quiere decir «calculo»

Calculus, en latin, es una piedrecilla: las que se usaban para contar en el abaco. De ahi
«calcular». Hoy, «el Célculo» es el nombre corto del calculo infinitesimal: el estudio de
como cambian las cantidades, con dos ramas.

= FEl calculo diferencial (este cuaderno) mide la rapidez del cambio: la pendiente de una
curva, la velocidad de un movil, la razoén de cambio de una cantidad respecto a otra.

= El calculo integral (la materia siguiente) acumula el cambio: areas, volimenes, longi-
tudes de arco, trabajo.

Las dos ramas estan unidas por el teorema fundamental del calculo: derivar e integrar
son operaciones inversas.

1.2 Resena histérica

= Antigiiedad. Arquimedes (siglo IIT a. C.) calcul¢ el 4rea de un segmento de parabola
llenandolo con triangulos cada vez mas pequeiios: la idea de limite, sin el nombre.

= Siglo XVII: los dos problemas. Fermat y Descartes buscaban la recta tangente a una
curva; Galileo y Kepler estudiaban la velocidad de los cuerpos y de los planetas. Son el
mismo problema: la pendiente de la tangente a la grafica de la posicién es la velocidad.

= Newton y Leibniz. Entre 1665 y 1684, cada uno por su lado, dieron reglas generales
para derivar e integrar y descubrieron que son operaciones inversas. La notacion j—ij y
el signo de la integral son de Leibniz; Newton hablaba de «fluxiones».

= Siglo XVIIIL Los Bernoulli, Euler y Lagrange extendieron el calculo a las series, las
ecuaciones diferenciales y la mecanica. Taylor y Maclaurin dieron los desarrollos en
serie de la Unidad 6.

= Siglo XIX: el rigor. Cauchy y Weierstrass definieron el limite con precision (la de-
finicién con € y §) y, con él, la continuidad y la derivada. Bolzano y Weierstrass dan
nombre a dos teoremas de la Unidad 5.
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1.3 Para qué sirve en ingenieria

Cada unidad de este cuaderno es una herramienta que se usa después:

= las funciones (Unidad 2), para escribir un fenémeno como un modelo: el area de una
seccion en funcion del ancho, el costo en funcién de la produccion;

= los limites (Unidad 3), para el comportamiento cerca de un punto o a largo plazo, y
para definir la derivada;

= la derivada (Unidad 4), para velocidades, aceleraciones y razones de cambio relaciona-
das: como cambia el nivel de un tanque cuando cambia el caudal;

= Ja variacion (Unidad 5), para optimizar: el disefio con menos material, la maxima area,
el minimo costo;

= las series (Unidad 6), para aproximar funciones con polinomios: asi calculan una
calculadora y una computadora sen x o +/x.
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Unidad 2 - Funciones: dominio, recorrido, inversa, composicion y
modelos

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno utilizar4 el concepto de
funcién y sus caracteristicas principales para aplicarlos en la formulacién de
modelos matematicos.

Plan 2016 (Calculo y Geometria Analitica, tema 2). El alumno analiza-
ré las caracteristicas principales de las funciones reales de variable real y
formulara modelos matematicos.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: en el Plan 2010, un problema en cada uno de los 10 finales revisados:
funcién inversa en 5 (dos dadas en paramétricas y una por partes), composicién
en 2 (una con producto), modelo geométrico en 2 y dominio y recorrido en 1. En
el Plan 2016, un problema en cada uno de los 39 finales de Calculo y Geometria
Analitica: funcién inversa en 19 (tres de ellas dadas en paramétricas), paramétricas
a forma cartesiana en 9, composicion, producto o cociente en 6, funcion por partes
en 3, modelo en 1y dominio y recorrido de una funcién dada por una ecuacion en
1. En los 12 primeros parciales revisados hay 38 problemas de esta unidad (tres en
casi todos): 12 modelos, 8 paramétricas, 8 inversas, 7 composiciones o productos y
3 funciones por partes.
= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee las secciones 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.5 (25 min): dominio, graficas basicas e inversa.
2. Aprende los procedimientos 2.3.6 (inversa) y 2.3.8 (paramétricas): juntos son
mas de la mitad de los problemas.
3. Sigue los dos ejemplos de la seccidén 2.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios 2.5 con crondmetro: 15 min cada uno, con grafica.
5. Plan 2016: agrega las secciones 2.1.8 y 2.1.9, el ejercicio 2.5.2 y el propuesto
2.6.5.

2.1 Conceptos y expresiones
2.1.1 Funcién, dominio y recorrido

Una funcién f de A en B es una regla que asigna a cada elemento x de A un tnico

elemento y = f(x) de B. También se describe como un conjunto de pares, f = {(x,y) |

y = f(x), x € A}, donde no hay dos pares con el mismo primer elemento. En una grafica,

esto se reconoce con la prueba de la recta vertical: toda recta vertical corta a la grafica

alo mas una vez.

» Dominio Dy: los valores de x para los que la regla da un niimero real (o los que el
enunciado indique, como «x € [—2,0]»).

» Recorrido (también rango o imagen) Ry: los valores y que efectivamente toma la
funcién, Ry = {f(x) | x € Dy}. El codominio es el conjunto de llegada, que puede ser
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mayor.

= Regla de correspondencia: la formula y = f(x). En forma explicitaes y = ...; en
forma implicita, una ecuacién como x? + y? = 4 mas una restriccion.

Cuando el enunciado no da el dominio, se toma el dominio natural: todos los reales donde

la regla tiene sentido. Las restricciones vienen de cuatro fuentes:

= Raiz de indice par: \/u exige u > 0. Las raices de indice impar (3/u) no restringen.

= Cociente: % exige D # 0; si el denominador es una raiz par, \/% exige u > 0.

= Trigonomeétricas inversas: ang senu y ang cos u exigen —1 < u < 1; ang sec u exige
lul > 1.

= Logaritmo: Inu exige u > 0.

2.1.2 Graficas basicas y transformaciones

Las graficas que mas aparecen en los exdmenes son las de esta tabla. Casi todas las raices de
los enunciados son arcos de circunferencia, elipse o hipérbola: se reconocen al completar
el cuadrado y elevar al cuadrado.

Regla Dominio Recorrido
y = x? (parabola) R [0, c0)
y=x*y=3ix R R

y =% [0,9) [0,09)
y= j—c (hipérbola) x#0 y#0
y = ] R [0, )
y = \a? — x? (semicircunferencia) [—a,a] [0,a]
y = S\laz — x? (semielipse) [~a,a] [0,b]
y= gxlxz — a? (hipérbola x| >a [0, 0)
horizontal)

y= S\lxz + a® (hipérbola vertical) R [b, o)

2 2 2 2
Las dos dltimas son las mitades superiores de Z—Z - }b)—z =1lyde }b)—z - % =1
Transformaciones. A partir de la grafica de y = f(x):

= y = f(x—h)+k: se traslada h unidades a la derecha y k hacia arriba (h, k con su signo);
n y = —f(x): se refleja respecto al eje x; y = f(—x): respecto al eje y;
= y=a f(x) cona > 0: se estira (a > 1) o0 se comprime (a < 1) verticalmente.

Asi,y=—4— %\l 16 — (x — 3)? es la semicircunferencia \/ 16 — x? comprimida a la mitad

(una semielipse), reflejada hacia abajo y con centro en (3, —4).
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2.1.3 Funciones por partes

Una funcidn por partes usa reglas distintas en intervalos distintos del dominio:

filx) sixel,
fo(x) sixel.

fGx) =

Su dominio es la unién I; U I, (cada I recortado al dominio de su regla) y su recorrido
es la unién de los recorridos de cada rama, cada una en su intervalo. En la grafica, los
extremos incluidos se marcan con punto lleno y los excluidos con punto vacio.

2.1.4 Operaciones con funciones y composicion

Para f y g se definen

(F2 000 = F) g0, (FR)) = F(x) g(x). (f) =19
g g(x)

con dominio D¢ N Dy (y, en el cociente, sin los ceros de g). La composicién es

(f - &) = f(gl). Dy.g ={x € Dy | g(x) € Dy}.

Primero se aplica g y luego f. El dominio de la composiciéon no se lee de la formula
simplificada: e*~2) 42 se simplifica a x, pero solo existe para x > 2. En general fog # gef.

2.1.5 Inyectividad y funcion inversa

f es inyectiva (uno a uno) si valores distintos de x dan valores distintos de y: f(x;) =
f(xy) = x; = xy. En la gréfica: toda recta horizontal la corta a lo mas una vez (prueba de
la recta horizontal). Una funcién estrictamente creciente o estrictamente decreciente en
su dominio es inyectiva. Es biyectiva si ademas su codominio es su recorrido.

Solo una funcién inyectiva tiene inversa f~!, definida por
f_l(y):x Aand f(x):y) fol :Rf, Rf—l :Df'

Se cumple (fo f~1)(x) = x en Rry (flef)(x)=xen Dy. La grafica de fleslade f
reflejada respecto a la recta y = x: el punto (a,b) de f pasa a (b, a).

Si f no es inyectiva (por ejemplo y = x?), se restringe su dominio a un intervalo donde
silo sea: y = x? con x > 0 tiene inversa /x; con x < 0, —/x. El signo de la raiz al despejar
lo decide la restriccién.

Inversa de una funcién por partes. Si cada rama es inyectiva y los recorridos de las
ramas no se traslapan, la funcién es inyectiva y su inversa es por partes: en cada rama
se despeja por separado, y el intervalo de cada rama de f™! es el recorrido de la rama
correspondiente de f.
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2.1.6 Funciones en forma paramétrica

Una funcién puede darse con un parametro:

Nx=x@)
fr N tel

Cada t da un punto (x, y) de la grafica. Para la forma cartesiana se elimina el parametro:
se despeja t (o una funcidn de t, como sent) de una ecuacion y se sustituye en la otra,
o se usa una identidad (sent + cos?t = 1, sec®t — tan’t = 1, cosh?t — senh®t = 1). El
dominio es el conjunto de valores de x(t) con ¢ € I, y el recorrido el de (). Si no se da el
intervalo de ¢, lo imponen las raices o las restricciones sobre x y y.

2.1.7 Funciones trigonométricas directas e inversas

. .. . T
senx y cos x tienen dominio R y recorrido [—1,1]; tanx y sec x excluyen x = 3+ k;
cotx y csc x excluyen x = k. Ninguna es inyectiva: para invertirlas se restringen a un
intervalo principal.

Inversa Dominio Recorrido (valor principal)
T T

ang sen x [—1,1] _E’E]

ang cos x [-1,1] [0, 7]
T

ang tan x R (_E’E)

ang cot x R 0, 7)
T T

ang sec x x| >1 [O’E)U(E’”]

y = ang sen x significa sen y = x con y en el intervalo principal. Por eso ang sen(sen x) =

xsolosix € [—E, E]. (Para ang sec algunos textos usan otro intervalo principal; aqui se

usa el de la tabla.)

2.1.8 Logaritmo natural y exponencial soLo PLAN 2016

soLo pLAN 2016 El logaritmo natural In x tiene dominio (0, o) y recorrido R; es creciente,
In1=0ylne=1.Suinversa es la exponencial ¢*, con dominio R y recorrido (0, c0):

Y = x (x> 0), Ine* = x (x €R).
Sus graficas son simétricas respecto a y = x (figura). Propiedades, con a,b > 0:
In(ab) =Ina+1Inb, In ;—; =Ilna—-Inb, Ind =rlna,
x+y X,y —x 1 x\" rx
eV =eed, e¥=—, () =~
e

Cambio de base: paraa > 0,a # 1, log, x = E—Z ya* = eXlne,
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y
y=e" y =X
1 _--" y=Inx
‘/ -
o 7
X
/r 1
/
1
1
1
I
I
]
2.1.9 Funciones hiperbélicas soLo PLAN 2016
soLo pLAN 2016 Se definen con la exponencial:
X —X X —X
ef—e ef+e senh x
senhx = ————, coshx = ————, tanhx = ———,
2 cosh x
1 1 1 . .
y cothx = , sechx = ——, cschx = ——. La identidad fundamental es
tanh x cosh x senh x

cosh® x — senh?® x = 1,

por eso x = acosht, y = bsenht recorre la rama derecha de la hipérbola Z

Yy _
E=1

Graficas: senh x es impar, creciente, con recorrido R; cosh x es par, con minimo cosh0 = 1
y recorrido [1, o) (la forma de una cadena colgante); tanh x es creciente, con recorrido

(—1,1) y asintotas y = #1.

Las inversas tienen forma logaritmica (se obtienen despejando e’ de una ecuacién de

segundo grado):
senh ™ x—ln<x+ x%
cosh™ x = (x +/x?
tanh™ ' x = l In 1+x’
2 1—x

-1 .
Para cosh™  se restringe coshx a x >

2.1.10 Modelos geométricos

1), x €R,
1), x2>1,
x| < 1.

0, donde es inyectiva. En algunos examenes se
escriben «ang senh», «ang cosh», «ang tanh».

Formular un modelo es escribir una cantidad (area, perimetro, volumen, costo) como
funcién de una sola variable, con su dominio. Casi siempre hay dos variables relacionadas

16
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por un dato fijo (un area, un perimetro, un material) o por una figura (Pitagoras, tridngulos
semejantes, un punto sobre una curva). Esa relacién se usa para eliminar la variable que
sobra. El dominio lo dan las condiciones fisicas: longitudes positivas (o no negativas), la
figura cabe en la otra. Estos modelos son el primer paso de los problemas de optimacién

de la Unidad 5.

2.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«determinar el dominio y el recorrido» ~ dominio natural y 2.3.1,23.2
de una regla con raices, cocientes, In o recorrido

ang sen

Ja? = (x — h)2, Jx? + 4x, «trazar la reconocer la cénica y 233
grafica» trazar el arco

una regla con llaves y varios intervalos  funcion por partes 234
feg. g°f fg % «indicando su composicién u operacién 235
dominio»

«determinar si tiene inversa», «obtener  inversa y su grafica 2.3.6

f 1y, «biyectiva»

la funcién con inversa pedida estd dada  inversa rama por rama 2.3.7

por partes

x = x(t), y = y(t): «forma cartesiana», eliminar el pardmetro 2.3.8
«forma explicita», «y = f(x)»

«en funcién de», «en términos modelo de una variable 2.3.9

unicamente de», con figura

2.3 Procedimientos

2.3.1 Dominio

1. Si el enunciado da el intervalo, ese es el dominio (revisa que la regla exista en todo él).
2. Sino, anota una condicién por cada restriccion: radicando par > 0, denominador # 0,

argumento de In > 0, argumento de ang sen o ang cos entre —1 y 1.

3. Resuelve cada desigualdad (completa el cuadrado o factoriza; tabla de signos si hace

falta) e intersecta los conjuntos.
4. Escribe el dominio con intervalos.

2.3.2 Recorrido

1. Por monotonia: si f es continua y creciente (o decreciente) en su dominio, el recorrido
va de un extremo al otro. Evalia en los extremos incluidos y toma el valor al que se

acerca f en los excluidos y en +oo.

2. Despejando x: de y = f(x) despeja x en términos de y; los y para los que el despeje
existe (y da x en el dominio) forman el recorrido. Es el mismo trabajo que la inversa.
3. Por la grafica: si la regla es un arco de cénica (2.3.3), el recorrido se lee del arco.
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2.3.3 Graficas de raices: arcos de conicas

1. Completa el cuadrado dentro de la raiz: 8 — 2x —x? = 9— (x +1)?, x? + 4x = (x+2)* — 4.

2. Aisla la raiz y eleva al cuadrado: de y = k + ¢ /= sale (y — k)? = ¢2(...). Identifica la
conica: circunferencia, elipse o hipérbola, con su centro.

3. El signo de la raiz decide la mitad: y = k + ¢/ es lamitad con y > k; y =k —c /7, la
dey <k

4. Elintervalo de x decide el arco. Marca extremos (llenos o vacios) y traza.

2.3.4 Funciones por partes

1. Para cada rama: recorta su intervalo al dominio de su regla. El dominio es la union.

2. Para cada rama: su recorrido en su intervalo (2.3.2). El recorrido de f es la unién.

3. Traza cada rama solo en su intervalo; evalda la regla en los extremos y marca punto
lleno si el extremo pertenece a la rama y vacio si no.

2.3.5 Composicion, producto y cociente

1. Regla: en f o g sustituye g(x) en lugar de x en f. Simplifica.
Dominio de f o g: x € Dy y g(x) € Dy. Escribe las dos condiciones antes de simplificar.

E.

2.
3. Dominio de fg, f = g: Dy N Dg; de L. ademas glx) = 0.
4. Recorrido y grafica de la funcion resultante con 2.3.2 y 2.3.3.

2.3.6 Funcién inversa

1. Dominio y recorrido de f (2.3.1, 2.3.2).

2. Inyectividad: muestra que f es creciente o decreciente en su dominio (por la forma
de la grafica o porque la parte que depende de x lo es). Si no lo es, no hay inversa: dilo
y explica por qué (dos x con el mismo y).

3. Despeja x de y = f(x). Al sacar raiz cuadrada aparece =+: el signo lo decide el dominio
de f (si x < —1, entonces x + 1 < 0 y se toma —).

4. Intercambia x y y: y = f1(x).

5. Dg-1 = Ry y Rg-1 = Dy. No calcules el dominio de £7! con su formula: la formula
puede existir en un conjunto mayor.

6. Grafica: traza f, la recta y = x y el reflejo; los puntos extremos (a, b) pasan a (b, a)
con el mismo tipo de punto (lleno o vacio).

7. Comprueba con un punto: si f(a) = b, entonces f(b) = a.

2.3.7 Inversa de una funcion por partes

1. Calcula el recorrido de cada rama en su intervalo.

2. Si cada rama es inyectiva y los recorridos no se traslapan, f es inyectiva.
3. Despeja x en cada rama por separado (2.3.6).

4. Arma f! por partes: la rama que viene de f; vale en el recorrido de f;.

2.3.8 Funciones en forma paramétrica

1. Con el intervalo de t, obtén el intervalo de x(¢) (dominio) y el de y(¢) (recorrido). En
las trigonométricas, usa los valores de sent y cost en ese intervalo.
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3.
4.
5.

. Elimina el parametro: despeja sent, cost, tant (o t) y usa la identidad que corresponda.

Si hay sen®t o cos?t, la parabola sale directo de sen?t + cos?t = 1.
Escribe y = f(x) explicita, eligiendo el signo de la raiz con el recorrido.
Traza el arco marcando los puntos de los extremos del intervalo de t.
Si piden la inversa, aplica 2.3.6 a la forma cartesiana.

2.3.9 Modelos geométricos

1.
2.
3.

Dibuja la figura y nombra todas las variables (la que pide el enunciado y las auxiliares).
Escribe la cantidad pedida con todas sus variables (area, perimetro, volumen, costo).
Escribe la relacién entre variables: el dato fijo (area, material, perimetro) o la geometria
(Pitagoras, semejanza, el punto sobre la curva).

. Despeja la variable auxiliar y sustituye: la cantidad queda en funcién de una sola

variable.

. Dominio: exige que todas las longitudes sean positivas y que la figura quepa.

2.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Inversa de una funcién con radical

Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 1.

Para la funcion F = {(x, y) ‘ y=3+Vx®+4x; x< —4} obtenga su funcion inversa,

asi como el dominio y el recorrido de ésta, y trace la grafica de ambas funciones.

Resolucion.

1. Dominio de F: el dado, x < —4. Ahi x? + 4x = x(x + 4) > 0 (producto de dos
negativos), asi que la raiz existe.

2. Inyectividad: se completa el cuadrado, x? + 4x = (x + 2)? — 4. Para x < —4 se
tiene x + 2 < —2; al disminuir x, (x + 2)2 crece. Entonces F es decreciente y tiene
inversa.

3. Recorrido de F: cuando x — —47, la raiz tiende a 0 y y — 3 (sin alcanzarlo,
porque —4 no esté en el dominio); cuando x — —oo, y — co. Entonces R = (3, ).

4. Despeje:
y=3=y(x+2)2-4

(y—-3)P%+4=(x+2)°

x+2=—(y—3)%+4.

Se toma el signo negativo porque x + 2 < -2 < 0.

5. Intercambio: F71(x) = —2 — J(x — 3)? + 4.

6. Dp-1 = Rp = (3,00) y Rp-1 = Dp = (—00,—4). Comprobacién: F(=5) = 3 ++/5y
F1(3+45)=-2-y5+4=-5.

7. Gréfica: de (y — 3)% = (x + 2)? — 4 sale la hipérbola @ - @
(=2,3). F es la parte de la rama izquierda con y > 3; F~! es su reflejo respecto a
¥y = x, con punto vacio en (3, —4).

=1, de centro
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—4

Resultado: F~'(x) = —2 — \/(x — 3)? + 4, con Dp-1 = (3,0) y Rp-1 = (—00, —4).

Ejemplo resuelto - Perimetro de un terreno en funcion del radio

Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 1.

Un terreno esta formado por tres partes alineadas: la central es un rectangulo y
los extremos son semicirculos de radio r (figura). Si el area del terreno es 20 m?,
determine su perimetro en funcién exclusivamente del radio de los semicirculos.

d

A =20m?

Resolucion.

1. Variables: r, radio de los semicirculos, y x, largo del rectangulo; su alto es 2r.

2. Cantidad pedida: el perimetro son los dos lados largos del rectangulo y los dos
semicirculos (una circunferencia completa): P = 2x + 27zr.

3. Relacion: el area es la del rectangulo mas la de un circulo: 2rx + art = 20, de

20—7r?
donde x = iy
2r

20
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4. Sustitucién:

) 20 — 7r?
2r

P=2 +2ﬂr:@—nr+2nr=@+ﬂr.
r r

5. Dominio: r > 0y x > 0, es decir, 20 — Tt >0r <, [2”—0 = 2\E ~ 2.52.

Resultado: P(r) = zr_o +mrm,con0<r< 2\/§.

2.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2.5.1 - Composicion con dominio, recorrido y grafica

Adaptado de: ler final 2013-1, tipo C, problema 1.

Dadas las funciones f(x) = \x? — 4y g(x) = x + 2, determine el dominio y el recorrido

de f o g y bosqueje su grafica.

Resolucion.

1. Regla: (fog)(x) = f(x+2) =(x +2)? —4 = Jx? + 4x.

2. Dominio: Dy =Ry Dy ={x||x| > 2}. Sepide [x +2| > 2: x+2>20x+2< —2,es
decir, x > 0 0 x < —4. (Lo mismo da x(x + 4) > 0.)

3. Recorrido: laraiz vale 0 en x = 0 y en x = —4 y crece sin limite cuando |x| — oo; toma
todos los valores y > 0.

2 2

4. Grafica: y2 = (x+2)?—4, es decir, @ - yT = 1: hipérbola de centro (-2, 0), vértices
(—4,0) y (0,0) y asintotas y = =(x + 2). La funcién es la mitad superior (y > 0) de sus
dos ramas.

y=-x=2. sYy=x+2

Resultado: (f o g)(x) = Vx2 + 4x, con dominio (—0, —4] U [0, c0) y recorrido [0, ).

Ejercicio 2.5.2 - Composicion de exponencial y logaritmo

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-1, tipo C, problema 3.

soLo PLAN 2016 Sean las funciones f(x) = €* + 2 y g(x) = In(x — 2). Determine el dominio
y el recorrido de f o g y trace su grafica.

21
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Resolucion.

1. Dominio: Dy = {x | x —2 > 0} = (2,); Dy = R, asi que todo valor de g estd en Dy.
Entonces Dy, = (2, ).

2. Regla: (f o g)(x) = "2 4 2 = (x — 2) + 2 = x, porque e™¥ = y para u > 0.

3. Recorrido: y = x con x > 2 toma todos los valores mayores que 2: (2, o).

4. Gréfica: la parte de la recta y = x con x > 2, con punto vacio en (2,2). La regla

simplificada es x, pero la funcién no es la identidad en R.

y

y=x,x>2

Resultado: (f - g)(x) = x, con dominio (2, o) y recorrido (2, o).

Ejercicio 2.5.3 - Funcion por partes con arcos de conicas

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo C, problema 1.

Sea la funcién

—2-y9—(x+1)? six<-1,

&)= —44+J(x+3)2 -4 six>-1

Determine el dominio y el recorrido y trace la grafica de f.

Resolucion.

1.

22

Primerarama: 9—(x+1)°>0 < |x+1/<3 < —-4<x<2 Conx< —1 queda

[—4,—1). Es la circunferencia (x + 1) + (y + 2)? = 9 (centro (—1, —2), radio 3), mitad

inferior, cuarto izquierdo: de (—4, —2) (lleno) a (—1, —5) (vacio). Recorrido: (-5, —2].

Segunda rama: (x + 32>4 < x>-1ox< -5 Conx > —1queda[—1,0).Es
(x+3)?  (y+4)?

la hipérbola - =1 (centro (-3, —4)), parte superior de la rama derecha:
empieza en el vértice (—1, —4) y sube acercandose a la asintota y = x — 1. Recorrido:
[_43 00)

Dominio: [—4,—1) U [—1,00) = [—4, o).
Recorrido: (—5, —2] U [—4, o) = (-5, ).
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y y=x-1

(-4,-2)

Resultado: Dy = [4,00) y Ry = (=5, 00).

Ejercicio 2.5.4 - Inversa de un arco de elipse

Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 1.

Para la funcién f = {(x, y) ‘ y=2+ %\M -x% xe[-2, O]}, obtenga su inversa y trace la
grafica de ambas funciones.

Resolucion.
1. Inyectividad y recorrido: en [—2,0], 4 — x? crece de 0 a 4, asi que f es creciente:
3
f(=2)=2y f(0)=2+ 5 +2="5. Entonces Ry = [2,5].
2. Despeje:

2(y—2)=+4—x?

=a-iy-22=2[o-(y-2)7]

x = —;[9—(3/—2)2.

Se toma el signo negativo porque x € [—2,0].

. Intercambio: f~!(x) = —5\/9 —(x —2)2, con D1 = [2,5]y Ry = [-2,0].

2 _92)2
. Grafica: f es el cuarto superior izquierdo de la elipse XI I o) 1, de (-2,2) a

=
(0,5); ! es su reflejo, de (2,-2) a (5,0).

23
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(0,5)

(-2,2)

-

PR

(2,-2)

Resultado: f~'(x) = —2\/9 — (x = 2)2, x € [2,5], con recorrido [-2, 0].

Ejercicio 2.5.5 - Inversa de una funcién por partes
Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 1.

Dada la funcién

—2x2 six >0,
3—-x° six< 0,

fx) =

determine la regla de correspondencia de ™!, el dominio y el recorrido de f y de f~!, y
trace la grafica de ambas funciones.

Resolucién.

1. Rama x > 0: —2x2 es decreciente y vale 0 en x = 0; su recorrido es (—oo, 0].

2. Rama x < 0: —x° es decreciente y positiva; 3 — x> toma todos los valores mayores que
3 (el 3 se alcanzaria en x = 0, que no es de esta rama). Recorrido: (3, o).

3. Inyectividad: cada rama es decreciente y los recorridos (—eo, 0] y (3, o) no se traslapan:
f esinyectiva. Dy = Ry Ry = (—oo, 0] U (3, ).

4. Despeje por ramas: de y = —2x% con x > 0, x = —% (cony <0).Dey=3-x,
x=3/3—y(cony >3, quedax<0).

5. Inversa:
[ x .
1 - six <0,
)= 2

I3 —x six>3.
D1 = (=00,0]U (3,00) y Ry-1 =R

6. Grafica: f tiene un punto vacio en (0,3) y uno lleno en (0,0); en f~! pasan a (3,0)
vacio y (0,0) lleno.
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Resultado: f~!(x) = [—g six <0y fl(x) = ¥B—xsix >3 Df = Rp1 =
Rf = Df—l = (—00,0] U (3, ).

Ejercicio 2.5.6 - Paramétricas a forma explicita
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2020-1, tipo A, problema 1.
Sea la funcién

0<0<

SR

x =3+ 2senf
foy 2
y =4cos* 6

Ry

a) Determine la forma explicita de su regla de correspondencia. b) Obtenga el dominio y

el rango de f. c) Trace la grafica de f.
Resolucion.
1. Eliminar el parametro: senf = %3 y cos?0 = 1 —sen? 0, asi que

—@]:4—@—3)?

y= 4[1
z
> 2
3. Rango: cos?f vade 1a 0, asi que y va de 4 a 0: Ry =10,4].

2. Dominio: en [0 ] sen® vade0al,asiquexvade3a5: Dy =[35]

4. Gréfica: arco de la parabola de vértice (3,4) que abre hacia abajo, de (3,4) (0 = 0) a

(5.0 0= 7).
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Resultado: y = 4 — (x — 3)2, con dominio [3,5] y rango [0, 4].

Ejercicio 2.5.7 - Inversa de una funcion en paramétricas

Adaptado de: 1er final 2012-2, tipo A, problema 1.

Dada la funcion en forma paramétrica

XZ\ECOSO(

y:3sen2a

f:

determine su funcién inversa f1(x) en forma cartesiana y el dominio y el recorrido de f
yde fL
Resolucion.

1.

4.
5.

Dominio de f: en (0, %], cos & toma los valores de [0, 1) (el 1 corresponde a a = 0,

excluido). Entonces x € [0, \@)
Recorrido de f: sen® a toma los valores de (0, 1], asi que y € (0, 3].

Forma cartesiana: cos?

[0, \/3) tiene inversa.
Despeje: x> =3 — yy, como x > 0, x = /3 — y. Intercambio: f~!(x) = /3 — x.
Dy1 =Ry =(0,3]y Rp1 = Dy = [0,43).

2
a = % yy = 3(1 — cos? oc) = 3 — x2. Es decreciente en

Resultado: f(x) = 3—x% con Dy = [0, \E),Rf =(0,3]; f 1(x) = V3 - xcon D1 = (0,3],
Rf—l = [0, \/g)

Ejercicio 2.5.8 - Area de una cruz en funcion de su base

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo C, problema 1.

Una cruz se forma recortando cuartos de circulo iguales en las cuatro esquinas de un
cuadrado de 20 cm de lado; la base b de la cruz es el tramo recto que queda de cada lado
(figura). a) Determine la regla de correspondencia de la funcién f que da el area de la cruz
en términos de su base b. b) Obtenga el dominio y el recorrido de f. c) Trace la grafica de

f.

Resolucién.
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1. Variables: r, radio de los cuartos de circulo, y b. Cada lado mide r + b + r = 20, asi que
20-b
i 2
2. Area: el cuadrado menos cuatro cuartos de circulo (un circulo completo): A = 400 —7r?.

3. Sustitucion:

2
f(b) = 400 — (207_[’) =400 — %(20 —b)2.

4. Dominio: b > 0y r > 0 (si r = 0 no hay recorte ni cruz), es decir, 0 < b < 20. Con
b = 0los cuartos de circulo se tocan en el punto medio de cada lado.

5. Recorrido: f es creciente en [0, 20) ((20 — b)? decrece). f(0) = 400 — 1007 = 85.8 y
f(b) — 400 cuando b — 20: Ry = [400 — 1007, 400).

6. Grafica: arco de parabola que abre hacia abajo con vértice en (20, 400), punto lleno en
(0,400 — 1007) y vacio en (20, 400).

400 -0

20 cm

\ / 400 — 1007
b

20

Resultado: f(b) = 400 — g(zo —b)* em?, con Dy = [0,20) y Ry = [400 — 1007, 400). Si
se admite b = 20 (el cuadrado sin recortes), el dominio es [0, 20] y el recorrido [400 —
10077, 400].

2.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.2.

Ejercicio propuesto 2.6.1

Adaptado de: 1er final 2005-2, tipo B, problema 1.

Obtenga el dominio y el recorrido de la funcién f(x) = y trace su gréafica.
1

—
Resultado: Dy = (1,00), Ry = (0, ).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 106.
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Ejercicio propuesto 2.6.2
Adaptado de: 2° final 2006-2, tipo A, problema 1.

Sean f(x) = vx y g(x) = x?+ 1. Obtenga las funciones fogy f-gy determine el dominio
y el recorrido de cada una.

Resultado: (f » g)(x) = vx2 + 1, dominio R, recorrido [1,0); (f - g)(x) = Jx (x? + 1),
dominio [0, o), recorrido [0, c0).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 106.

Ejercicio propuesto 2.6.3
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-1, tipo C, problema 2.

Obtenga el dominio, el recorrido y la regla de correspondencia de la funcién inversa de

f(x): x—1

3x+2°
Resultado: f~'(x) =

2x+1
1-3x
— Resolucién en el Apéndice E, p. 106.

, con dominio R \ {%} y recorrido R \ {—%}

Ejercicio propuesto 2.6.4
Adaptado de: 2° final 2001-2, tipo A, problema 1.

Dada la funcion en forma paramétrica

x =3cost, x>0,
y=4sent, y2>0,

determine su funcion inversa, si es que tiene, su dominio y su recorrido, y trace la grafica
de ambas funciones.

Resultado: f(x) = 3\/9 -x%, x € [0,3]; f}x) = %\/16 — x2, con dominio [0,4] y
recorrido [0, 3].

— Resolucién en el Apéndice E, p. 107.

Ejercicio propuesto 2.6.5

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2024-2, tipo C, problema 5.

soLo PLAN 2016 Obtenga el dominio y el recorrido y trace la grafica de la funcion

x = cosht
f: t>0.
y = 2senht

Resultado: y = 24/x? — 1, con dominio [1, c0) y recorrido [0, c0).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 107.
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Ejercicio propuesto 2.6.6

Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 1.

De un tronco de seccion circular de didmetro D se cortara una viga de seccién rectangular
de ancho x. Exprese el area de la seccion de la viga en funcién del ancho x.

Resultado: A(x) = xo/D? — x2, con 0 < x < D.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 108.

2.7 Errores frecuentes

1.

Dominio de f~! con su férmula. v/3 — x existe para x < 3, pero en el ejercicio 2.5.7
el dominio de f™! es (0, 3]: es el recorrido de f.

. Signo de la raiz al despejar. Al despejar x de x? = ... aparece +; el signo lo decide el

dominio de f, no la costumbre de tomar el positivo.

. Dominio de la composicion con la formula simplificada. "2 4 2 = x solo

para x > 2. Se escribe primero x € Dy y g(x) € Dy.

. Confundir f o g con ge f ocon el producto fg.
. Olvidar la condicién estricta del denominador. —— pide x > 1, nox > 1.

1
x—1

. Extremos mal marcados. En la grafica de f7!, cada punto lleno o vacio de f pasa

con el mismo tipo a la posicion (b, a).

. Paramétricas sin el intervalo del parametro. La forma cartesiana sola (y = 3 — x?)

no dice qué arco es; el dominio y el recorrido salen de cosa y sena en el intervalo
dado.

. Recorrido de una funcién por partes como el de una sola regla. Cada rama se

evalua solo en su intervalo y luego se unen los recorridos.

. Modelo con dos variables. El resultado debe depender solo de la variable pedida; la

otra se elimina con la relacién del enunciado. Y siempre lleva dominio.

2.8 Formulario de emergencia de la unidad

Dominio: Ju = u > 0; i = u# 0;lnu= u>0;angsenu, angcosu = |u| < 1.
f ,

D¢, ={x€D € D¢} -Df, =DrN D, -en =, ad * 0.

fog = {x o | &(x) '} Drg f N Dy - en ., ademds g(x)

Inversa: D-1 = Ry, Rg-1 = Dy; F(f1(x)) = x; grafica simétrica respecto a y = x.
Inyectiva: estrictamente creciente o decreciente; recta horizontal corta una vez.
y = k + cyJa® — (x — h)?: circunferencia (c = 1) o elipse de centro (h,k); y = k +
c\J(x — h)? — a2 0 \/(x — h)? + a?: hipérbola.
y = f(x — h) + k: traslacién (h, k) - — f(x): reflejo en el eje x - f(—x): en el eje y.
Paramétricas: sen’t + cos®t = 1 - sec’t — tan?t = 1 - cosh®t — senh®t = 1.

Inx o = ¢¥lna

Ina

angsen: [-1,1] —» [—% %] -angcos: [-1,1] - [0,7] - angtan: R — (—%
SOLO PLAN 2016 senhx = ex_ze_x, coshx = ex;e_x .senhlx = In (x+\lx2 + l) .
cosh ' x =In (x +/x% — 1) tanh 'x = % In 2

1-x

N

SOLO PLAN 2016 €% = x (x > 0), Ine* = x - log, x =
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2.9 Procedimiento recomendado en el examen

1.

4.
5.
6.

Escribe primero el dominio y el recorrido de la funcién dada: casi todos los problemas
los piden y la inversa sale de ellos.

Completa el cuadrado en cada raiz y nombra la cénica: la grafica y el recorrido salen
de ahi.

Inversa: inyectividad (una frase), despeje con el signo justificado, intercambio, Dp =
Ry.

Dibuja f,larectay = x y f~! en los mismos ejes, con los extremos marcados.
Comprueba con un punto: f(a) =b = f~1(b) = a.

Modelo: figura, variables, relacion, sustituciéon y dominio, en ese orden.

Si no se termina el despeje, el dominio, el recorrido y la grafica de f ya valen buena parte
del problema.
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Unidad 3 - Limites y continuidad: formas indeterminadas sin
L’Hépital y funciones por partes

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno aplicara el concepto de
limite para calcular el limite de una funcién y para determinar su continuidad.

Plan 2016 (Calculo y Geometria Analitica, tema 3). El alumno calculara
el limite de una funcién real de variable real y analizara la continuidad de la
misma.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: Plan 2010: sale en los 10 finales revisados, con 12 problemas (9 de
limites y 3 de continuidad); casi siempre es el problema 2, con dos o tres incisos.
Plan 2016: en 38 de los 39 finales de Célculo y Geometria Analitica (2016-1 a 2026-2)
hay un problema de esta unidad: 28 de limites, 8 de continuidad y 2 de asintotas
con grafica. En el primer parcial salen dos problemas (20 en 10 parciales): limites,
continuidad con constantes y asintotas.
= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccidn 3.1 y la tabla de la seccién 3.2 (20 min).
2. Aprende las técnicas de la seccidn 3.3: factorizar, racionalizar, cambio de variable,
8% 1y dividir entre la mayor potencia.
3. Sigue los dos ejemplos de la seccidn 3.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios 3.5 con crondmetro: 5 minutos por inciso de limite y 12
minutos por problema de continuidad o de asintotas.
= Sin L’Hopital: los enunciados de los dos planes dicen «sin emplear la regla de
L’Hopital». Esa regla se ensefia en Calculo Integral y en este cuaderno no se usa.

3.1 Conceptos y expresiones

Limite. lim,_,, f(x) = L significa que f(x) se acerca tanto como se quiera a L cuando x
se acerca a a sin llegar a a. Lo que pasa en x = a no importa: f(a) puede valer otra cosa
o no existir. En la definicién formal, para todo & > 0 existe § > 0 tal que 0 < |[x —a| < §
implica |f(x) — L| < ¢. Los exdmenes no piden demostraciones con ¢ y §; piden calcular
limites.

Limites laterales. lim,_,,- f(x) usa solo valores x < a, y lim,_,,+ f(x) solo valores x > a.
El limite existe si y solo si los dos laterales existen y son iguales:

chllr}l f)=L < xlirgf fx)= lim+ f(x)=1L.
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L™ # L": no existe

Teoremas sobre limites. Si lim f = Ly lim g = M, entonces el limite de la suma, la
diferencia y el producto es L+ M, L—M y LM; el del cociente es ﬁ siM # 0;ylim (/? =YL
(con L > 0 sin es par). En consecuencia, los polinomios, las racionales en los puntos de su
dominio, las raices, las trigonométricas, la exponencial y el logaritmo se resuelven por
sustitucion directa.

Formas indeterminadas. Cuando la sustitucién da %, E, 00 — 000 0 - o0, el resultado no
se conoce todavia: hay que transformar la expresion (factorizar, racionalizar, cambiar de
variable, usar un limite notable) hasta que la sustituciéon dé un nimero. En cambio, k con
k # 0 no es indeterminada: el limite es infinito (o no existe), y se estudia con los laterales.
El limite trigonométrico fundamental. Con x en radianes,

senu

lim =1
u—>0 u

En el circulo unitario, con 0 < x < % el triangulo OAP, el sector OAP y el triangulo OAT

. . . 1 1 1 o
estan uno dentro del otro, asi que sus areas cumplen gsenx < ox < o tanx. Al dividir

1 : : sen x :
entre - sen x e invertir, cos x < —= < 1; como cosx — 1, el cociente queda atrapado y

tiende a 1 (teorema del emparedado).

=1
T
P
tan x
sen x
X
ol cosx A
De ese limite salen los demés (todos con u — 0):
tanu u 1—cosu 1 1—cosu
— 1, -1, _— -, _—
u senu u? 2 u
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El tercero se obtiene multiplicando por 1 + cos u:

1—cosu _ 1-cos’u _(senu)2 1 51.1
u® u2(1 + cosu) u 1+cosu 2
La variable u puede ser cualquier expresion que tienda a cero: > X, y Ser;(f;3) -1

si x — 3. El argumento del seno y el denominador deben ser iguales.
Limites al infinito. lim,_,, f(x) = L significa que f(x) se acerca a L cuando x crece sin

cota. Lo basico es 5 — 0 (n > 0). Cuidado con las raices: \/; = |x|, que vale x si x — oo

y —x si x = —oo.

Limites infinitos y asintotas. lim,_,,+ f(x) = oo significa que f(x) crece sin cota cuando

x se acerca a a por la derecha. Entonces:

= larecta x = a es asintota vertical si al menos un limite lateral en a es 0 0 —co (en una
racional simplificada, donde se anula el denominador y no el numerador);

= larecta y = L es asintota horizontal si lim,_,,, f(x) = L o lim,_, o f(x) = L.

Decir que un limite «es co» es decir que no existe como nimero, pero describe como crece

la funcién.

Continuidad en un punto. f es continua en x = a si se cumplen las tres condiciones:

1. f(a) esta definida;

2. lim,_,, f(x) existe (los dos laterales son iguales);

3. lim,,, f(x) = f(a).

Si falla alguna, f es discontinua en a. La discontinuidad es evitable si el limite existe pero

f(a) no esta definida o vale otra cosa (un hueco en la grafica); de salto si los laterales son

finitos y distintos; infinita si un lateral es oo (asintota vertical). Una funcién es continua

en un intervalo si lo es en cada punto; en un extremo cerrado basta el limite lateral de

adentro.

Funciones por partes. Cada regla (polinomio, raiz, trigonométrica) es continua en su

propio tramo. Los unicos puntos en duda son aquellos donde cambia la regla. Ahi se

igualan los laterales y el valor de la funcion; si la funcién tiene constantes, esas igualdades

son las ecuaciones que las determinan.

y y

continua en a discontinua en a (salto)
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3.2 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
cualquier limite sustituir primero 33.1
3
cociente de polinomios que da %: ’;—ill factorizar y cancelar 3.3.2
% con raices cuadradas: —?;L:; racionalizar 333
raices de distinto indice: ;/i:i cambio de variable x ="  3.34
sen, tan, csc, cot o 1 — cos con x — 0 limites notables 3.3.5
X — 000X > —00 dividir entre la mayor 3.3.6
potencia
E, «limites infinitos», «asintotas», laterales y signos 3.3.7
«trazar la grafica»
|x —al, x = a*, funcién por partes en el  limites laterales 3.3.8
punto de cambio
«continua», «valor de a y b» tres condiciones en cada 3.3.9
punto de cambio
e*, senh, cosh, In soLo PLAN 2016 sustitucion o dividir entre 3.3.10
X
e

3.3 Procedimientos

3.3.1 Sustitucion directa (siempre primero)

1. Sustituye el valor de x. Si sale un niimero, ese es el limite: escribe «sustitucién directa»
y termina.

2. Sisale %, E, 00 — 000 0 - 00, es una forma indeterminada: elige la técnica con la tabla
de la seccion 3.2.

3. Sisale % con k # 0, el limite es infinito o no existe: seccidén 3.3.7.

3.3.2 Factorizar

1. Si x = a anula numerador y denominador, los dos tienen el factor (x — a).

2. Factoriza con productos notables: x> —a? = (x—a)(x+a), x> —a®> = (x —a)(x® +ax +a?),
23 +a® = (x + a)(x? — ax + a?), o con divisién sintética entre x — a.

3. Cancela (x — a) (vale porque x # a dentro del limite) y sustituye.

4. Con una resta de fracciones (co — o), primero el denominador comun; luego factoriza.

3.3.3 Racionalizar

1. Multiplica numerador y denominador por el conjugado de la expresion con raiz:
(WA-B)WA+B)=A- B

2. Si hay raices arriba y abajo, multiplica por los dos conjugados (doble racionalizacion).

3. Aparece el factor (x — a) arriba y abajo, quiza como (a — x) = —(x — a): cancélalo y
sustituye. Los conjugados que quedan se evaluan al final.
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3.3.4 Raices de distinto indice: cambio de variable

1.

2.
3.

Si aparecen {/x y ¢/x, sea m el minimo comtin multiplo de p y g, y haz x = t"™. Entonces
gx = "/P y ¢/x = ™/ son potencias enteras de .

Cambia también el valor al que tiende: si x — a, entonces t — %/a.

Queda un cociente de polinomios en ¢: factoriza (seccién 3.3.2).

3.3.5 Limites trigonométricos

en u cosu

1. Escribe todo en senos y cosenos: tanu = $ ,cscu = ;, cotu = ,secu = .
cosu senu enu cosu
sen(ku) Y o1 sen 3x

2. Arma cada factor T multiplicando y dividiendo por la constante que falte: —— =
3. sen 3x -3

3. Con 1 — cos(ku), arma l_fko—;)(fu) — % o multiplica por 1 + cos(ku).

4. Six — a # 0 0 x — oo, cambia de variable para que la nueva tienda a cero: u = x —a, o
u=1l,

5. Los cosenos que quedan sueltos se sustituyen: cos 0 = 1.

3.3.6 Limites al infinito

1.

4.

Divide numerador y denominador entre la mayor potencia de x del denominador; usa

k
x—"—>0.

. Atajo para cociente de polinomios de grados n (arriba) y m (abajo): si n < m, el limite

es 0; sin = m, es el cociente de los coeficientes principales; si n > m, es +oo.

. Con raices, saca la potencia de la raiz: \/9x2 +2 = |x|\/9 +5.Six > oo, |x| = x;si

2
X
x — —oo, |x| = —x y el signo cambia.
Con VA — /B (forma co — o), racionaliza primero.

3.3.7 Limites infinitos y asintotas

1.

Dominio: factoriza el denominador y anota donde se anula. Simplifica los factores
comunes.

. Asintotas verticales: en cada cero del denominador que no anula el numerador

(después de simplificar), calcula los dos laterales. Cada uno da 40 0 —oo segtin el signo

de %: determina el signo de cada factor con un valor cercano (por ejemplo x = 3.1y
x =29).

. Si el factor se canceld, no hay asintota: hay un hueco (discontinuidad evitable), y su

altura es el limite de la funcién simplificada.

. Asintota horizontal: calcula lim,_,, y lim,_, ., (seccion 3.3.6).
. Grafica: dibuja las asintotas punteadas, las intersecciones con los ejes y los signos de

f entre los ceros; une con los limites como guia.

3.3.8 Limites laterales y valor absoluto

1.

Quita el valor absoluto segtin el lado: si x — a*, [x —a|=x—a;six > a,|x —a| =
—(x —a).

. En una funcién por partes, el lateral izquierdo usa la regla de los x < a y el derecho la

de los x > a.
Si los dos laterales son iguales, ese es el limite; si son distintos, el limite no existe.
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3.3.9 Continuidad de funciones por partes con constantes

1.

4.

Seiiala los puntos donde cambia la regla y revisa que cada regla sea continua en su
tramo (polinomio, raiz con radicando no negativo, denominador distinto de cero).

. En cada punto de cambio x = ¢, revisa las tres condiciones una por una: f(c) (con la

regla que incluye a c, la del < o el >); los dos laterales; y su igualdad con f(c). Escribe
«se cumple» 0 «no se cumple» en cada una.

. Si hay constantes, la igualdad de los laterales y f(c) da una ecuacion por punto de

cambio. Resuelve el sistema.
Sustituye los valores en las tres condiciones para comprobar.

3.3.10 Exponencial, logaritmo e hiperbélicas soLo PLAN 2016

1.

. Al infinito: & — oy e~

ef—e™¥ e +e

e*, Inx (con x > 0), senhx = y coshx = son continuas: casi siempre

basta la sustitucion directa. En Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo A,
s ; senh4x—coshx _ 0-1 _ P, .

problema 2, inciso c), lim,_,q — -1 =1 sale por sustitucion directa.

X

— 0 si x — oco. Con un cociente de exponenciales, divide

ef—e™
X

entre la exponencial de mayor exponente. Asi, tanh x = Fre T

six — —oo.

—>1lsix—>ooy——1

. Con logaritmos, junta en uno solo antes de sustituir: In |x? — 1| =In|x — 1| = In|x +1| —

In2 si x — 1 (asi se resuelve el inciso b del problema 2 del 2° final 2026-2 de Calculo y
Geometria Analitica).

3.4 Ejemplo resuelto
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Ejemplo resuelto - Raices de distinto indice, sustitucion directa y raiz al infinito

Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 2.
Sin utilizar la regla de L’Hopital, calcule

Wx —+2 9x2 + 2
a) lim M, b) lim |6 — 1| sen®, c) lim X e
x=32 §x—2 6—0 x—00 3 —4x
Resolucion.

a) Al sustituir: ¥/32 = /2y ¥32 = 2, forma %.
1. Indices 10 y 5: m = 10. Se hace x = 1%, conlo que Wx =¢t, yx =%, yt —» Y32 =

V2.

2. Diferencia de cuadrados en el denominador:

t—v2 _ t—+2 1
-2 (-2t +2) t+42
i = 2. L = ¥2
3. Se sustituye t = /2: AR

b) No es forma indeterminada: por sustitucion directa, [0 — 1|sen0 =1-0 = 0.
¢) Forma E
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1. Comox —> 00, x>0y \/Q = x. Se divide entre x arriba y abajo:

2
Jox2+2 Ot e

3-4x 3 _y4
X

2 3 .. Yo _ 3
2. Con;—>0y;—>0,elhm1tees:l— T

3. Sifuera x — —oo, \/x“ = —x y el resultado seria %.

Resultado: a) g; b) 0; c) _%

Ejemplo resuelto - Continuidad de una funcion de tres reglas

Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 3.
Sea la funcién
w2 —Ax sil<x<3,
fx)=4A si3<x <5,
Bx—5 si5<x<8.

Determine los valores de A y B para que f sea continua en todo su dominio.
Resolucion.
1. El dominio es (1, 8). Cada regla es un polinomio o una constante, continua en su
tramo. Los puntos de cambio son x =3y x = 5.
2. En x = 3. Condicién 1: f(3) = A (segunda regla); se cumple. Condicion 2:
lim (x? — Ax) = 9 — 3A, lim A= A.
x—3" x—3+
El limite existe si 9 —3A = A, es decir, A = z. Condicion 3: el limite vale z = f(3);
se cumple.
3. En x = 5. Condicién 1: f(5) = A = z; se cumple. Condicién 2:

x—5"

lim A:2, lim (Bx —5) = 5B—5.
4 x—5%
El limite existe si 5B—5 = %, es decir, 5B = % yB= %. Condicién 3: el limite
vale % = f(5); se cumple.
Aa=2pg=2
Resultado: A = e B= 0"

37



Unidad 3 - Limites y continuidad: formas indeterminadas sin L’Hopital y funciones por partes

3.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3.5.1 - Doble racionalizacion y un trigonométrico
Adaptado de: ler final 2012-2, tipo A, problema 2.

Sin utilizar la regla de L’Hopital, calcule

3—-V2x+1 b) lim sen?(2x)

=42 Jx—2 x—0 x tan(2x) "

Resolucion.

a) Al sustituir: 3 — 9 = 0y V2 — v/2 = 0, forma %.

1. Se multiplica arriba y abajo por los dos conjugados, 3 + v2x + 1y v2 + Vx — 2:

G-V2x+ DB +V2x +1) = 9—(2x + 1) = —2(x — 4),
V2-Vx—2)(2+Vx—2)=2—-(x—2) = —(x — 4).
2. Se cancela —(x — 4):
3-Vax+1 _ 2(V2+Vx-2)
V2—Jx—2 3+42x+1
4 22442) _ 42 _ 22

3. Se sustituye x =

343 6 3"
0
b) Forma o
. 2
1. Se escribe tan 2x = % y se cancela un sen 2x:

sen® 2x sen? 2x cos 2x sen 2x
= = COS 2X.
x tan 2x X sen 2x x

sen 2x sen 2x

2. Se arma el limite notable: =2- — 2,y cos2x — 1.

Resultado: a) %E; b) 2.
Ejercicio 3.5.2 - Cociente de trigonométricas y resta de fracciones
Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 2.

Sin emplear la regla de L’Hopital, calcule

tan(36) , 1 4
a) lim ——=, b) lim -—).
6—0 sen6 x—4\Jx—2 x-—4

Resolucion.

a) Forma %, Se multiplica y divide por 36 y por 6:

tan36 3. tan30 6

= . 3:1-1=3.
senf 30 senG_)

b) Cada fraccién tiende a infinito: forma co — co.
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1. Se factoriza x — 4 = (x — 2)(/x + 2), que es el denominador comun.
2. Una sola fracciéon:

Jx+2-4 Jx—2 1

(F-2)(x+2) (x-2(x+2) Jx+2

3. Se sustituye x = 4: —— = 2

242~ 4°
Resultado: a) 3; b)

1
T
Ejercicio 3.5.3 - Uno menos coseno, raiz al infinito y raices de distinto indice

Adaptado de: 2° final 2001-2, tipo A, problema 2.

Sin utilizar la regla de L’Hdpital, calcule

- x—8
a) lim TTXCOSEX X gy YX8
x—0 x3 x> 2 g x—64 3x — 4
Resolucion.
a) Forma %,
1. Se saca x de factor comun y se cancela: x(l_;gs ) I_C;’ZS ax
2. Se arma 17;# con u = 4x, multiplicando y dividiendo por 16:
1—cosdx _ 16 - 1—cos4x —>l6-l —3
x? (4x)? 2

b) Forma =. Con x > 0, x% -9 = x I1— %;

X _ 1 S
[ 9 [ 9
X 1—; 1—;
c) Forma g. Indices 2y 3: m = 6.

1. Conx=1t%Jx =13, Yx =12yt - {64 = 2.
2. Diferencia de cubos y de cuadrados:

P-s _ (-2 +20+4) 2+2t+4

2—4  (t-2)t+2) t+2

4+4+4
=3.
4

3. Se sustituye t = 2:
Resultado: a) 8; b) 1; ¢) 3.

En b) el enunciado escribe x — oo sin signo; se toma x — +oo. Con x — —oo el resultado
seria —1.
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Ejercicio 3.5.4 - Valor absoluto, cambio de variable al infinito y factorizacién
Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 2.

Sin emplear la regla de L’Hopital, calcule, si existe, cada limite:

X +1

-1
a) li im .
x—>-1 x+1

mX—
x—1 [x — 1]

R b) lim (x—xcosl), c)
X—+00 X

Resolucion.

a) Laterales (seccion 3.3.8):

1. Six —> 1%, |x — 1| = x — 1 y el cociente vale 1.

2. Six - 17, |x — 1] = =(x — 1) y el cociente vale —1.
3. Los laterales son distintos: el limite no existe.

b) Forma oo - 0: x—xcos% = x(l — cos )l—c)

1. Cambio de variable u = J—C: six — 4oo,u— 0t yx = %

2. 1—cosu —yu- l—cgsu S0-L=o
u 2

—

¢) Forma g. Suma de cubos: x* + 1 = (x + 1)(x? — x + 1). Se cancela x + 1 y se sustituye:
12 -(-1)+1=3.
Resultado: a) no existe (laterales —1 y 1); b) 0; ¢) 3.

Ejercicio 3.5.5 - Continuidad de una funcién con valor absoluto
Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 2.
Determine si la funcién f es continua:

V2 —Ixl sixe(=2,2),
o) = x2—4 six e (=2,2).

Resolucién.

1. Dominio: todos los reales. En (-2, 2), 2 — |x| es continua (el valor absoluto lo es); fuera,
x% — 4 es un polinomio. Los puntos de cambio son x = 2y x = —2.
2. En x = 2. Condici6n 1: 2 ¢ (=2, 2), asi que f(2) = 22 — 4 = 0; se cumple. Condici6n 2:

lim(2—-|x))=2-2=0, lim (x% — 4) = 0;
x—=27 x—2F

el limite existe y vale 0; se cumple. Condicion 3: 0 = f(2); se cumple.
3. En x = —2. Condicién 1: f(=2) = (=2)? — 4 = 0; se cumple. Condicion 2:

lim (x2-4)=0, lim 2-|x)=2-2=0;
x——2%

x—>—2"

se cumple. Condicion 3: 0 = f(—2); se cumple.
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Resultado: f es continua en todos los reales.
Ejercicio 3.5.6 - Cosecante entre cotangente, exponenciales y un limite infinito
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2016-2, problema 2.

Determine, si existe, el valor de cada limite:
2x —2x 2

, €sc2x e —e ; x“ —3x
a) lim —=, b) lim , ¢ lim ———.
x—0 cot3x x—00 g2X 4 g=2x x=3 x2 — 6x+9
Resolucién.
a) Forma =. En senos y cosenos:
(9
CcsC2x sen 3x _ 3 sen3x 2x 1

3
. - 2
cot3x sen2xcos3x 2 3x sen2x cos3x 2

(o] .. .
b) soLorian2ois Forma —. Se divide entre €?*, la exponencial de mayor exponente:

1-e™ 1-0

s — =

1+e% 140
La expresion es tanh 2x, que tiende a 1.

¢) Forma g.
x(x-3) _ _x
(x=3)2 ~ x-3
2. Six — 3%, x—3 - 0" yel cociente tiende a +0. Si x - 37, x—3 — 0~ y tiende a —co.

3. Los laterales son distintos: el limite no existe (la recta x = 3 es asintota vertical).

1. Se factoriza: si x # 3. Al sustituir queda %: limite infinito.

Resultado: a) %; b) 1; ¢) no existe (+oo por la derecha, —co por la izquierda).

Ejercicio 3.5.7 - Asintotas y grafica con limites

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-1, tipo A, problema 5.

Mediante los limites infinitos y los limites al infinito, trace la grafica de f(x) = ;%2

5> con

sus asintotas.

Resolucion.

1. Dominio: x% — 9 = (x — 3)(x + 3); Dy =R\ {-3,3}. No hay factores comunes.

2. Asintotas verticales. En x = 3 el numerador vale 1; en x = —3 vale —5. Signos de los
laterales:

1
lim f(x) = ———= = +oo, lim f(x) = —oco,
Jim () = s lim G0
=5
lim f(x) = ————— = +o, lim f(x) = —co.
Jim () = s im0
Las rectas x = 3 y x = —3 son asintotas verticales.
3. Asintota horizontal. Se divide entre x2:
1_2
2
lim =—% =0
X—too 1 Z
x2

La recta y = 0 (el eje x) es asintota horizontal en los dos lados.
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4. Intersecciones: con el eje x, en (2,0); con el eje y, f(0) = g.
5. Signos: f < 0en (—c0,—3)yen(2,3); f > 0en (-3,2)y en (3, 00).

Resultado: asintotas verticales x = —3 y x = 3; asintota horizontal y = 0; la grafica es la
de la figura.

Ejercicio 3.5.8 - Dos constantes para que una funcion de tres reglas sea continua
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-2, tipo A, problema 6.
Calcule los valores de m y n para que la funcién sea continua en los reales, y trace su

grafica con esos valores:

- +m six <0,

glx) = —§+1 si0<x <2,
Jx—n six > 2.

Resolucion.

1. Las dos primeras reglas son polinomios. La raiz est4 definida y es continua para x > 2
sin < 2. Los puntos de cambio son x =0y x = 2.

2. En x = 0. Condicién 1: g(0) = m; se cumple. Condicién 2: limy_,o-(—x> +m) = my
lim, o+ (—g + 1) = 1; el limite existe si m = 1. Condicién 3: 1 = g(0); se cumple.

3. En x = 2. Condicién 1: g(2) = =1+ 1 = 0; se cumple. Condicién 2: lim,_,,- g(x) =0
y limy_, 5+ y/x = n = /2 — n; el limite existe si v2 — n = 0, es decir, n = 2. Condicién 3:
0 = g(2); se cumple.

4. Grifica: 1 — x> para x < 0 (pasa por (—1,2)), el segmento de (0,1) a (2,0) y la media
parabola vx — 2 desde (2, 0) (pasa por (6, 2)).
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Resultado:m =1,n = 2.

3.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.3.

Ejercicio propuesto 3.6.1

Adaptado de: ler final 2013-1, tipo C, problema 2.

Sea la funcién

x2+4 si—2<x<a,
(x—2?2 six>a.

fx) =

Determine el valor de la constante a que hace que f sea continua.
Resultado: a = 0.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 108.
Ejercicio propuesto 3.6.2
Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 4.
Sin emplear la regla de L’Hopital, calcule
csc 4x b i Yx—2
x>0+ cot 3x~ x—8 2x — 16

Resultado: a) 2; b) =

a7 g
— Resolucién en el Apéndice E, p. 108.
Ejercicio propuesto 3.6.3
Adaptado de: ler final 2005-2, tipo B, problema 3.

Sin utilizar la regla de L’Hopital, calcule, si existen,

a) lim 1=v5—x V5_x, b) lim x—2
x—43 _ . /55 x x—0 sen x tan x

Resultado: a) —3; b) 1.
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—> Resolucién en el Apéndice E, p. 109.

Ejercicio propuesto 3.6.4

Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 2.

Sin emplear la regla de L’Hopital, calcule

) Jx =3 . 4tan2x . 6x*+8x+6
a) lim ————, b) lim —————=, ¢) lim -
=94 —J2x -2 x—0 3 sen 3x X000 x%+4x—9

Resultado: a) —%; b) %; c) 6.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 109.

Ejercicio propuesto 3.6.5

Adaptado de: 2° final 2006-2, tipo A, problema 2.

Sin emplear la regla de L'Hopital, calcule

2

X" — X

o) lim Y% g ppy fan2x
=1 fx—1 x—0 sen 3x

Resultado: a) 3; b) §

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 109.

Ejercicio propuesto 3.6.6

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2025-1, tipo A, problema 2.

Sea g(x) =

a)
b)

©)

xi=2x+1

x?—x
Obtenga las ecuaciones de las asintotas horizontal y vertical de la grafica de g.
Calcule lim,_,; g(x).

Trace la grafica de g.

Resultado: a) horizontal y = 1, vertical x = 0; b) 0; ¢) la hipérbola y = 1 — % con un
hueco en (1, 0).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 110.

3.7 Errores frecuentes

1.

3. Cancelar antes de factorizar. Solo se cancelan factores: en

44

. Armar mal el limite notable.

No sustituir primero. Varios incisos se resuelven por sustitucién directa; factorizar o
racionalizar ahi es tiempo perdido.

. Escribir % =1o g =0. % es una forma indeterminada: indica que hay que transformar,

no es un resultado.
x2—x

Jx-1

no se «tacha» +/x.

. Olvidar el signo al racionalizar. 4 — x = —(x — 4): el signo menos llega al resultado

(comoen -3y —% de los propuestos).

sen 3x . . .
=——= no tiende a 1, sino a 3: el denominador debe ser

3x.
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sen x .
— 1 solo con x en radianes.

6. Usar grados.

7. Jx? = x con x - —0. Es |x| = —x; el signo del resultado cambia.
8. Un solo lateral en un limite infinito. Con }5( hay que revisar los dos lados; si dan
+00 y —oo, el limite no existe.
9. Asintota donde hay un hueco. Si el factor que anula el denominador se cancela, no
hay asintota vertical: hay discontinuidad evitable.
10. Continuidad con una sola condicién. Igualar los laterales no basta: hay que revisar
también que f(c) esté definida y coincida.
11. Usar L’Hépital. El enunciado lo prohibe; un limite resuelto asi no cuenta.

3.8 Formulario de emergencia de la unidad

v limy,, f(x) =L = limy,, f(x) = lim,_ 4 f(x) = L.

» Indeterminadas: %, g, 00 — 00, () - 00, Iac (k # 0): limite infinito o no existe.
s Prdd=(xza)x® Fax+a®) - WA-B(WA+B)=A- B

» Raices ¢/x, ¢x: x =t™, m = mem(p, q), t — Va.

senu anu 1—cosu 1 1-cosu
» Conu—->0——->1-——>1-—— - - — 0.
u u 2 u
. sen ku . Senau o a tan au N
sen bu b senbu b’

= Al infinito: ﬁn — 0; dividir entre la mayor potencia del denominador; \/; = |x|.

= Cociente de polinomios al infinito: grado menor arriba — 0; grados iguales — cociente
de coeficientes principales.

» Asintota vertical x = a: un lateral es +co. Horizontal y = L: lim,_, . f(x) = L.

» Continuidad en ¢: f(c) definida - lim,_,. f(x) existe - lim,_,, f(x) = f(c).

® SOLOPLAN2016 € ¥ — 0six — oo -tanhx — +1si x — +o0-senh0 =0, cosh0 = 1.

3.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Sustituye y escribe la forma que sale (%, E, 00 — 00, ]g 0 un nimero).

2. Elige la técnica por el aspecto: polinomios, factorizar; raices cuadradas, racionalizar;
raices de distinto indice, x = t"™; trigonométricas, %; infinito, mayor potencia.

3. Al cancelar el factor (x — a), sustituye otra vez y simplifica el radical al final.

4. Con valor absoluto, funcién por partes o %, calcula los dos laterales por separado.

5. En continuidad, escribe las tres condiciones en cada punto de cambio, con «se cumple»
o «no se cumple», y despeja las constantes.

6. Si piden la grafica, dibuja primero asintotas e intersecciones y después la curva.

Un inciso con la forma indeterminada identificada y la técnica correcta planteada ya vale

parte del problema aunque no se termine el algebra.
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Unidad 4 - La derivada: reglas, implicita y paramétrica, tangentes y
razon de cambio

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno aplicar el concepto de
la derivada y sus interpretaciones fisica y geométrica, en la resolucién de
problemas.

Plan 2016 (Calculo y Geometria Analitica, tema 4). El alumno aplicara la
derivada de una funcién real de variable real en la resolucién de problemas.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: es la unidad que mas sale. Plan 2010: 20 problemas en los 10 finales
revisados, de uno a tres por examen: calculo de derivadas (implicita, paramétrica,
orden superior) 8, recta tangente y normal 5, razén de cambio 4, derivabilidad de
una funcion por partes 2 y angulo entre curvas 1. Plan 2016: 44 problemas en 38
de los 39 finales de Calculo y Geometria Analitica (2016-1 a 2026-2): tangente y
normal 16, calculo de derivadas 14, razén de cambio 9, angulo entre curvas 3 y
derivabilidad 2; ademas, 17 problemas en los 5 segundos parciales revisados (ahi
aparece la derivada por definicién).
» Tiempo: de 4 a 5 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Aprende las tablas de derivadas de la seccion 4.1 (30 min): sin ellas no sale nada.
2. Lee las plantillas 4.3.4 (implicita) y 4.3.6 (tangente y normal) y sigue el ejemplo
1 tapando la resolucion.
3. Lee la plantilla de razoén de cambio (4.3.8) y sigue el ejemplo 2.
4. Resuelve los ejercicios 4.5 con crondémetro: 15 min cada uno. Si llevas el Plan
2016, agrega la seccion 4.3.10.

4.1 Conceptos y expresiones
Definicion. La derivada de f en x es el limite del cociente de incrementos

fGx+h) - f(x)

’ — 1’
F16) = Jim h

si existe. Otras notaciones: y’, ﬁ % f(x), Dy f. Si el limite existe en xp, se dice que f es
derivable en x;.

Interpretacion geométrica. El cociente w es la pendiente de la recta secante

que pasa por P(x, f(x)) y Q(x + h, f(x + h)). Cuando h — 0, Q se acerca a P y la secante
gira hasta la recta tangente: f’(x) es la pendiente de la tangente en P.
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y=f(x)

V) tangente
e
7/
7

A
4 flx+h) - f(x)

x x+h

Interpretacion fisica. Si s(¢) es la posicion de un moévil, s’(¢) es su velocidad y s”(¢) su
aceleracion. En general, d—}; es la razén de cambio (rapidez de variacién) de y respecto al
tiempo: positiva si y aumenta y negativa si disminuye.

Derivable implica continua. Si f es derivable en x;, es continua en x,. Lo contrario es
falso: |x| es continua en 0 y no es derivable ahi (tiene un pico).

Derivadas laterales. f’(x,) y f1(x;) son los limites del cociente con h — 0~ y h — 0%.
f es derivable en x; siy solo si las dos existen y son iguales. En una funcién por partes
cuyas reglas son derivables, se calculan derivando cada regla y evaluando en el punto de
unioén, siempre que f sea continua ahi.

Reglas algebraicas. Con u, v funciones de x y c, n constantes (n racional):

(c)y =0, wxv) =u =/, (cu) =c/,
4 7 _ 7/
(wv) =uw + v, (E) = M,
v v

(u")' _ nu"ilu', (ﬁ), — %

Regla de la cadena. Si y = f(u) y u = g(x), entonces
dy _dy du

dx  du dx’
En las tablas siguientes ya esta incluida: cada férmula termina multiplicada por u’.

Trigonométricas.
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Funcién Derivada Funcién Derivada
senu cosu u’ cosu —senu u’

2 ’ 2 ’
tanu sec‘uu cotu —csc‘uu
secu secutanu u’ cscu —cscucotu u’

Trigonométricas inversas. Los examenes escriben ang sen x, ang tan x (en otros textos,
«arc sen» o sen” ! x).

Funciéon Derivada Funcién Derivada
u’ u
ang senu ang cosu -
g Ny & Ji—i?
u’ u
angtanu — ang cotu —_——
g 1+u? g 1+u?
, o
ang sec u — ang cscu —_—
& [ulNu?—1 & [ulVu?—1

El valor absoluto de ang sec y ang csc corresponde al recorrido [0, %) U (% 7'[] de ang sec.
Muchos libros eligen otro recorrido y escriben u\/u? — 1 sin valor absoluto; para u > 1 las
dos formulas coinciden.

Derivada de la funcion inversa. Si f es derivable e invertible y f’(x) # 0, la inversa es
derivable y

. dx 1
(f 1) === f’( ) es decir, @ = Zz'

Por ejemplo, para f(x) = x> + x se tiene f(1) = 2y /(1) = 4, asi que (f’l)/ )= i sin

despejar la inversa. Asi se obtienen las formulas de las inversas: si y = ang sen x, entonces
_ 1

Yiax = 1-x2"

Derivacion implicita. Si y esta definida por una ecuacion F(x, y) = 0 sin despejar, se

X =seny, Z—; =cosy =

deriva cada término respecto a x tratando y como funcién de x: % y:=2yy, %(xy) =
y+xy', g 4 ~seny = cosy ). Después se despeja y’.

Derivacion paramétrica. Si x = x(¢), y = y(t) y X 20

dy d ( dy)
d_y _dr dzy _ di \dx
dx  dx’ dx?  dx
dt dt
pAON dy dx
La segunda derivada no es == o0 5e deriva 7. Tespectoaty se divide otra vez entre T
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. d? . ; .
Orden superior. y” = ﬁ; es la derivada de y’; y””, la de y”, y asi sucesivamente.

Recta tangente y recta normal. En P(xg, y;) de la curva, con m = y"(xg):
tangente: y — yp = m(x — xp), normal: y — yy = —l(x - Xp)-
m

La normal es perpendicular a la tangente. Si m = 0, la tangente es horizontal (y = y;) y la
normal vertical (x = xg).

y=f()

tangente, m

Yo

Xo

Rectas paralelas y perpendiculares. La recta Ax + By + C = 0 tiene pendiente —%.
Dos rectas son paralelas si m; = my y perpendiculares si mymy = —1.

Angulo entre dos curvas. En un punto de interseccion, es el angulo agudo ¢ entre sus
tangentes. Con pendientes m; y my:

mp—m

tang = ‘

1+mumy

Si 1+ mymy = 0, las curvas se cortan en angulo recto (p = 90°); si m; = my, son tangentes
entre si (¢ = 0).

G

my = tan 0
my = tan 6, P

G
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Diferencial. Para y = f(x), la diferencial es dy = f’(x)dx, con dx = Ax. Para Ax
pequeiio, el incremento verdadero Ay = f(x + Ax) — f(x) se aproxima con dy:

flx+Ax) = f(x) + f'(x) Ax.

Es la recta tangente usada como aproximacion. Ejemplo: con f(x) = Jx, x = 16, Ax = 1:
V17 =4+ #ﬁ(l) =4+ % = 4.125 (el valor verdadero es 4.1231...). Calculo Integral usa
esta notacion en el cambio de variable: u = g(x) = du = g’(x) dx.

Logaritmo, exponencial e hiperbdlicas soLorian2016 . Cona > 0, a # 1:

Funcién Derivada Funcién Derivada
1 w 1 w
nu - og, u

u Ba ulna
et etu at a“Inav
senhu coshu u’ coshu senhu u’

2 ’ 2 ’
tanh u sech®u u cothu —csch®uu
sechu —sechutanhu u’ cschu —cschucothu v’
senh™ !y s cosh ™ u(u>1) s

ul+1 Vu?-1

tanh ™! u (|u| < 1)

Ojo con los signos: (coshu)’ = +senhu v/, a diferencia de (cos u)’. Utiles al simplificar:
2 2. _ U _ Inu _ no_
cosh“u—senh“u=1,Ine¥ =u,e™™ =u, Inv"* =nlnu.

4.2 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«por definicion», «método de los cuatro el limite del cociente de 43.1
pasos» incrementos

Yy = una expresion en x, «obtener Z—i: » reglas y cadena 432
una segunda derivada evaluada en un derivar dos veces y evaluar  4.3.2
punto

funcién por partes con constantes, igualar valores y 433
«continua y derivable» pendientes

una ecuacién con x y y mezcladas: derivacién implicita 434
tan(xy) = 2x + y

x =x(t),y =y(@) cociente de derivadas 435

respecto a t
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«recta tangente», «recta normal» enun  pendiente y 4.3.6
punto punto-pendiente

tangente «horizontal», «paralela» o igualar y” a la pendiente 43.6
«perpendicular» a una recta pedida

«area del triAngulo» con los ejes 0 conla  intersecciones de las rectas  4.3.6
normal

«angulo de interseccién» entre curvas o tan¢ con las dos 4.3.7
con una recta pendientes

«rapidez», «razon», «a qué ritmo», razon de cambio 4.3.8
unidades por segundo o por minuto relacionada

«aproximar», «estimar», «diferencial»  dy = f’(x)dx 4.3.9
y = f(x)8%), productos y cocientes derivacion logaritmica 4.3.10

grandes SOLO PLAN 2016

4.3 Procedimientos

4.3.1 Derivada por definicion (cuatro pasos)

1.
2.

4.

Ejemplo breve: con f(x) = x*,

Escribe f(x + h): cambia cada x por (x + h).
Calcula el incremento f(x + h) — f(x) y simplificalo (denominador comun, desarrollo
de binomios).

. Divide entre h. Antes de pasar al limite hay que cancelar el factor h: factoriza o

racionaliza (multiplica por el conjugado).
Toma el limite cuando h — 0, sustituyendo h = 0.

2 (x+h)’—x? _ 2xh+h?

) 5 =2x+h — 2x.

4.3.2 Derivada con reglas y regla de la cadena

1.
2.

Reescribe antes de derivar: raices como potencias (¥x + 1 = (x + 1)1/4), % =x1/2,

Identifica la operacion «de afuera» (potencia, cociente, ang tan, sen...) y aplica su

formula; multiplica por la derivada de lo de adentro. Repite capa por capa.
2

3. Simplifica: factor comun, denominador comun, 1 + tan? u = sec® u.

4.

Si se pide &

dx‘ o una segunda derivada evaluada, sustituye solo al final.
X=a

4.3.3 Derivabilidad de una funcion por partes

1.

En cada punto de unién x;, continuidad: el valor de la regla izquierda en x; igual al
de la regla derecha.

Derivabilidad: deriva cada regla y exige que las derivadas en x; coincidan (derivadas
laterales iguales).

Resuelve el sistema para las constantes. Si sobran ecuaciones, comprueba que todas se
cumplan.

Si la funcién no es continua en xy, no es derivable ahi, aunque las pendientes coincidan.
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4.3.4 Derivacion implicita

1.

het

Deriva los dos lados respecto a x. Cada vez que derives algo con y, multiplica por y’
(regla de la cadena). Los productos xy, x?y llevan regla del producto.

Pasa al lado izquierdo los términos con y” y al derecho los demas.

Factoriza y’ y despeja.

Para una pendiente en un punto, sustituye x; y y en y’ (no hace falta despejar y en la
curva).

435 Derivaci(m paramétrica y segunda derivada

dy _ dy/dt
dx _ dx/dt’
Sise plde en un valor de x (o de y), encuentra el valor del pardmetro ¢ que le corresponde;

puede haber dos.

Calcula = y d Y v forma Simplifica.

Segunda derivada: deriva Z—i respecto at y divide entre Z—f
d
Si en el punto pedldo i dﬁ =0 (forma ) simplifica el cociente antes de evaluar o

elimina el parametro.

4.3.6 Recta tangente y recta normal

1.

Punto. Si solo se da una coordenada, obtén la otra con la ecuacion de la curva (pueden
salir dos puntos; si el enunciado da una condiciéon como y > 0, tsala).

. Pendiente. m = y’ en el punto (directa, implicita o paramétrica).
. Rectas. Tangente y — y = m(x — xp); normal con pendiente —i. Escribelas en forma

general Ax + By + C = 0 si lo piden.

. Tangente con condicion. Horizontal: y’ = 0. Paralelaa Ax + By+C =0:y’ = —%,

Perpendicular: y’ = %. Resuelve la ecuacion junto con la de la curva para hallar los
puntos de tangencia.

. Area de un triangulo. Intersecta las rectas entre siy con el eje indicado; el area es

1 . .
2 base - altura con las intersecciones.

4.3.7 Angulo entre dos curvas

1.
2.

3.

Resuelve el sistema de las dos ecuaciones: puntos de interseccion.
En cada punto la pendiente de cada curva (my, my); si una es recta, su pendiente es fija.

=angtan(...). Si 1+mymy = 0, ¢ = 90°. Si una tangente es vertical

tang = ‘
1+mym,

y la otra tiene pendlente m, ¢ = 90° — ang tan |m|.

Si se pide la tangente que forma un angulo dado con una recta, plantea la ecuaciéon

con el valor absoluto: salen dos pendientes.

4.3.8 Razon de cambio: plantilla de cinco pasos

1.
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Figura y variables. Dibuja la situacién y nombra con letras las cantidades que cambian
con el tiempo (r, V, x...). Los datos fijos van con su niimero.
Datos y pregunta. Escribe la razén conocida con su signo (‘Z—‘: = —60 si disminuye),

lo que se pide (‘;—? =?)y el instante (r = 4). Uniforma las unidades.
Ecuacion. Relaciona las variables con geometria (volumen, area, Pitagoras, triangulos
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semejantes, trigonometria). Si aparece una variable de mas, eliminala con un dato fijo
o una relacion.

Derivar respecto a t. Cada variable produce su razon por la regla de la cadena:
d 3 _ ,.2dr
=y

Sustituir al final los valores del instante, despejar y dar el resultado con unidades y
sentido (aumenta o disminuye).

No sustituyas el valor del instante antes de derivar: una variable con valor fijo tendria
derivada cero.

4.3.9 Diferencial y aproximacion

1.
2.
3.

Elige f, un valor x donde f(x) sea facil (v16, sen %) y el incremento dx = Ax.
Calculady = f’(x)dx.
Aproxima f(x + Ax) = f(x) + dy, o el cambio Ay = dy.

4.3.10 Derivacion logaritmica y f(x)8%) soLo pLan 2016

1.

. Deriva implicitamente: y; =g'(x)In f(x) + g(x)

Si la variable esta en la base y en el exponente, y = f(x)g(x), no sirven ni (u™)’ ni (a*)’.
Toma logaritmo natural: Iny = g(x) In f(x).
' [
fx)”

. Multiplica por y y sustituye y = f(x)$).
. El mismo método simplifica productos y cocientes largos: el logaritmo los vuelve

sumas.

4.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Tangente y normal con derivacién implicita

Adaptado de: 1er final 2012-2, tipo A, problema 4.

Obtenga las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la curva x2 + 3xy +
y% = 5 en el punto A(1, 1).

Resolucion.

1. El punto estd enla curva: 1+3+1 =5.

2. Derivacién implicita, con regla del producto en 3xy:

2x+3(y+xy’)+2yy’ =0.

3. Se agrupan los términos con y’ y se despeja:

2x + 3y
3x+2y)y =-(2x+3y) = y = ——.
( )y =—( V) =y x T2y
4. Pendiente en A(1,1): m = —g = —1. La normal tiene pendiente —% =1

5. Tangente: y — 1 = —(x — 1), es decir, x + y — 2 = 0.
6. Normal: y — 1 = 1(x — 1), es decir, x —y = 0.
Resultado: tangente x + y — 2 = 0; normal x — y = 0.
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Ejemplo resuelto - Razoén de cambio: el globo que pierde gas

Adaptado de: 1er final 2013-1, tipo C, problema 4.
Un globo de forma esférica deja escapar gas a razon de 60 mm?/min. jA qué razén
decrece el area del globo en el instante en que el radio es 4 cm?

L]
l gas: — V. <o
Resolucién.
1. Variables: radio r, volumen V y area A de la esfera, funciones del tiempo ¢ (en
minutos).

2. Datos: el volumen disminuye, asi que Z‘t/
r =4 cm = 40 mm (todo en milimetros).

3. Ecuaciones: V = %nr3 y A = 42,

4. Derivadas respecto a t:

= —60 mm> /min. Se pide (fi_/: cuando

dv 2dr dA dr
— =dnar — = 8nr—.
dt dt’ dt dt
5. Instante r = 40: de la primera, Z; = ﬁzgy = 3230” mm/min. En la segunda:
dA ( 3 ) 0,
=8m(40)( ——— | = =3 mm“/min.
e (40) 320m /
dA _2dV _ 2, N _
6. Atajo: al dividir las dos derivadas, == Z =5 = 40( 60) =

Resultado: el 4drea decrece a razon de 3 mm? /min (0.03 cm?/min).

4.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4.5.1 - Ang sec y potencias
Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 4.

dy 1
Obtenga -= para: a) y = angsec(3x); b) y = Jx — T

Resolucion.
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1. a) Conu = 3x, v’ = 3,y la formula de ang sec u:

dy _ 3 _ 1
dx |3x|\/9x2 -1 |x|\/9x2 -1

1
, x| > 3

Con la formula sin valor absoluto queda igual para x > %

1
xox?—1’

2. b) Se reescribe y = x1/2 —x71/2 y se aplica la regla de la potencia:

_lpylosp 1, 1 _xtl
dx 2 2 2Jx  2xJx  2xyx

_ 1 . )d_y _ x+l1
|x|[Vox2—1"

La) W
Resultado: a) Ir el

Ejercicio 4.5.2 - Continua y derivable: tres reglas
Adaptado de: 1er final 2012-2, tipo A, problema 3.

Determine los valores reales de a y b para que la funcién

x>—4  si—-8<x<-—1,
f(x)={ax+b si —1<x<2,
2
—"7—7 si2 < x <5,

sea continua en [—8, 5] y derivable en (-8, 5).

Resolucion.

1. Las tres reglas son polinomios: solo hay que revisar las uniones x = -1y x = 2.
Derivadas de las reglas: 2x, a y —x.

2. En x = —1. Continuidad: (—1)2 —4 = —a + b, es decir, —a + b = —3. Derivabilidad:
2(-1) = a,asiquea = —2.

3. Entoncesb = -3+ a = —5.

4. Enx =2,cona=-2yb= -5 Continuidad: 2a +b = -9y —% —7 = —9. Se cumple.
Derivabilidad:a = -2y —x|x:2 = —2. Se cumple.

5. Las cuatro condiciones se satisfacen con los mismos valores: la recta y = —2x — 5 es
tangente a las dos parabolas en los puntos de unién.
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y
xt-4
-1
X

(-1.-3)
Resultado: a = -2, b = —5.
Ejercicio 4.5.3 - Implicita con tangente y cadena con raiz
Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 3.

d 2
Obtenga EJ:: a)x’tany=x+y;b)y= ﬁ
Resolucion.
1. a) Derivacién implicita (producto a la izquierda):
2xtany +x%sec’y y =1+ y'.
2. Se agrupa y se despeja:
1—2xtan
(xzseczy— 1)y =1-2xtany = y’ = —y
x? sec? y—1
_ 2x _ ’ _ u_’ . .

3. b)Conu = V= Juyy = o Regla del cociente:

. 202x—1)-2x(2) 2

(2x —1)2 (2x — 1)

4. Entonces

’

. 2 1 1 [ox —1
(2x—1)% , [ 2x (2x—1)2N 2x
2x—1

validaenx <0ox > %, donde la raiz existe y la derivada también.

1-2xtany ) dy _ 1 2x—1

L) _
Resultado: a) dx ~ x%secty-1> "/ dx ~  (2x-1*N 2x °
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Ejercicio 4.5.4 - Segundas derivadas: ang tan y paramétrica
Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 3.

a) Sea y = x ang tan x; calcule F -b)Parax=t-1y= 2t% — 1, calcule d—JZ/
_2

Resoluciéon.

1. a) Regla del producto: y* = angtanx + e
2. Otra vez, con la regla del cociente en el segundo término:

| +(1+xz)—x(2x)
1+ x? (1+ x2)?
1+ xP+1-x2 2
(14 x2)? (1+x2)2
_ 1. 2_5 ” 2 _ 32
3. Enx=:1+x"=7yy = %51~ 25
dx _ 1 Y 62 asique & = 62
4. b) o = L 5 = 6t% asique = = 6t°.

dy _ 560 1y
g T dgE -1 1

2
6. x = 1correspondeat—1=1,t=2: 37}2) = 24.
Resultado: a) %; b) 24.
Ejercicio 4.5.5 - Tangentes perpendiculares a una recta
Adaptado de: ler final 2005-2, tipo B, problema 4.

Obtenga las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = i que sean perpendiculares
alarectax — 9y = 2.

Resolucién.

1. Larecta dada, y = 9 , tiene pendlente =. Las perpendiculares tienen pendiente —9.
7 _ 1 _ 2 _ l 1 _1

2.y = == 9= x“= =>x—+ Puntosdetangenma (3 S)y( 3 3).

3. En(% )y—3:—9 )esde01r9x+y 6 =0.

4. En (—%,—3):y+3——9(x+ 5)’ es decir, 9x + y + 6 = 0.
Resultado: 9x +y—6=0y 9% +y+6 =0.

Ejercicio 4.5.6 - Tangentes horizontales a una circunferencia

Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 3.

Determine los puntos de la curva x? + y? = 4x + 4y en los que las rectas tangentes son
paralelas a la recta y = 0.

Resolucién.

1. Paralela a y = 0 quiere decir horizontal: y* = 0.

2. Derivacién implicita: 2x +2yy’ =4+ 4y’ = 2y —4)y =4-2x =y = ;_TJZC
3.y =0exigex=2(cony#2).Enlacurva: 4+ =8+ 4y = y> —4y —4 = 0.
4 y= V16416 '126“6 = 2 + 24/2. Ninguno vale 2, asi que el denominador no se anula.
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5. Comprobacién: la curva es la circunferencia (x — 2)? + (y — 2)? = 8, de centro (2,2) y
radio 2v/2; las tangentes horizontales estdn arriba y abajo del centro.

Resultado: (2, 2+ 2\/5) y (2, 2 — 2\/5)

Ejercicio 4.5.7 - Angulo entre dos hipérbolas

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo A, problema 4.

Sean las curvas C; : xy =2y C, : x° — y? = 3. Determine el angulo de interseccion entre

CyGy.

Resolucion.

1. Interseccién: de Cy, y = % EnCy: xz—% =3 xt-3x2—4=0= (x*-4)(x*+1) =0.
Entonces x = +2: puntos (2,1) y (—2,-1).

2. Pendientes por derivacioén implicita. C: y+xy’ =0 =m; = —2—:. Cy:2x—2yy' =0=
X
my = =.
27y
3. En (2,1): m; = —%, my = 2. Entonces 1 + mymy, = 1 —1 = 0: las tangentes son
perpendiculares.
4. En(-2,-1):m; = —%, my = 2. Mismo resultado.
5. En general miym, = —% . i = —1 en cualquier punto comun: las dos familias de

hipérbolas son ortogonales.

/ (=2.-1) \

Resultado: ¢ = 90° en los dos puntos de interseccion, (2,1) y (—2,-1).

Ejercicio 4.5.8 - Razon de cambio: el esquiador en la rampa

Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 4.

Un esquiador se desliza a razon de 10 m/s sobre una rampa en forma de plano inclinado,
de 400 m de base horizontal y 300 m de altura. Sea p su distancia, medida sobre la rampa,

al punto mas bajo, y x la proyeccion horizontal de esa distancia. Determine la rapidez con
la que cambia x.
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300 m

400 m

Resolucion.

1. Variables: p (sobre la rampa), x (horizontal) y y (altura), funciones de ¢.
dp

2. Datos: el esquiador baja hacia el punto méas bajo, asi que p disminuye: e

= —10 m/s.
. dx
Se pide I
3. Ecuacién: la rampa mide \/4002 + 3002 = 500 m. Por triangulos semejantes, % = %,
es decir, x = %p.

4. Derivada: i—’: = g% = %(—10) =-8m/s.
5. La razon es constante: no depende de donde esté el esquiador. (La altura cambia a
L= 3(-10) = ~6 m/s)

Resultado: x disminuye a razén de 8 m/s, en cualquier instante.

Nota: el original pide la razén «en el instante en que el esquiador se encuentra a 3 m del
punto mas bajo»; ese dato no se usa.

Ejercicio 4.5.9 - Implicita y potencia con exponente variable

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2025-1, tipo A, problema 3.

d
soLo pLAN 2016 Calcule ﬁ: a) x%y + xy% = y— x; b) y = x50,
Resolucion.

1. a) Derivacién implicita, con regla del producto en los dos términos de la izquierda:
2xy +x2y" +yt +2xyy’ =y’ — 1.
2. Se agrupan los términos con y’:

1+ 2xy + y?
(xz+2xy—l)y':—1—2xy—y2 = y’:#.
1—x%—2xy

3. b) La variable est4 en la base y en el exponente: derivacién logaritmica (con x > 0).
Iny =senx Inx.
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4. Derivando implicitamente:

’

y sen x

=cosx Inx +
5. Se multiplica por y = x***.
1-%—2xy+y2 .

d
Resultado: a) ﬁ = oy

b) % = xSnx (cosxlnx + —Se:x).

Ejercicio 4.5.10 - Derivada por definicién de una raiz

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° parcial 2024-1, tipo C, problema 1.

Determine la derivada de f(x) = lx con el método de los cuatro pasos, es decir, con la

=
definicion de derivada.
Resolucion.
_ 1
1. f(x+h)= T on x > 0.
2. Incremento, con denominador comun:
x—Vx+h
ferhy— ) = LI
JxVx +h
3. Se divide entre h y se racionaliza el numerador (por \/x + Vx + h):
fee+h) = fx) x—(x+h)
h hyxx +h (Jx +x +h)
-1
- \R\/x+h(ﬁ+\/x+h).
4. Limite con h — 0:
@)= =,
VEx (2Vx)  2xyx
5. Comprobacién con la regla de la potencia: (xfl/z)/ = —%x73/2,
Resultado: f'(x) = —ﬁ = —%x‘3/2, para x > 0.

4.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.4.

Ejercicio propuesto 4.6.1
Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 4.
Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la grafica de

x% = sen? 0,
G:

y = cos? 0,
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en el punto de ordenada % y abscisa positiva.

Resultado: 4x + 4y — 5 = 0, tangente en (%, %)

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 110.

Ejercicio propuesto 4.6.2
Adaptado de: 2° final 2006-2, tipo A, problema 4.

La tangente a la curva y = x% en un punto P corta a la recta 3x — y + 1 = 0 formando un

angulo de 45°. Determine las coordenadas de P.
11
Resultado: P(—-1,1) 0o P (4, 16).
—> Resolucion en el Apéndice E, p. 111.
Ejercicio propuesto 4.6.3
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2020-1, tipo A, problema 3.
Dos autos parten al mismo tiempo de un punto M en direcciones perpendiculares, como
en la figura. El auto A vaa 3 m/s y el auto B a 5 m/s. Determine la rapidez con que aumenta
la distancia h entre ellos en el instante en que el auto A ha recorrido 9 m.

auto A, 3 m/s

Ae
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~

~_h

N
y ~

~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
- -

< auto B

M B 5mys

Resultado: % =34 m/s = 5.83 m/s.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 111.

Ejercicio propuesto 4.6.4
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2020-1, problema 3.
d
soLo PLAN 2016 Obtenga %: a) €Y —x =IneY; b) x = 3senh(3t), y = 2 cosh(3t).

—veXY
Resultado: a) 2 = 127 ) & = Z pann(3y).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 111.
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Ejercicio propuesto 4.6.5

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° parcial 2025-1, tipo D, problema 2.

Obtenga el area del triangulo que forman los ejes coordenados y la recta tangente a la
grafica de f(x) = i en el punto de ordenada y = %

Resultado: 2 unidades cuadradas.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 111.

Ejercicio propuesto 4.6.6
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo A, problema 4.

Una placa metalica circular de radio 20 cm se calienta y su radio aumenta 0.02 cm. Con la

diferencial, estime el aumento del area de la placa y comparelo con el aumento exacto.

Resultado: dA = 0.87 cm? = 2.513 cm?; el aumento exacto es AA = 0.80047 cm?.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 112.

Ejercicio propuesto 4.6.7
Adaptado de: 1er final 2005-2, tipo B, problema 2.

Calcule —‘ para la curva y = sen 2t, x = cos® 2t, con 0 < t < %

-_1
Resultado: E‘y:l =—3

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 112.

4.7 Errores frecuentes

1. Olvidar la regla de la cadena. (sen 3x)” = 3 cos 3x, no cos 3x; (ang tan \/E)’ lleva el

factor ﬁ

2. Derivar y como constante en la implicita: —y =2yy’, no 2y, (xy) =y+xy,
noy’.

3. Segunda derivada paramétrica como ,,8 Se deriva Z—J}; respecto at y se divide
entre d—x

4. Evaluar en x cuando la paramétrica pide t: primero se halla el t que corresponde al
valor de x.

5. Normal con pendiente —m en lugar de —%.
6. Derivable sin continuidad. En una funcion por partes, igualar pendientes no basta:
primero los valores.
7. Sustituir el instante antes de derivar en razon de cambio: el radio «vale 4» solo en
ese instante; si se sustituye antes, su derivada sale cero.
8. Signo de las razones. Lo que disminuye (gas que escapa, agua que sale) lleva razon
negativa.
9. Unidades mezcladas (mm?> con cm, m® con cm): uniforma antes de sustituir.
10. Angulo entre curvas sin valor absoluto: tan ¢ negativa da el angulo obtuso; el
angulo entre curvas es el agudo.
11. Confundir (coshu)’ con (cosu)’ soLo pLaN 2016 : la derivada de coshu es +senhu u’.
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12. x%"¥ con la regla de la potencia soLorLAN 2016 : con la variable en el exponente se
usa derivacion logaritmica.
4.8 Formulario de emergencia de la unidad
n f/(x) = limy,_,g w - derivable = continua.

P po(uw) _v—w o oony o on—10 r_
= () =uv +vu (v)— = WY =nd""'u (\/H)—zﬁ.

» (senu) =cosuu’ - (cosu) = —senuw’ - (tanu)’ = sec’uu’ - (secu) = secutanuv’.
» (cotu) =—csc?uu’ - (cscu)’ = —cscucotuu’.
’ u’ ’ u ’ u
= (angsenu)’ = - (angtanu)’ = - (ang secu)’ = ; las «co» llevan
(ang ) N (ang ) 112 (ang ) luNwr—1
signo menos.
= Inversa: dx _ _1_
“dy  dy/dx’
d(dy
foi o, Ay _dy/dt dy E(E)
= Paramétrica: D = dojd de T dojdt
= Tangente y — 3 = m(x — xp) - normal con —% -Ax+ By +C =0 tienem = —%.
_ | M | _ — °
= tang = ‘1+m1m2 mmy = —1= ¢ =90".

= Razdn de cambio: figura, datos con signo, ecuacidn, derivar respecto a ¢, sustituir al
final.

= EsferaV = %nr3, A= 47r? - cilindro V = 7r?h - cono V = %anh - circulo A = 7.

» Diferencial: dy = f/(x)dx - f(x + Ax) = f(x) + f’(x)Ax.

= soopiaN20t6 (Inu)’ = % (") = e - (@*) = a*Ilnau’ - (senhu) = coshuu’ -
(coshu)’ = senhuu’ - (tanhu)’ = sechuu’.

= soopaN206 Y= fE&:lny=glnf,y = f& (g’ 1nf+g§).

4.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Reconoce el tipo con la tabla 4.2 y escribe la formula que vas a usar antes de calcular.

2. Enlas derivadas, reescribe raices como potencias y deriva capa por capa; en la implicita,
marca cada y’.

3. Entangente y normal: punto completo, pendiente, punto-pendiente; da la forma general
si la piden.

4. En razén de cambio, sigue los cinco pasos con su rétulo; sustituye el instante solo al
final y di si la cantidad aumenta o disminuye.

5. Comprueba: el punto esté en la curva, las pendientes de rectas perpendiculares multi-
plican —1, las unidades cuadran.

Si no terminas una razon de cambio, la figura, los datos con signo y la ecuacion derivada

ya valen buena parte del problema.
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Unidad 5 - Variacion de funciones: analisis de la grafica,
optimacion y valor medio

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno hara el analisis de la va-
riacion de funciones para conocer las caracteristicas geométricas de la grafica
de una funcién y lo aplicara en la resolucion de problemas de optimacién.

Plan 2016 (Calculo y Geometria Analitica, tema 5). El alumno analizara
la variacion de una funcién real de variable real para identificar las caracte-
risticas geométricas de su grafica y resolvera problemas de optimacion.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: Plan 2010: en los 10 finales revisados hay al menos un problema de
esta unidad (11 problemas: optimacion 6, analisis de la grafica 4 y valor medio
1). Plan 2016: en 35 de los 39 finales de Calculo y Geometria Analitica (2016-1 a
2026-2) hay un problema: optimacién 16, analisis de la grafica 14, teorema de Rolle
3 y extremos absolutos en un intervalo cerrado 2. Ademas salen 8 problemas en
los segundos parciales: valor medio, analisis, optimacién y un punto de inflexién
con parametros.
= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 5.1 (20 min): los cuatro teoremas, los criterios de la primera y la
segunda derivada y la concavidad.
2. Aprende la tabla de variacion (seccién 5.3.4) y la plantilla de optimacion (seccién
5.3.6): con ellas se resuelve casi todo.
3. Sigue los dos ejemplos de la seccién 5.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios 5.5 con crondémetro: 20 min cada uno. La optimacién es
la mitad de los problemas: no te saltes los ejercicios 5.5.6 a 5.5.8.

5.1 Conceptos y expresiones

Extremos. Una funcién f tiene un maximo relativo en c si f(c) > f(x) para toda x cercana
a ¢, y un minimo relativo si f(c) < f(x) para toda x cercana a c. Si la desigualdad vale
para toda x de un intervalo I, el extremo es absoluto en I. El valor maximo es f(c); el
punto de la grafica es (c, f(c)).

Valor critico. Un nimero ¢ del dominio de f es critico si f’(c) = 0 o si f’(c) no existe.
Los extremos relativos solo pueden estar en valores criticos; pero un valor critico puede
no ser extremo (x> en x = 0).

Teorema de Weierstrass (de los valores extremos). Si f es continua en un intervalo
cerrado [a, b], entonces f alcanza en [a, b] un valor maximo absoluto y un valor minimo
absoluto. Estan en un valor critico interior o en un extremo del intervalo.

Teorema de Bolzano. Si f es continua en [a,b] y f(a) y f(b) tienen signos contrarios,
existe al menos un ¢ € (a,b) con f(c) = 0. Geométricamente: una curva continua que
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pasa de abajo a arriba del eje x lo corta.

Teorema de Rolle. Hipotesis:

1. f es continua en [a,b];

2. f es derivable en (a,b);

3. f@ = f(b).

Tesis: existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f’(c) = 0. Interpretacion: entre dos puntos de
la grafica a la misma altura hay uno con tangente horizontal.

Teorema del valor medio del calculo diferencial (de Lagrange). Hipotesis: las dos
primeras de Rolle. Tesis: existe al menos un ¢ € (g, b) tal que

f) - f@)

Fo===

Interpretacion: hay un punto donde la tangente es paralela a la secante que une (a, f(a))

con (b, f(b)). Rolle es el caso f(a) = f(b).

Crecimiento. Si f’(x) > 0 en un intervalo, f es creciente ahi; si f’(x) < 0, es decreciente.

Es consecuencia del teorema del valor medio.

Criterio de la primera derivada. Sea c un valor critico con f continua enc. Si f’ cambia

de + a — al pasar por ¢, en ¢ hay un maximo relativo; si cambia de — a +, un minimo

relativo; si no cambia de signo, no hay extremo.

Concavidad. Si f”(x) > 0 en un intervalo, la grafica es concava hacia arriba (U): queda

arriba de sus tangentes. Si f”(x) < 0, es concava hacia abajo (N). Un punto de inflexion

es un punto (¢, f(c)) de la grafica, con f continua en ¢, donde la concavidad cambia. Los

candidatos son los ¢ con f”(c) = 0 0 f”(c) inexistente; hay inflexion solo si f” cambia de

signo (x* tiene f”(0) = 0 y no tiene inflexion).

Criterio de la segunda derivada. Si f'(c) = 0y f”(c) < 0, en ¢ hay un maximo relativo;

si f”(¢) > 0, un minimo relativo; si f”(c) = 0, el criterio no decide y se usa el de la

primera derivada.

Picos y tangentes verticales. Donde f es continua y f’ no existe puede haber:

= un pico: |x| en x = 0; las pendientes laterales son distintas y hay minimo;

= una ciispide: x?/3 enx = 0; f’ — Foo por cada lado y también hay minimo;

= una tangente vertical sin extremo: ¥x en x = 0; f’ — +oo por los dos lados, f sigue
creciendo y la concavidad cambia: es punto de inflexion.

5.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«determinar si se cumplen las hipétesis  revisar cada hipotesis y 5.3.1

del teorema de Rolle» o «del valor hallar ¢

medio»

«intervalos donde es creciente o signo de f” 5.3.2

decreciente», «maximos y minimos
relativos», «valores criticos»
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«coOncava hacia arriba o hacia abajo», signo de f” 5.3.3
«puntos de inflexién», «criterio de la
segunda derivada»

«trazar la grafica», «bosquejar» tabla de variacion 5.3.4
raices o potencias fraccionarias: I/x — 1,  criticos donde f’ no existe  5.3.4
2/3
x
«maximo y minimo absolutos» en [a,b]  criticos y extremos del 5.3.5
intervalo
«dimensiones para que el area optimacién 5.3.6

(volumen) sea maxima», «material

minimo», «costo minimo»

«obtener a y b para que haya un punto  dos ecuaciones 5.3.7
de inflexion en (xg, yo)»

5.3 Procedimientos

5.3.1 Teoremas de Rolle y del valor medio

1.

Escribe las hipdtesis del teorema que pide el enunciado y revisa una por una, termi-
nando cada una con «se cumple» o «no se cumple»:
= Continuidad en [a,b]: polinomios, sen y cos son continuos siempre; un cociente,
donde el denominador no se anula; una raiz par, donde el radicando es > 0.
= Derivabilidad en (a,b): calcula f’ y revisa donde no existe (denominador cero, raiz
de cero en el denominador).
= Solo Rolle: f(a) = f(b). Evalta los dos extremos.
Si una hipétesis no se cumple, el teorema no se puede aplicar (puede o no existir c):
dilo y termina.
f®)-f(a)
a

Si se cumplen, plantea f’(c) = 0 (Rolle) o f'(c) = — =, (valor medio) y resuelve.

. Conserva solo las soluciones del intervalo abierto (a,b).

5.3.2 Crecimiento y extremos relativos

1.
2.

Dominio de f.

Deriva y factoriza f’. Valores criticos: los ceros de f’ y los puntos del dominio donde
f no existe.

Los criticos y los puntos fuera del dominio parten la recta en intervalos. Toma un valor
de prueba en cada uno y anota el signo de f’.

f’ > 0: creciente; f’ < 0: decreciente.

Criterio de la primera derivada en cada critico; evalda f en los extremos: el valor
méximo o minimo es f(c).

5.3.3 Concavidad, inflexion y criterio de la segunda derivada

1.

2.
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3. Hay inflexioén en un candidato solo si el signo cambia y ¢ esta en el dominio. Da las
coordenadas (c, f(c)).

4. Si el enunciado pide el criterio de la segunda derivada, evaliia f” en cada critico con
f’(c) = 0: negativo, maximo; positivo, minimo.

5.3.4 Tabla de variacion y grafica

1. Retine en una tabla los criticos y los candidatos a inflexién, ordenados, con los signos
de "y f” entre ellos.

2. Renglon de f: 7 (crece) o \ (decrece), y los valores de f en los puntos de la tabla.

3. Ubica en la grafica: extremos, inflexiones, intersecciones con los ejes (f(0) y, si es facil,
los ceros), asintotas.

4. Une los puntos respetando el crecimiento y la concavidad de cada tramo.

5. Donde f” no existe: si f* — +oo dibuja una tangente vertical; si las pendientes laterales
son distintas, un pico.

5.3.5 Extremos absolutos en un intervalo cerrado

1. Revisa que f sea continua en [a,b]: por el teorema de Weierstrass, existen los dos
extremos absolutos.

2. Encuentra los criticos de (a, b).

3. Evalta f en los criticos y enay b.

4. El mayor valor es el maximo absoluto y el menor, el minimo absoluto. No hace falta
ningun criterio.

5.3.6 Optimacion: plantilla

1. Dibujo y variables. Haz un esquema y nombra cada medida que cambia (x, y, r, h).

2. Funcion objetivo. Lo que se quiere hacer maximo o minimo, en funcién de las
variables: area, volumen, perimetro, material, costo.

3. Restriccion. La ecuacion que liga las variables: el dato fijo (perimetro, volumen, area)
o la condicion geométrica (el punto esta en la curva, tridngulos semejantes).

4. Una variable. Despeja de la restriccion y sustituye en la funcién objetivo.

5. Dominio. Los valores con sentido fisico (longitudes positivas, el punto dentro de la
figura).

6. Critico. Deriva, iguala a cero y resuelve en el dominio.

7. Justifica que es maximo o minimo: con la segunda derivada, con el cambio de signo
de la primera o comparando con los extremos del dominio.

8. Responde lo que se pide: todas las dimensiones, el valor éptimo y las unidades.

5.3.7 Punto de inflexion con parametros

1. «El punto (xy, ) esta en la grafica»: g(xy) = yp.
2. «Es punto de inflexién»: g”(xp) = 0.
3. Resuelve el sistema y comprueba que g” cambia de signo en x;.

67



Unidad 5 - Variacion de funciones: analisis de la grafica, optimacion y valor medio

5.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Analisis completo de una cubica

Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 5.

Dada la funcién f(x) = 13— x2 — 3x + 2, determine: a) los intervalos donde es
creciente o decreciente; b) sus valores maximos y minimos relativos; c) los intervalos
donde la grafica es concava hacia abajo o hacia arriba.

Resolucion.

1. Polinomio: dominio R. Primera derivada factorizada:
) =x-2x-3=(x-3)(x+1).

Valores criticos: x = =1y x = 3.
2. Valoresdef:f(—l)z—%—1+3+2: %yf(3)=9—9—9+2=—7.
3. Segunda derivada: f”(x) = 2x—2;se anulaen x = 1, con f(1) = %—1—3—1—2 = —g.
4. Tabla de variacion (valores de prueba —2, 0, 2, 4):

x<-1 -1 1 3 x>3
f + o - - -0 +
i - - - 0 + + +
fl 72 5N -2 N -7 7

5. a) f’ >0en(—co,—1)yen(3,0); f' <0en(-1,3).

6. b)Enx = —1, f’ cambiade + a — (y f”(—1) = —4 < 0): maximo relativo. En x = 3,
de —a+ (v f”(3) = 4 > 0): minimo relativo.

7. ¢) f” <0en(—00,1)y f” > 0en (1,): la concavidad cambia en (1, —g), punto
de inflexion.

8. Gréfica: ademas, f(0) =2, f(-3)=-7y f(5) = %

y

max. (-1, 11/3

-

inflexion (1, —

5/3)

min. (3,-7)
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Resultado: a) creciente en (—oo, —1) y en (3, ©), decreciente en (—1, 3); b) maximo
relativo f(—1) = %, minimo relativo f(3) = —7; ¢) concava hacia abajo en (—oo, 1),

hacia arriba en (1, o), con inflexién en (1, _g)

Ejemplo resuelto - Alambre cortado en dos

Adaptado de: 1er final 2012-2, tipo A, problema 5.

Un alambre de 60 cm se corta en dos partes; con una se forma un triangulo equilatero
y con la otra un cuadrado. ;Qué longitud debe tener cada parte para que la suma de
las areas sea minima?

Resolucion.
x 60 — x
| | |
f | 1
corte
x/3 (60 —x)/4
triangulo equilatero cuadrado

1. Variables. x: tramo del triangulo, de lado %; 60 — x: tramo del cuadrado, de lado
60—x
T

V3

2. Funcién objetivo. Con el area del triangulo equilatero de lado ¢, szz

A= S (2) s (222

es decir,

60 — x)?
J_Exz + (60— x° .
36 16

3. Dominio. 0 < x < 60 (en los extremos todo el alambre va a una sola figura).
4. Critico.

Alx) =

A(x) = l—fxf 6OT_X =0 = 8V3x =18(60— x),
de donde x = =8¢ = 340 pa ionalizando:

18483 9+4y3°

540(9 — 4v3)  540(9 —44/3)  180(9 — 4y/3)
X = = = .
81— 48 33 11

69



Unidad 5 - Variacion de funciones: analisis de la grafica, optimacion y valor medio

G

5. Justificacion. A”(x) = Bylso para toda x: el critico es minimo y, como es
el tnico, es el minimo absoluto en [0, 60]. (Comprobacién: A(0) = 225 y A(60) =
100+/3 = 173.2, mayores que A =~ 97.9 en el critico.)

660—1620+7204/3 _ 240(3+/3—4)
- 11 :

6. Otra parte: 60 — x =

11
Resultado: para el triangulo, 1809—4v3) = 33.90 cm; para el cuadrado,

240(3v3-4) _
11 11 -
26.10 cm.

5.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 5.5.1 - Valor medio con una raiz cuadrada
Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 5.
Sea f(x) = v/x — 5 en el intervalo [6, 9]. Determine si se satisfacen las hipétesis del teorema

del valor medio del calculo diferencial y, en caso afirmativo, obtenga el o los valores de x

donde se cumple la tesis.

Resolucion.

1. Continuidad en [6,9]. La raiz est4 definida y es continua para x > 5,y [6,9] esta
contenido ahi. Se cumple.

2. Derivabilidad en (6,9). f’(x) = 2\%

3. Pendiente de la secante: f(6) = 1, f(9) = 2:

fO-f6) 2-1_1

existe para x > 5. Se cumple.

9-6 3 3
i 1 _1 _5_3 _5-2 -2 _ A
4. Tesis: =3 = Ve 5= S = 5 7 = ¢=7 =725 queestien (6,9).
y
tangente
7
secante
(29/4, 3/2)
y=+vJx—5
9,2)
2/ (6.1)

T T x
5 6 c=20/4 9
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Resultado: se cumplen las dos hipdtesis y la tesis se cumple en ¢ = 24—9; la tangente en

(%, %) es paralela a la secante.
Ejercicio 5.5.2 - Rolle con un polinomio de grado 4

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo D, problema 4.

Sea f(x) = 2 — 4x? + x*. Determine si f satisface el teorema de Rolle en el intervalo

[1, \/§] y, en caso afirmativo, obtenga los valores del intervalo en los que se cumple.

Resolucion.

1. Continuidad en [1,+3]. Es un polinomio. Se cumple.

2. Derivabilidad en (1,43). f/(x) = 4x3 — 8x existe para toda x. Se cumple.

3. Valores en los extremos. f(1) = 2-4+1=-1y f(3) =2-12+9 = —1. Son
iguales: se cumple.

4. Tesis: f'(c) = 4c(c® —2) = 0 = ¢ = 0,c = +/2. Solo V2 = 1.41 esta en (1,\@) =
(1,1.73).

5. En ¢ = v/2 la tangente es horizontal: f(v2) =2 -8 +4 = -2,

Resultado: se cumplen las tres hipétesis y el teorema se verifica en ¢ = v/2.

Ejercicio 5.5.3 - Raiz cubica: tangente vertical
Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 5.

Para f(x) = J/x — 1 obtenga, si existen: a) los intervalos donde f es creciente o decreciente;
b) los maximos y minimos relativos; c) los intervalos donde la grafica es concava hacia
arriba o hacia abajo. Trace la grafica de f.

Resolucién.

1. La raiz cubica esta definida para todo real: dominio R, y f es continua.
2. f(x)=(x— 1)1/3, asi que
, 1 1
(x) = = .
/ 3(x =123 33f(x—1)?

No se anula nunca y no existe en x = 1: inico valor critico, x = 1.

3. a) El denominador es positivo (raiz cibica de un cuadrado): f’(x) > 0 para todo x # 1.
Como f es continua en x = 1, es creciente en todo R.

4. b) f’ no cambia de signo en x = 1: no hay maximos ni minimos relativos. Como
f’(x) = +00 cuando x — 1, en (1, 0) la tangente es vertical.

5. ¢) Segunda derivada:

2
93(x —1)5 .

Para x < 1, (x — 1)° < 0 y su raiz cibica también: f” > 0, céncava hacia arriba. Para
x> 1: f” <0, concava hacia abajo.

6. La concavidad cambia en x = 1y f es continua ahi: (1,0) es punto de inflexidn, con
tangente vertical.

7. Puntos para la grafica: f(=7) = -2, f(0) = -1, f(2) =1, f(9) = 2.

1) = =2 =1 = -
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inflexion (1,0)
concava N

4
t

S
=7 2 9
|

concava U ,1:
I
I
| tangente vertical x = 1

Resultado: a) creciente en (—oo, ), nunca decreciente; b) no tiene extremos relativos
(x = 1 es critico, con tangente vertical); c) concava hacia arriba en (—oo, 1) y hacia abajo
en (1, 00); inflexién en (1, 0).

Ejercicio 5.5.4 - Extremos relativos y absolutos

Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 7.

Para f(x) = (1 + x)(x — 1)? obtenga: a) los intervalos donde es creciente o decreciente; b)
sus maximos y minimos relativos; c) el maximo y el minimo absolutos en [—1, 1]. Trace la
grafica.

Resolucién.

1.

g WD
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Desarrollando, f(x) = x> — x> — x + 1; dominio R.

f/(x) = 3x% — 2x — 1 = (3x + 1)(x — 1). Criticos: x = -1 syx=1

. Signo de f’: positivo en (— ;) negativo en ( 1 ) positivo en (1, o).
.Valores:f(—%):? —27yf(1):2 0=0.

. b) En —%, f’ pasa de + a —: méaximo relativo. En 1, de — a +: minimo relativo. (Con la

segunda derivada, f”(x) = 6x —2: f” (—%) =—4<0y f’(1)=4>0)

. ¢) f es continua en [—1, 1]. Valores en los criticos y en los extremos del intervalo:

fen=o0 f(5)=3  f=0

. Para la gréfica: inflexién en x = % (f” cambia de signo), con f (%) = %; f(0)=1

£(2) = 3.
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inflexién (1/3,/16/27)

max. (~1/3, 32/

Resultado: a) creciente en (—00, —%) y (1, 00), decreciente en (—%, 1); b) maximo relativo

f (—%) = % minimo relativo f(1) = 0; ¢) en [—1, 1], maximo absoluto % enx = —% y
minimo absoluto 0,enx = —1yenx = 1.

Ejercicio 5.5.5 - Funcion racional

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo C, problema 4.

Dada f(x) = (,i_);)z: determine: a) los intervalos donde es creciente o decreciente; b) sus
maximos y minimos relativos; c) los puntos de inflexién y la concavidad de su grafica.
Resolucion.

1. Dominio: x # 2. En x = 2 hay asintota vertical y, como el grado del denominador es
mayor, y = 0 es asintota horizontal.
2. Primera derivada (se simplifica un factor x — 2):

£ 8(x —2)% —16x(x —2) 8(x —2)— 16x 8(x +2)

xX) = = = — .
(x-2)* (x—2)} (x—2)°

Critico: x = —2 (x = 2 no esta en el dominio, pero si separa intervalos).

3. Signos (valores de prueba —3, 0, 3):

x<—-2 -2<x<2 x>2
—8(x +2) + - -
(x —2)3 - - +
I - ¥ -
4. b) En x = -2, f’ pasa de — a +: minimo relativo f(-2) = 71—166 = —1. No hay maximo

relativo.
5. ¢) Derivando —8(x + 2)(x — 2)73:

(x-2)=3(x+2) 16(x+4)
(x-2¢  (x-2*

El denominador es positivo: f” <0six <-4y f”" >0si—-4<x<2o0x>2.

f(x) =8
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=32 _ _8

6. Inflexion en x = —4: f(—4) = % = "o En x = 2 no hay inflexién: no esta en el

dominio y f” no cambia de signo.

y=8x/(x—2)

inflexion (-4, —8/9)

min. (—2,-1)

Resultado: a) decreciente en (—oo, —2) y en (2, o0), creciente en (—2, 2); b) minimo relativo

f(=2) = —1, sin maximos; ¢) concava hacia abajo en (—oo, —4), hacia arriba en (—4,2) y
. - .8

en (2, »); inflexién en ( 4, 9).

Ejercicio 5.5.6 - Sector circular de perimetro minimo

Adaptado de: 1er final 2013-1, tipo C, problema 5.

Un sector circular de radio r y arco [ tiene 4rea 8 m?. Determine las dimensiones del sector
; p. i rl
cuyo perimetro es minimo. (Area del sector: E’)

Resolucion.
1. Funcion objetivo. El perimetro son dos radios y el arco: P = 2r + L.

2. Restriccion. %l =8 = [ = %,

3. Una variable: P(r) = 2r + %, conr > 0.
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4. Critico: P'(r)=2— 1—26 =0 = r? =8 = r =22 (laraiz negativa no tiene sentido).
5. Justificacion: P”(r) = % > 0 parar > 0: minimo, y absoluto, pues es el inico critico.
16

6. Arco:l = PN =4./2. Angulo central: 6 = é = 2 rad. Perimetro: P = 42 + 42 = 8./2.

Resultado: r = 2¢/2 m = 2.83 m y [ = 442 m (dngulo central de 2 rad); perimetro minimo

82 m.

Ejercicio 5.5.7 - Cilindro inscrito en un cono

Adaptado de: Ier final 2006-1, tipo B, problema 6.

Calcule las dimensiones del cilindro de volumen maximo inscrito en un cono de radio
R=9cmy altura H = 18 cm.

Resolucion.

1. Variables. Radio r y altura h del cilindro. En el corte vertical, la generatriz del cono es
la recta por (9,0) y (0,18): y = 18 — 2x.
2. Restriccion. La esquina (r, h) del cilindro toca la generatriz: h = 18 — 2r (o, con
tridngulos semejantes, % = ?
. Funcioén objetivo: V = wr?h = 7r?(18 — 2r) = 7(18r% — 2r®), con 0 < r < 9.
. Critico: V/(r) = n(36r — 6r®) = 6xr(6 —r) =0 = r =6.
. Justificacion: V" (r) = n(36 — 12r), V" (6) = =36 < 0: maximo.
h=18-12=6yV =m-36-6 = 2167.
3

Resultado: radio 6 cm y altura 6 cm; volumen maximo 2167 cm”.

o v A W

Ejercicio 5.5.8 - Envase cilindrico sin tapa

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2019-2, problema 4.

Se quiere construir un envase de 1500 cm® con forma de cilindro circular recto sin tapa.
Calcule el radio y la altura del envase que emplean la menor cantidad de material.
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sin tapa

Resolucion.
1. Funcién objetivo. Material: base més pared lateral (sin tapa): S = zr? + 2zrh.
2. Restriccion. 7r?h = 1500 = h = %.

3000

3. Una variable: S() = 7r? + 222, conr > 0.

4. Critico:

S'(r) = 2 — 3030 —0 = 3= 1500 1500
r

5. Justificacion: S”(r) = 27 + M > 0: minimo.

6. Altura: como 7r® = 1500, h = w = ”—rz =r

r? 7

Resultado:r = h = 5.3/1;2 cm =~ 7.82 cm.

5.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.5.

Ejercicio propuesto 5.6.1

Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 5.

Para f(x) = —14+2x— x; — = determine: a) los intervalos donde es creciente o decreciente;
b) los intervalos donde la grafica es concava hacia arriba o hacia abajo; ¢) sus maximos y
minimos relativos. Trace su grafica.

Resultado: a) decreciente en (—oo0,—2) y (1, 00), creciente en (-2, 1); b) concava hacia

arriba en (—oo ——) hacia abajo en (—% 00) inflexion en (—% —%) ¢) minimo relativo
1

f(=2)= —?, maximo relativo f(1) = 5
— Resolucién en el Apéndice E, p. 112.

Ejercicio propuesto 5.6.2

Adaptado de: 2° final 2001-2, tipo A, problema 5.

Calcule el area maxima que puede tener un rectangulo de dimensiones variables inscrito

XY
en la elipse st =1
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Resultado: 24 unidades de area (rectangulo de 4v/2 por 3+/2).

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 113.

Ejercicio propuesto 5.6.3

Adaptado de: 1er final 2005-2, tipo B, problema 6.

Se fabricara un recipiente con forma de prisma triangular recto. Su seccién es un tridangulo
rectangulo isosceles de catetos L y su longitud es h, como en la figura. Calcule el valor de
L que hace minima la cantidad de material, si el recipiente debe tener una capacidad de
3 m>. Considere el prisma cerrado: dos caras triangulares y tres rectangulares.

Resultado: L =36 +3v2m = 2.17 m (con h = (2 — v/2)L = 1.27 m).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 113.

Ejercicio propuesto 5.6.4
Adaptado de: 2° final 2006-2, tipo A, problema 5.
Un triangulo rectangulo esta formado, en el primer cuadrante, por los ejes coordenados

y una recta que pasa por el punto (2,3). Obtenga las coordenadas de los vértices del
tridngulo de area minima.

Resultado: (0,0), (4,0) y (0, 6); &rea minima 12.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 114.

Ejercicio propuesto 5.6.5

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° parcial 2025-1, tipo A, problema 4.

Obtenga el valor de a y el de b tales que la grafica de g(x) = ax® + bx? tenga un punto de
inflexién en A(1,2).
Resultado:a = —1,b = 3: g(x) = —x> + 3x2.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 114.

Ejercicio propuesto 5.6.6

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2026-1, tipo A, problema 4.

Para m(x) = sen x + cos x, con —% <x< %: a) obtenga sus valores criticos; b) calcule sus
valores extremos absolutos; c) obtenga su punto de inflexion; d) trace su grafica.
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Resultado: a) x = %; b) maximo absoluto J2enx= %, minimo absoluto —1 en x = —%;

c) (—%,0).

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 115.

5.7 Errores frecuentes

1. Olvidar los criticos donde f” no existe. EnJx — 10 x2/3 el critico no sale de f =0,
sino del denominador de f’.

2. Llamar extremo a todo critico. Si f’ no cambia de signo (x> en 0, ¥x — 1 en 1) no
hay extremo.

3. Llamar inflexion a todo cero de f”. Hay que comprobar que f” cambia de signo:
x* tiene f”(0) = 0y es concava hacia arriba en todas partes.

4. Inflexion fuera del dominio. En (xi’;)z, x = 2 separa intervalos de signo, pero ahi

no hay punto de la grafica.

5. Dar solo la abscisa. «Valor maximo» es f(c); «punto de inflexién» son las coordenadas
(c. f(e)).

6. Rolle y valor medio sin revisar hipotesis. Cada hipétesis se escribe y se califica:
«se cumple» o «no se cumple». Y ¢ debe estar en el intervalo abierto.

7. Extremos absolutos sin los extremos del intervalo. En [a, b] siempre se evaltan
f@y f).

8. Optimacién con dos variables. Si no se usa la restriccion para dejar una sola variable,
la derivada no tiene sentido.

9. No justificar el maximo o el minimo. Un critico no basta: segunda derivada, cambio
de signo o comparacién con los extremos del dominio.

10. Contar mal las caras o los tramos. Un envase sin tapa no lleva 1% dos veces; el

perimetro de un sector lleva dos radios mas el arco.

5.8 Formulario de emergencia de la unidad

» Critico: ¢ en el dominio con f’(c) = 0 o f’(c) inexistente.

= Rolle: f continua en [a,b], derivable en (a,b), f(a) = f(b) = f’(c) = 0 para algin
c € (a,b).

Valor medio: f continua en [a,b], derivable en (a,b) = f’(c) =
c € (a,b).

Weierstrass: continua en [a,b] = alcanza méaximo y minimo absolutos. Bolzano: conti-
nuay f(a)f(b) <0 = f(c) =0 para algin c € (a,b).

= f/ > 0:crece - f’ < 0:decrece - f” > 0: céncava U - f” < 0: concava N.

Primera derivada: + — — maximo, — — + minimo. Segunda derivada: f'(c) = 0y
f”(c) < 0 méximo, f”(c) > 0 minimo.

Inflexion: f” cambia de signo en ¢ del dominio; punto (c, f(c)).

Absolutos en [a, b]: comparar f en los criticos y en a, b.

J®O)-f(@) p
==, para algun

- 2
= Areasy volimenes: triangulo equilatero ‘/73(2 - sector %l = %,l =10 - cilindro V = 7r?h,

1
lateral 27rrh - cono V = gerzH .
= Optimacion: objetivo, restriccion, una variable, dominio, critico, justificacion, respuesta
con unidades.
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5.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Analisis de la grafica: dominio, f” factorizada, criticos, f” factorizada, candidatos a
inflexion; todo en una sola tabla de variacion.

2. Contesta cada inciso con intervalos y con valores f(c) o coordenadas, en el orden del
enunciado.

3. Para la grafica, marca extremos, inflexiones, f(0) y asintotas antes de unir con la curva.

4. Rolle o valor medio: tres (o dos) renglones de hipétesis con «se cumple» y después
la ecuacién para c.

5. Optimacion: dibujo con variables, escribe la plantilla completa y no olvides justificar
y dar unidades.

Si no se llega al final, la tabla de signos bien hecha o la funcion objetivo en una variable

ya valen buena parte del problema.
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Unidad 6 - Sucesiones y series: convergencia, intervalo y series de
Taylor (solo Plan 2010)

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura, Plan 2010). El alumno utilizara los
conceptos fundamentales de las sucesiones y de las series para determinar su
caracter y para representar funciones por medio del desarrollo en series de
potencias.

Instrucciones de emergencia

= Plan: solo Plan 2010. En el Plan 2016 las sucesiones y series no son de Calculo y
Geometria Analitica: son el tema 1 de Calculo Integral y se estudian en el cuaderno
de Célculo Integral, unidad 5. Si tu plan es el 2016, salta esta unidad.

= Frecuencia: es el tema 6 de Célculo Diferencial. Sale un problema en cada uno
de los 10 finales revisados: serie de Maclaurin o de Taylor en 6 e intervalo de
convergencia en 4.

= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta unidad.

= Ruta corta:

1. Lee la seccién 6.1 (30 min) y copia en una hoja la tabla de series conocidas.

2. Aprende los procedimientos 6.3.5 (intervalo con extremos) y 6.3.6 (tabla de
derivadas): son los dos problemas del examen.

3. Sigue los dos ejemplos de la seccidn 6.4 tapando la resolucion.

4. Resuelve los ejercicios 6.5.1 a 6.5.4 con crondémetro: 15 min cada uno.

6.1 Conceptos y expresiones

Sucesion. Una sucesion infinita es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los
nuimeros naturales {1, 2,3, ...} y cuyos valores son nimeros reales: a;, dy, as, ... Se escribe
P e . 1 23
{a,}, y la regla a, es su término enésimo. Por ejemplo, {E’ —3 -
n . .
a, = (=11 Pl el signo alterna y el numerador y el denominador avanzan de uno en
uno.

} tiene término enésimo

Limite y caracter de una sucesion. Si g, se acerca tanto como se quiera a un nimero L
cuando n crece, se escribe lim,, ., a, = L y se dice que la sucesion es convergente (ese es
su cardcter); si el limite no existe o es infinito, es divergente. Los limites se calculan como
en la Unidad 3, con n — oo: se divide entre la mayor potencia de n. Dos limites que se
usan siempre:

lim = =0 (p>0), lim r" = 0 s%|r|<l,

n—oo pP n—oo oo sir>1.

Monétona y acotada. La sucesion es creciente si a, < a,,1 para todo n (no decreciente si
ay < ayyq)y decreciente sia, > ay1 (no creciente sia, > a,1); en cualquiera de esos casos
es mondtona. Es acotada si existenmy M conm < a, < M para todo n. Por ejemplo, {n + %}
es creciente y acotada inferiormente por 2, pero no superiormente: diverge. Teorema:
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toda sucesiéon mondtona y acotada es convergente. Para decidir la monotonia se compara
a, con a1, o se deriva la funcién f(x) que da a, = f(n): si f'(x) < Oparax > 1,1a
sucesion es decreciente.

Serie y convergencia. Una serie es la suma de los términos de una sucesién: ¥, a, =
ap + ap + as + -+ Su suma parcial n-ésima es S, = a; + - + a,,. La serie es convergente y su
suma es S silim, , S, = S; si el limite no existe o es infinito, es divergente.

Condicién necesaria (criterio del término enésimo). Si ), a, converge, entonces
lim,,_,o, a, = 0. La reciproca es falsa: 150 y la serie arménica Y, 1 diverge. Lo que si se
usa es la contrarreciproca: si lima, # 0 (0 no existe), la serie diverge. Con lima, = 0,
el criterio no decide.

Serie geométrica. Cada término es el anterior por la misma razon r:
_ a .
Z:ar”1:a+ar+arz+--~:—1 sifr] <1,
-r

y diverge si |r| > 1. En la formula, a es el primer término, sin importar desde qué indice

empieza la suma. Un decimal periddico es una serie geométrica: 0.777 ... = — + m + -
7/10 _ 7
1-1/10 ~ 9°

Serie p. Zn 1 ;7 converge sip > 1ydiverge si p < 1. Con p = 1 es la arménica. Por

ejemplo, Y, ‘S'F =y 2 73 converge, porque p = 5 >1) \/iﬁ diverge (p = %),
Criterios para series de términos positivos.

= Comparacién directa. Si 0 < a, < b, y Y. b, converge, Y, a, converge. Sia, > b, >0y
Y. b, diverge, Y. a, diverge.
» Comparacion en el limite. Si a,, b, > 0y lim,,_,q, % =ccon 0 < ¢ < o, las dos series

tienen el mismo caracter. Se compara con una serie p: se toma b, , con p igual al
grado del denominador menos el del numerador.

= Cociente (D’Alembert). Sea L = lim,,_,, ‘a"“ ‘ SiL < 1,laserie converge (absolutamente);

siL>10L = oo, diverge; si L = 1, el criterio no decide. Es el criterio para factoriales y
potencias ¢".
= Raiz. Sea L = lim,_,, Q/m; se concluye igual que con el cociente. Conviene cuando
todo el término esté elevado a la n.
1
(n+1)' T
Series alternadas. En ) (—1)"b, con b, > 0, el signo alterna. Criterio de Leibniz: sib,,; <
b, (decreciente) y lim b, = 0, la serie converge. La serie es absolutamente convergente si

Y. lan| converge, y condicionalmente convergente si converge pero Y, |a,| diverge. Toda serie
( 1)n+1

Con factoriales: (n + 1)! = (n + 1) n!, asi que —~

absolutamente convergente es convergente. Ejemplo: la arménica alternada ),
converge condicionalmente.

Serie de potencias. Es una serie con la variable x: Z;’;O cp(x—a)", centrada en a. Converge
en un intervalo de convergencia centrado en a, de radio R: converge absolutamente si
|x —a| < Ry diverge si [x —a| > R. En los extremos x = a— Ry x = a + R puede pasar
cualquier cosa, asi que el intervalo puede ser (a— R,a+R),[a—R,a+R],[a—R,a+R)o
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(a—R,a+ R]; por eso los exdmenes piden «incluir el analisis de los extremos». Si converge
para todo x, R = oo.

Series de Taylor y de Maclaurin. Si f tiene derivadas de todos los 6rdenes en x = a, su
serie de Taylor en x = a es

o )y
10 =3 O ay

n=0

= @+ P+ Lt +

(n)
Con a = 0 se llama serie de Maclaurin: f(x) =, fn—fo)x". Cortada en el término n, es el
polinomio de Taylor P,, que aproxima a f cerca de a, mejor cuanto mas términos tiene
(figura). Asi calcula una computadora sen x.

y
\ P, Pyi
Ve P =x °
\ /
\ /
\ /
\ TN TN /
\ AR\
\ \
— t ; A x
S N2 -1 1 2 N\ 3
N \
7 NI \
, -
/ \ Yy =senx
/ \
! \
Series conocidas. Con R el radio de convergencia:
1 [oe]
= M=1+x+x%+- R=1,
i)
( 1)" 2n+1 x3
senx—z =x———+, R=oo
(n+1) 3!
( l)” 2n xz
cosx—z ' —1——'+~~~, R = oo,
= (@2n) 2!
m(m—1)
A+x)"=1+mx+ —2x% + -, R=1

2!

La ultima es la serie binomial, para cualquier exponente m (negativo o fraccionario).

6.2 Coémo reconocer el problema
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«la sucesion {a,} converge o diverge», limite, monotonia o regla 6.3.1

«monotona», «acotada», «término de a,

enésimo»

un decimal periddico, o «calcular su serie geométrica y & 6.3.2

suma» de una serie con r"

«caracter», «converge o diverge» de término enésimo, p, 6.3.3

Y. ay, sin x; «criterio del cociente» comparacién o cociente

un (—1)" en una serie sin x; «criterio de  Leibniz y convergencia 6.3.4

Leibniz» absoluta

«intervalo de convergencia», «analisis radio por el cociente ylos  6.3.5

de los extremos» de Y, ¢,(x — a)" dos extremos

«serie de Maclaurin», «serie de Taylor tabla de derivadas y patrén  6.3.6

en x = a», «primeros términos no

nulos»

sen(kx), cos(kx), m, Je—x sustituir en una serie 6.3.7
conocida

6.3 Procedimientos

6.3.1 Limite, monotonia y término enésimo de una sucesion

1.

Limite: si a, es un cociente de polinomios, divide entre la mayor potencia de n del
denominador. Grados iguales: el limite es el cociente de los coeficientes principales;
numerador de mayor grado: diverge; de menor grado: 0.

Con potencias r": saca como factor la de mayor base; " — 0si |r| < 1.

. Monotonia: escribe a, como constante mas un resto (a, = ¢ +r;,) y estudia el resto, o

deriva f(x) con a, = f(n); calcula los primeros términos para confirmar.

. Acotada: si es decreciente, a; es cota superior y el limite (si existe) es cota inferior.
. Término enésimo: separa signo, numerador y denominador; busca en cada uno una

progresion (n, 2n — 1, 2", n!) y comprueba conn = 1, 2, 3.

6.3.2 Suma de una serie geométrica

1.
2.
3.

. . , . as a
Escribe los primeros términos y calcula r = a—z; comprueba con a—S
1 2

Si|r| < 1, converge; si |r| > 1, diverge.
S = primer término

= . En un decimal periddico, cada bloque que se repite es un término.

6.3.3 Caracter de una serie numérica

En este orden:

1.
2. ;Es geométrica o p? Se decide de inmediato.
3.
4

. ¢Es un cociente de polinomios o radicales? Comparac10n con la serie p del mismo

Término enésimo: silima, # 0, diverge y se acabo.

nt1

;Hay factoriales o potencias ¢"? Cociente: 51mphﬁca antes de tomar el limite.
«grado».
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6.3.4 Serie alternada: Leibniz y convergencia absoluta

Gk N

Escribe la serie como Y ,(—1)"b, con b, > 0.

Comprueba lim b, = 0. Si no es 0, la serie diverge.

Comprueba que b, decrece: f’(x) < 0 con b, = f(n), o b,1 < b, directamente.

Con las dos condiciones, converge (Leibniz).

Para clasificarla, estudia Y. b,: si converge, la convergencia es absoluta; si diverge,
condicional.

6.3.5 Intervalo de convergencia con andalisis de los extremos

1.
2.

Escribe el término a, completo, con la x.

Cociente: L = lim,_,,
L =k|x —al.

Impén L < 1: |x —a| < % = R Despeja:a— R < x < a+ R.Si L = 0 para todo x, el
intervalo es (—o0, 00).

a;“ ‘ Los cocientes de potencias de n tienden a 1 y queda

Extremo derecho: sustituye x = a + R en la serie original y estudia la serie numérica
(casi siempre una p o una armonica).

Extremo izquierdo: sustituye x = a — R; suele quedar alternada: Leibniz, o conver-
gencia absoluta si Y. |a,| es una p con p > 1.

Escribe el intervalo con corchete en los extremos que convergen y paréntesis en los
que divergen.

diverge converge (absolutamente) diverge

R a a

| O <«—
+ e

R

«———>

R

enx =a=* Relcocienteda L = 1:
cada extremo se sustituye y se analiza aparte

6.3.6 Serie de Maclaurin o de Taylor con la tabla de derivadas

1.

") : _ _
Haz una tabla con las columnas n, f(")(x), f(")(a) y Tu Derivahastan=3o0n=4.

. ; 2 -
Escribe las raices como exponentes: - 2x~1/2,

. Evalta en x = a (en Maclaurin, a = 0) sin simplificar los coeficientes numéricos: asi se

ve el patrén.

. Si se piden «los primeros términos no nulos», salta los ceros y sigue derivando hasta

tener los que se piden.

. Patrén: identifica el signo ((—1)" o (=1)""1), los factoriales y las potencias; escribe

™ (a) en general y compruébalo con n = 0,1, 2.

(n)
5. Término general: %(x — a)"; simplifica los factoriales.

6. Escribe la serie con Y, y sus primeros términos. Si se pide el intervalo, aplica 6.3.5 al
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6.3.7 Atajos: sustituir en una serie conocida

1.

AN

sen(kx), cos(kx): sustituye u = kx en la serie de senu o cosu: (kx)*" = k¥"x?". El
intervalo sigue siendo (—co, 00).

2 2 .. 2 . _ l+cos2x 2 . _ l—=cos2x d és el teri
COS™ X O Sén”™ X: usa Cos™ X = T ysen" x = T, Yy despues €l paso anterior.
L1 1 —zx—nvélida ara |x| < ¢
c—x ¢ 1-x/c el p !

m
(c+x)"=c" (l + f) y la serie binomial con < en lugar de x; valida para |x| < |c|.
El atajo sirve para comprobar el resultado de la tabla de derivadas. Si el enunciado pide
la serie «por definicion» o con derivadas, entrega la tabla.

6.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Intervalo de convergencia con extremos

Adaptado de: ler final 2012-2, tipo A, problema 6.
. . . -3 . s
Obtenga el intervalo de convergencia de la serie ¥, ; (xn3) , incluyendo el analisis

de los extremos.

Resolucién. i "
1. Término enésimo: a, = (’:33 ) ; el siguiente es a,,1 = %
2. Criterio del cociente:
G| _ =33
a, (n+1)3 |x-=3I"
3
n
=|x -3 ( )
n+1

Como # —1,L=|x-3|
3. Converge absolutamente si |x — 3| < 1, es decir, 2 < x < 4. Centro 3 y radio R = 1.
4. Extremo x = 4: ), rll—z =Y nl—3 serie p con p = 3 > 1: converge.
5. Extremo x = 2: ), (:l—?n Sus valores absolutos forman la misma serie p conver-
gente, asi que converge absolutamente.

6. Los dos extremos se incluyen.
Resultado: el intervalo de convergencia es [2, 4], es decir, 2 < x < 4.

Ejemplo resuelto - Tres términos de una serie de Taylor

Adaptado de: ler final 2013-1, tipo C, problema 6.

Obtenga los tres primeros términos no nulos de la serie de Taylor de f(x) = \/% en
x=1
Resolucion.
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1. Se escribe f(x) = 2x~1/2 y se hace la tabla de derivadas, evaluadas en a = 1:

0 | (0 | 20

n

0| 2x~1/2 2 2

1] —x32 | 1 -1
3,52 | 3 3

2 2x 2 4

2. Ningun coeficiente es cero, asi que los tres primeros términos no nulos son los de
n=20,1,2:

fm=2 poe-n=-G-1, TP =362

3. Enla figura, la recta P; (la tangente) y la parabola P, se pegan a la curva cerca de
x=1

L2 9 (x— S(x—1)2 —
Resultado.ﬁ—Z (x 1)+4(x 1)

6.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 6.5.1 - Intervalo con un extremo abierto

Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 6.

n
Obtenga el intervalo de convergencia de Y, €a)) , incluyendo el analisis de los extre-
n n+1
mos.
Resolucion.
n
1. a, = M' Cociente:
n+1
G| 1™ g1
a, n+2 |x + 1"
n+1
=|x+1| - |x+1].
n+2
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2. lx+1<1 & -2< x < 0. Centro —1, radio 1.

3. Extremo x = 0: 3o g +1 =1+ % + é + -+, la armonica: diverge.

4. Extremo x = —2: Y % alternada con b, = ﬁ decreciente y con limite 0:

converge por Leibniz (condicionalmente).

Resultado: el intervalo de convergencia es [—2, 0), es decir, -2 < x < 0.

Ejercicio 6.5.2 - Intervalo con comparacion en los extremos

Adaptado de: ler final 2005-2, tipo B, problema 7.

Determine el intervalo de convergencia de Y, 17 3 analizando sus extremos.

Resoluciéon.

n
1. a, = =—. Cociente:
n n243

(/] nz +3
S S gy
ap (n+1)2+3
2. |x] <1 < —1< x < 1. Centro 0, radio 1.
3. Extremo x = 1: ), n2_1+3 Como 0 < n21+ nZ y Z es una serie pcon p = 2 > 1,

converge por comparacion directa.

4. Extremo x = —1: Z G 1) . La serie de sus valores absolutos es la del paso anterior,
convergente converge absolutamente

Resultado: el intervalo de convergencia es [—1, 1].

Ejercicio 6.5.3 - Serie de Maclaurin de 3 cos 2x

Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 6.

Determine el desarrollo en serie de Maclaurin de f(x) = 3 cos(2x).
Resolucion.
1. Tabla de derivadas en a = 0:

n| e | ™)
0 3 cos2x 3

1| —6sen2x 0

2| —12cos2x | —12=-3-22
3 24 sen 2x 0

4| 48cos2x 48 =324

2. Patron: las derivadas impares se anulan en 0; las pares son f(z”)(O) = 3(—1)"2%".

_ O 2 _ 312
3. Término general: oy X T (2n)!

4. Primeros términos:

345 316 4 364 ¢

3- x“+
2 24 720
:3—6x2+2x4—ix6+~~~
15
5. Comprobacion con el atajo: en cosu = ), ( (12) )'f se sustituye u = 2x y se multiplica

por 3. Vale para todo x.
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Resultado:

1)73. 22"
3cos2x = Z( 22 ) x2n
n

4
=3—6x?+2xt— —x0+ .
15
para todo x € R.

Ejercicio 6.5.4 - Serie de Maclaurin de una potencia negativa

Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 5.
1

Obtenga la serie de Maclaurin que representa a f(x) = et

Resolucién.

1. Se escribe f(x) = —(x + 3)73 y se deriva:
| | o)

n
— 1
0| —(x+3)73 -5
_ 3
1| 3(x+3)7* 5
- 12
2| —12(x+3)7 -5
- 60
3| 60(x+3)° %
2. Patrén: los coeficientes 1,3, 12, 60 son 22! 32', 43!, %!, es decir, <";2)! ; el signo es (-
n+1 1
) (=D)""(n +2)!
f (0) 3n+3
3. Término general, con ~—~+ ("+2) =+ 1Dn+2):
ﬂWm _ Tt D +2) ,
n! x 23143
2x* | 10x°
4. Primeros términos: — — + ﬁ e + 25
5. Convergencia: el cociente da ":ﬁ % - |31|; vale para |x| < 3. Coincide con la serie
binomial de —2—7 (1 + 5)
Resultado: .
- "+ 1D)n+2
VDD

S (x+3)? & 2.3n+3
n=0

6.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.6.

Ejercicio propuesto 6.6.1
Adaptado de: 2° final 2001-2, tipo A, problema 6.

Determine el intervalo de convergencia de la serie ZZO:I %(x - l)k.
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Resultado: radio 1; con el anélisis de los extremos, [0, 2).

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 115.

Ejercicio propuesto 6.6.2

Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 6.

Obtenga los tres primeros términos no nulos de la serie de Maclaurin de f(x) = cos 2x.
Resultado: cos 2x = 1 — 2x% + §x4 —

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 116.

Ejercicio propuesto 6.6.3
Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 7.
Obtenga los tres primeros términos no nulos de la serie de Maclaurin de f(x) = v4 — x.
2
Resultado: V4 —x =2 — Z—C - 26_4 —
—> Resolucién en el Apéndice E, p. 116.
Ejercicio propuesto 6.6.4
Adaptado de: 2° final 2006-2, tipo A, problema 6.
Obtenga el desarrollo en serie de Maclaurin de f(x) = sen3x.
(_1)n32n+1x2n+1
=3x— =x° + =x> — -, para todo x.

(2n+1)! 2 40
—> Resolucién en el Apéndice E, p. 116.

Resultado: sen3x = Y,

6.7 Errores frecuentes

1. Leer al revés la condicion necesaria. lima, = 0 no asegura que la serie converja (la
armonica); solo lim a, # 0 asegura que diverge.

2. Confundir sucesion y serie. {i} converge (a 0); ), % diverge.

3. Primer término equivocado en la geométrica. En & a es el primer término que
se suma, no el coeficiente de r".

4. Olvidar el valor absoluto en el cociente. Sin él, L = x —3 no llevaa |x — 3| < 1.

5. No analizar los extremos. Ahi el cociente da L = 1y no decide: se sustituye cada
extremo en la serie original.

6. Resolver mal [x —a| < R.Esa— R< x <a+ R: con (x + 1)" el centro es —1, no 1.

—(":!1)! =n+1ly _(2(;:)2!)! =(2n+1)(2n+2).

8. Olvidar el n! al pasar de f’ (a) al coeficiente, o la regla de la cadena al derivar cos 2x
ov4-—x.
9. Contar los ceros como términos. Los «tres primeros términos no nulos» de cos 2x
son los de grado 0, 2 y 4.
10. Taylor con x". En x = a la potencia es (x —a)": ena = —1 es (x + 1)".

7. Simplificar mal los factoriales.

6.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Sucesion: lim nip =0(p>0);r" — 0si|r| <1-mondtona y acotada = converge.
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= Término enésimo: lima, # 0 = ), a, diverge.
o oo — . : 1
= Geométrica: Y, ar" ! = & silrl <1-serie p: 3 - converge < p>1.

= Comparacién en el limite: lim Z—" = ¢ € (0,00) = mismo caracter.
= Cociente: L = lim % : L < 1 converge, L > 1 diverge, L = 1 no decide - raiz:

L = lim ¥|a,|.
» Leibniz: b, decreciente y b, — 0 = Y,(—1)"b, converge - absoluta si ), |a,| converge.
= Intervalo: L =k|x —a|<1=R= %; extremos a + R aparte.

(n)
s Taylor: f(x) =Y, fn—,(a)(x —a)" - Maclaurin: a = 0.

. —1)y2ntl —1)x2n
- =T (K<) senx = 3 A cosx = £ G
s ()" = Thmt PO o (2] < 1) cosx = HRE

6.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Serie numérica: primero el término enésimo; luego geométrica o p; con factoriales o
", cociente; con (—1)", Leibniz y después convergencia absoluta.

2. Intervalo: cociente con valor absoluto, despeja |x — a| < R, sustituye cada extremo en
la serie original y escribe corchetes o paréntesis.

3. Maclaurin o Taylor: tabla de derivadas con cuatro o cinco renglones, coeficientes sin
simplificar, patron comprobado conn = 0,1, 2 y término general con ..

4. Comprueba con el atajo de la serie conocida (sustituir u = kx o la binomial).

5. Escribe el resultado con la serie en Y, y sus primeros términos, y el intervalo si se pidio.

Si no se termina el patron general, la tabla de derivadas y los primeros términos bien
calculados ya valen parte del problema.
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Apéndice A - Formulario

1 Volver al indice

El examen no permite formulario ni calculadora. Este apéndice retne los formularios de
todas las unidades, en el orden del cuaderno, para repasarlos y escribirlos de memoria.
Las lineas marcadas soLorLaN2016 son solo del Plan 2016; la Unidad 6 es solo del Plan
2010 (en el Plan 2016, las series estan en el cuaderno de Calculo Integral, unidad 5).

A.1Funciones (Unidad 2)
= Dominio: Ju = u > 0; % = u# 0;lnu=u>0;angsenu, angcosu = [u| < 1.
f ,
D¢, ={x€D e€D+}-Dsy=DeND, - = ad = 0.
* Dp,=1{x o | &(x) '} Drg f N Dy - en ., ademds g(x)

» Inversa: Dg-1 = Ry, Ry-1 = Dy; f(ffl(x)) = x; grafica simétrica respecto a y = x.
= Inyectiva: estrictamente creciente o decreciente; recta horizontal corta una vez.

s y = k + c\Ja? — (x — h)?: circunferencia (c = 1) o elipse de centro (h,k); y = k +
c\J(x — h)? — a2 0 \/(x — h)? + a2: hipérbola.

» y = f(x —h)+ k: traslacién (h, k) - —f(x): reflejo en el eje x - f(—x): en el eje y.

» Paramétricas: sen’t + cos?t = 1 - sec’t — tan®t = 1 - cosh®t — senh”t = 1.

= angsen: [-1,1] — —%,% -angcos: [-1,1] - [0,7] - angtan: R — (—%, %)

" soLopLaN 206 e = x (x > 0), Ine* = x - log, x =

Inx
. q¥ = ¢Xlna
Ina

X__,—X X ,—X _
= soLopLaN20i6 senhx = & ze , coshx = % .senh 'x = ln(x+\lx2+1) .
cosh™'x =1In (x+ 2 — 1) tanh 'x = %ln 1+—x

A.2 Limites y continuidad (Unidad 3)

v limy,, f(x) =L = lim,_,, f(x) =lim,_ 4 f(x)=L.
» Indeterminadas: %, g, 00 — 00, () - 00, % (k # 0): limite infinito o no existe.
s Prdd=(xxa)x?Fax+a®) - WA-B)(VA+B)=A- B
= Raices ¢/x, ¢x: x =t™, m = mem(p, q), t — Va.
senu 1. tanu 1. 1—cosu 1 1—cosu 0.

= Conu— 0: — — = =
u u 2 u

sen ku sen au a tanau a
" —> k- — = . — =
sen bu b senbu b

= Al infinito: xﬁ — 0; dividir entre la mayor potencia del denominador; \/x? = |x|.

n

= Cociente de polinomios al infinito: grado menor arriba — 0; grados iguales — cociente
de coeficientes principales.

= Asintota vertical x = a: un lateral es +c0. Horizontal y = L: lim,_,,, f(x) = L.

= Continuidad en ¢: f(c) definida - lim,_,. f(x) existe - lim,_,. f(x) = f(c).

® SOLOPLAN2016 € ¥ — 0six — oo-tanhx — +1six — +o0-senh0 =0, cosh0 = 1.

A.3 La derivada (Unidad 4)
w f/(x) = limy,_,q w - derivable = continua.

’ _
s (W) =w +w - (%) = # S = (\/ﬂ), = %
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» (senu) =cosuu’ -(cosu) = —senuw’ - (tanu)’ = sec’uu’ - (secu) = secutanuv’.

» (cotu) =—csc?uu’ - (cscu)’ = —cscucotuu’.

o
V1-u?

= (angsenu)’ = - (angtanu)’ = - (angsecu)’ = IuI\/L:t,Tl; las «co» llevan

1+u?
signo menos.

= Inversa: dx 1
dy  dy/dx’

dy _ dy/dt d’y _ ()

dx ~ dx/dt dx? ~ dx/dt "

= Tangente y— Y = m(x — xp) - normal con —% - Ax+ By +C = 0tienem = —%.

» Paramétrica:

smimy = —1= ¢ =90°".

. tan(p—‘

= Razdn de camblo: figura, datos con signo, ecuacién, derivar respecto a t, sustituir al
final.

= EsferaV = %ﬂr3 A =47r? - cilindro V = zr?h - cono V = %nrzh - circulo A = 7r?,

= Diferencial: dy = f’(x) dx flx+ Ax) = f(x)+ f'(x)Ax.

= soLorLan2016 (Inu)’ = (@) = e - (a*) = a*Inau’ - (senhu)’ = coshuu’ -
(coshu)’ =senhuu’ - (tanh uw) = sech?uu’.

m soLoplaN20t6 Y= fE&:lny=glnf,y = f& (g’ In f+ gf7)

A.4 Variacion de funciones (Unidad 5)

= Critico: ¢ en el dominio con f’(c) = 0 o f’(c) inexistente.

= Rolle: f continua en [a,b], derivable en (a,b), f(a) = f(b) = f’(c) = 0 para algin
c € (a,b).

= Valor medio: f continua en [a,b], derivable en (a,b) = f’(c) =
¢ € (a,b).

= Weierstrass: continua en [a,b] = alcanza maximo y minimo absolutos. Bolzano: conti-
nuay f(a)f(b) <0 = f(c) =0 para algin c € (a,b).

= f' > 0:crece - f’ <0:decrece - f” > 0:céncava U - f” < 0: concava N.

= Primera derivada: + — — méximo, — — + minimo. Segunda derivada: f'(c) =0y
f”(c) < 0 maximo, f”(c) > 0 minimo.

= Inflexion: f” cambia de signo en ¢ del dominio; punto (c, f(c)).

= Absolutos en [a, b]: comparar f en los criticos y en a, b.

fb)-f(a) (b) f (@)

para algin

1 . 17 2 B R

= Areas y volimenes: triangulo equilatero \/;(2 - sector %l = %Q,I =10 - cilindro V = zr?h,
lateral 27rh - cono V = %IZRZH

= Optimacién: objetivo, restriccion, una variable, dominio, critico, justificacion, respuesta
con unidades.

A.5 Sucesiones y series, solo Plan 2010 (Unidad 6)

= Sucesién: lim nc—p =0(p>0);r" — 0si|r| <1-mondtonay acotada = converge.
» Término enésimo: lima, # 0 = Y a, diverge.

= Geométrica: Y, ar" ! = ﬂ sir| < 1-serie p: Y, nlp converge < p > 1.

.z s , a . ,
= Comparacién en el limite: lim p=c€ (0, ) = mismo caracter.
n
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Cociente: L = lim|%£|: I < 1 converge, L > 1 diverge, L = 1 no decide - raiz:

L =lim?Y/|a,|.
Leibniz: b, decreciente y b, — 0 = Y.,(—1)"b, converge - absoluta si ) |a,| converge.
Intervalo: L=k|lx —a|<1=R= %; extremos a + R aparte.

(n)
Taylor: f(x) =), fn—,(a)(x —a)" - Maclaurin: a = 0.

1 _ n . _ (=1)nx20t1 ) _ (=1)x2n
» S =X (X[ <1)-senx =) Dl COSX = 3 oo
s (1+x)™=1+mx+ @xz 4 (x| < 1) - cos?x = 1+C(2)52x.
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Apéndice B - Examenes

1 Volver al indice

B.1 Qué vino en cada examen

Los 10 finales del Plan 2010 y los 39 finales de Célculo y Geometria Analitica (Plan 2016),
en orden. Para cada problema se indica el tema y, entre corchetes, la unidad y, si esta en
este cuaderno, el ejemplo, el ejercicio resuelto o el ejercicio propuesto donde se trabaja. Al
final, los exdmenes parciales que se citan en el cuaderno. Las versiones del mismo examen
(tipos A, C, D) suelen ser el mismo problema con otros datos: si una version esta resuelta,
la otra se practica con el mismo procedimiento.

Plan 2010: Calculo Diferencial

1er final 2012-2, tipo A

= (1) inversa de una funcién paramétrica; dominio y recorrido [U2; ejercicio 2.5.7]; (2) limites con
radicales y trigonométrico [U3; ejercicio 3.5.1]; (3) continuidad y derivabilidad de una funcién
por partes (constantes a, b) [U4; ejercicio 4.5.2]; (4) recta tangente y normal, derivacién implicita
[U4; ejemplo 4.4]; (5) optimacion: alambre en tridngulo equilatero y cuadrado, area minima [US;
ejemplo 5.4]; (6) intervalo de convergencia con extremos [U6; ejemplo 6.4].

1er final 2013-1, tipo C

= (1) composicion: dominio, recorrido y grafica [U2; ejercicio 2.5.1]; (2) continuidad de una funcién
por partes (constante a) [U3; propuesto 3.6.1]; (3) derivada implicita y paramétrica [U4]; (4) razén
de cambio: globo esférico [U4; ejemplo 4.4]; (5) optimacién: sector circular de perimetro minimo
[U5; ejercicio 5.5.6]; (6) serie de Taylor, tres términos no nulos [U6; ejemplo 6.4].

2° final 2013-1, tipo A

= (1) modelo: perimetro de un terreno en funcion del radio [U2; ejemplo 2.4]; (2) limites trigonomé-
trico y con radical [U3; ejercicio 3.5.2]; (3) derivada implicita y regla de la cadena [U4; ejercicio
4.5.3]; (4) recta tangente a una curva paramétrica [U4; propuesto 4.6.1]; (5) crecimiento, extremos
relativos y concavidad [U5; ejemplo 5.4]; (6) serie de Maclaurin [U6; ejercicio 6.5.3].

1er final 2013-2, tipo A

= (1) modelo: area de una viga cortada de un tronco [U2; propuesto 2.6.6]; (2) limites: radicales, valor
absoluto, al infinito [U3; ejemplo 3.4]; (3) continuidad de una funcion de tres reglas (constantes
A, B) [U3; ejemplo 3.4]; (4) derivada implicita (ang cos) y segunda derivada [U4]; (5) teorema del
valor medio [U5; ejercicio 5.5.1]; (6) serie de Maclaurin, tres términos no nulos [U6; propuesto
6.6.2].

2° final 2013-2, tipo A

= (1) inversa de una funcion por partes; dominio, recorrido y graficas [U2; ejercicio 2.5.5]; (2)
limites: laterales con valor absoluto, al infinito, factorizacién [U3; ejercicio 3.5.4]; (3) tangentes
horizontales, derivacioén implicita [U4; ejercicio 4.5.6]; (4) razdén de cambio: esquiador en una
rampa [U4; ejercicio 4.5.8]; (5) analisis de ¥/x — 1 y grafica [U5; ejercicio 5.5.3]; (6) intervalo de
convergencia con extremos [U6; ejercicio 6.5.1].

2° final 2001-2, tipo A

= (1) inversa de una funcién paramétrica (primer cuadrante) y graficas [U2; propuesto 2.6.4]; (2)
limites: trigonométrico, al infinito, radicales [U3; ejercicio 3.5.3]; (3) segunda derivada con ang
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tan, evaluada [U4]; (4) razén de cambio: distancia al origen de un punto sobre y = sen x [U4]; (5)
optimacién: rectangulo inscrito en una elipse [U5; propuesto 5.6.2]; (6) intervalo de convergencia
[Us; propuesto 6.6.1].

2° final 2003-2, tipo A

= (1) inversa de una funcioén con radical; dominio, recorrido y graficas [U2; ejemplo 2.4]; (2) continui-
dad de una funcién por partes con valor absoluto [U3; ejercicio 3.5.5]; (3) segundas derivadas: ang
tan y paramétrica [U4; ejercicio 4.5.4]; (4) limites: trigonométrico lateral y radical [U3; propuesto
3.6.2]; (5) serie de Maclaurin [U6; ejercicio 6.5.4]; (6) area del tridngulo formado por tangente,
normal y eje y [U4]; (7) crecimiento, extremos relativos y absolutos, grafica [U5; ejercicio 5.5.4].

1er final 2005-2, tipo B

= (1) dominio, recorrido y grafica [U2; propuesto 2.6.1]; (2) derivada paramétrica evaluada [U4;
propuesto 4.6.7]; (3) limites con radicales y trigonométrico [U3; propuesto 3.6.3]; (4) tangentes a
y = 1/x perpendiculares a una recta [U4; ejercicio 4.5.5]; (5) razén de cambio: ondas circulares
[U4]; (6) optimacion: recipiente en forma de prisma triangular, material minimo [U5; propuesto
5.6.3]; (7) intervalo de convergencia con extremos [U6; ejercicio 6.5.2].

1er final 2006-1, tipo B

= (1) inversa de una funcién con radical y graficas [U2; ejercicio 2.5.4]; (2) limites: radicales, trigo-
nométrico, al infinito [U3; propuesto 3.6.4]; (3) continuidad y derivabilidad de una funcién por
partes (constante A) [U4]; (4) derivadas: ang sec y potencias [U4; ejercicio 4.5.1]; (5) crecimiento,
concavidad, extremos y gréfica [U5; propuesto 5.6.1]; (6) optimacion: cilindro inscrito en un cono
[Us; ejercicio 5.5.7]; (7) serie de Maclaurin, tres términos no nulos [U6; propuesto 6.6.3].

2° final 2006-2, tipo A

= (1) composicion y producto: dominio y recorrido [U2; propuesto 2.6.2]; (2) limites con radicales
y trigonométrico [U3; propuesto 3.6.5]; (3) derivadas: implicita, cadena, paramétrica (cicloide),
evaluadas [U4]; (4) tangente a y = x* que forma 45° con una recta [U4; propuesto 4.6.2]; (5)
optimacion: tridngulo de drea minima por (2, 3) [U5; propuesto 5.6.4]; (6) serie de Maclaurin [U6;
propuesto 6.6.4].

Plan 2016: Calculo y Geometria Analitica, finales

ler final 2016-1, tipo A

= (1) inversa de funcién con radical en intervalo [U2]; (2) limites (algebraico, al infinito, hiperbdlicas)
[U3]; (3) recta normal a una parabola [U4]; (4) extremos, monotonia, inflexién y grafica de cibica
[U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2016-1, tipo C

= (1) paramétricas a cartesiana (arco de elipse), dominio y recorrido [U2]; (2) limites (al infinito,
trigonométrico, funcién por partes) [U3]; (3) tangente y normal a curva implicita [U4]; (4) extremos,
monotonia, inflexién y grafica de ctbica [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano
(fuera del cuaderno).

1er final 2016-2, tipo A

= (1) paramétricas a cartesiana (arco de circunferencia), dominio y recorrido [U2]; (2) limites (ra-
dicales, trigonométrico, al infinito) [U3]; (3) tangentes a curva implicita donde y = 0 [U4]; (4)
inflexion de un polinomio; extremos de racional con 1a y 2a derivada [U5]; (5) vectores (fuera del
cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2016-2, tipo D
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= (1) composicion, dominio y recorrido [U2]; (2) limites (radical de cociente, trigonométrico) [U3];
(3) derivada de cociente con radical menos logaritmo [U4]; (4) teorema de Rolle [U5; ejercicio
5.5.2]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2017-1, tipo A

= (1) conica (fuera del cuaderno); (2) inversa de funcion paramétrica [U2]; (3) continuidad y deriva-
bilidad de funcién por partes (parametros) [U4]; (4) derivada evaluada (radical y angsen) [U4];
(5) razén de cambio (esfera) [U4]; (6) vectores (fuera del cuaderno); (7) recta y plano (fuera del
cuaderno).

1er final 2017-1, tipo C

= (1) inversa explicita de funcién con radical; dominio, recorrido y graficas [U2]; (2) dominio,
recorrido y limites leidos de una grafica [U3]; (3) angulo de interseccion entre circunferencia y
elipse [U4]; (4) monotonia, extremos, inflexién y concavidad de racional [U5; ejercicio 5.5.5]; (5)
vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

ler final 2017-2, tipo A

= (1) conica (fuera del cuaderno); (2) inversa de parabola restringida [U2]; (3) continuidad de una
racional en los reales [U3]; (4) angulo de interseccién entre hipérbolas [U4; ejercicio 4.5.7]; (5)
optimacién: rectangulo inscrito en elipse [U5]; (6) vectores (fuera del cuaderno); (7) recta y plano
(fuera del cuaderno).

1er final 2017-2, tipo C

= (1) modelo: area de una cruz en funcion de su base [U2; ejercicio 2.5.8]; (2) limites (radical, al
infinito, trigonométrico) [U3]; (3) razén de cambio: puente levadizo [U4]; (4) teorema de Rolle
[Us]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

ler final 2018-1, tipo A

= (1) inversa de funcién paramétrica (rama de hipérbola) [U2]; (2) limites (racional al infinito,
trigonométrico) [U3]; (3) derivadas (implicita, radical, trigonométricas) [U4]; (4) razoén de cambio
(area de un circulo) [U4; propuesto 4.6.6]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera
del cuaderno).

ler final 2018-1, tipo C

= (1) funcién por partes con radicales (arcos de cénicas): dominio, recorrido, grafica [U2; ejercicio
2.5.3]; (2) continuidad de funcién por partes (pardmetros) [U3]; (3) derivadas (angtan de radical,
implicita con In) [U4]; (4) valores criticos, inflexién y monotonia de racional [U5]; (5) vectores
(fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

ler final 2018-2, tipo A

= (1) inversa de funcién paramétrica (arco de circunferencia) [U2]; (2) limites sin L’'Hopital (radical,
racional al infinito, trigonométrico) [U3]; (3) derivadas evaluadas (segunda derivada, paramétrica,
logaritmo) [U4]; (4) tangente y normal a curva implicita [U4]; (5) optimacion: pagina de un libro
con margenes [U5]; (6) vectores (fuera del cuaderno); (7) recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2018-2, tipo C

= (1) dominio, rango, inversa y composicion con la inversa [U2]; (2) limites (radical, a menos infinito,
trigonométrico) [U3]; (3) derivadas (logaritmo, angtan, implicita, paramétrica) [U4]; (4) extremos,
monotonia y grafica de polinomio de grado 4 [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y
plano (fuera del cuaderno).

2° final 2016-1, tipo A
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= (1) funcién por partes: dominio, recorrido, grafica [U2]; (2) limites (diferencia de fracciones,
trigonométrico) [U3]; (3) derivadas implicita y paramétrica hiperbélica [U4]; (4) razoén de cambio
(cilindro con altura igual al radio) [U4]; (5) curva en el espacio (fuera del cuaderno); (6) recta y
plano (fuera del cuaderno).

2° final 2016-2

= (1) dominio, recorrido y grafica (radical y paramétrica) [U2]; (2) limites (trigonométrico, exponen-
ciales al infinito, racional) [U3; ejercicio 3.5.6]; (3) razén de cambio (tanque cilindrico) [U4]; (4)
teorema de Rolle [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

2° final 2017-1, tipo A

= (1) dominio, recorrido y composicion [U2]; (2) discontinuidades de una racional y limites en ellas
[U3]; (3) tangente y normal a curva con radical [U4]; (4) razoén de cambio (tanque cilindrico) [U4];
(5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

2° final 2017-2

= (1) conica (fuera del cuaderno); (2) cociente y composicién de funciones con dominios restringidos
[U2]; (3) limites (trigonométrico, al infinito con exponentes negativos) [U3]; (4) continuidad y
derivabilidad de funcion por partes [U4]; (5) optimacion: ventana normanda [U5]; (6) vectores
(fuera del cuaderno); (7) recta y plano (fuera del cuaderno).

2° final 2018-1

= (1) biyectividad e inversa de arco de circunferencia [U2]; (2) limites (radical, al infinito, trigonomé-
trico) [U3]; (3) normal y tangente a curva implicita [U4]; (4) valores criticos, monotonia, extremos,
inflexién y grafica de cubica [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del
cuaderno).

2° final 2018-2

= (1) composicion y su dominio [U2]; (2) continuidad de funcién por partes (seno y logaritmo) [U3];
(3) optimacion: cerca de terreno dividido en dos [U5]; (4) derivadas paramétrica hiperbdlica e
implicita [U4]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

ler final 2019-1, tipo A

= (1) funcioén inversa de raiz, dominio y recorrido [U2]; (2) limites (por partes, trigonométrico, al
infinito) [U3]; (3) recta tangente y normal [U4]; (4) extremos, monotonia, inflexién y grafica de un
polinomio [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2019-1, tipo C

= (1) grafica, rango, biyectividad e inversa (semicircunferencia) [U2]; (2) limites (racionalizacion,
trigonométrico, al infinito con raices) [U3]; (3) derivadas (trigonométrica inversa, implicita, pa-
ramétrica) [U4]; (4) optimacion: triangulo equilatero y cuadrado [U5]; (5) vectores (fuera del
cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2019-2, tipo A

= (1) dominio, recorrido e inversa (cuarto de circunferencia) [U2]; (2) limites (racional, trigonométrico,
al infinito) [U3]; (3) derivadas (exponencial, implicita, paramétrica) [U4]; (4) extremos absolutos
en intervalo cerrado [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2019-2, tipo C

= (1) funcién por partes con valor absoluto: dominio, recorrido, grafica [U2]; (2) limites (raciona-
lizacién, al infinito con raiz, trigonométrico) [U3]; (3) rectas tangente y normal a una parébola
(implicita) [U4]; (4) maximos y minimos relativos [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta
y plano (fuera del cuaderno).
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1er final 2020-1, tipo A

= (1) funcion en paramétricas: forma explicita, dominio, rango, grafica [U2; ejercicio 2.5.6]; (2)
limites (racional, hiperbdlicas, al infinito) [U3]; (3) razén de cambio: dos autos en direcciones
perpendiculares [U4; propuesto 4.6.3]; (4) valores criticos, monotonia, concavidad y grafica [U5];
(5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2020-1, tipo C

= (1) dominio, recorrido e inversa (cuarto de circunferencia) [U2]; (2) limites infinitos y al infinito
para trazar la grafica (asintotas) [U3]; (3) recta normal a una cénica (implicita) [U4]; (4) optimacion:
caja sin tapa de base cuadrada [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del
cuaderno).

1er final 2024-1, tipo C

= (1) funcién en paramétricas: dominio, recorrido y grafica [U2]; (2) continuidad de funcién por
partes (parametros a, b) [U3]; (3) angulo de interseccioén entre curvas [U4]; (4) optimacion: tanque
prismatico de base cuadrada con tapa [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano
(fuera del cuaderno).

ler final 2024-2, tipo A

= (1) conica (fuera del cuaderno); (2) funcion en paramétricas: dominio, recorrido, forma explicita,
grafica [U2]; (3) limites sin L’Hopital (trigonométrico lateral, racionalizacion) [U3]; (4) monotonia,
extremos relativos, inflexion y grafica de una cubica [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6)
recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2025-1, tipo A

= (1) inversa de una funcién dada como conjunto (arco de circunferencia) [U2]; (2) limites sin
L’Hopital (trigonométrico, racionalizacién) [U3]; (3) razén de cambio: tridngulo rectangulo isdsceles
[U4]; (4) monotonia, extremos relativos, inflexion y grafica de una cubica [U5]; (5) vectores (fuera
del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

1er final 2025-1, tipo D

= (1) funcién dada como conjunto (rama de hipérbola): grafica, dominio, recorrido, forma explicita
[U2]; (2) limites sin L’Hopital (doble racionalizacion, trigonométrico lateral) [U3]; (3) regla de la
cadena con radicales anidados, derivada en un punto [U4]; (4) optimacién: rectangulo de perimetro
fijo [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

ler final 2025-2, tipo A

= (1) grafica de funcidn en paramétricas (trigonométricas) [U2]; (2) continuidad de funcién por partes
(parametros a, b) [U3]; (3) pendiente de la tangente, derivacién implicita [U4]; (4) optimacién:
terreno cercado dividido en tres [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del
cuaderno).

ler final 2026-1, tipo A

= (1) funcién inversa (cuarto de circunferencia) y grafica [U2]; (2) continuidad de funcion por partes
(parametro a) [U3]; (3) recta tangente, derivacion implicita [U4]; (4) optimacion: perimetro maximo
de rectangulo inscrito en un circulo [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera
del cuaderno).

1er final 2026-2, tipo A

= (1) composicién de funciones: regla, dominio y recorrido [U2]; (2) limites sin L’Hopital (factori-
zacidn, trigonométrico) [U3]; (3) recta tangente, derivacion implicita (folium) [U4]; (4) extremos
relativos y punto de inflexion de una cubica [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y
plano (fuera del cuaderno).
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2° final 2019-1

= (1) inversa de un arco de circunferencia: dominio, recorrido, regla, graficas [U2]; (2) limites sin
L’Hopital (trigonométrico por sustitucion, racional, al infinito) [U3]; (3) derivadas (producto con
hiperbolica pidiendo dx/dy, implicita con In, paramétrica) [U4]; (4) valores criticos, monotonia,
inflexién y grafica de una cuartica [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera
del cuaderno).

2° final 2019-2

= (1) inversa de una rama de hipérbola, dominio y recorrido [U2]; (2) limites (trigonométrico, al
infinito) [U3]; (3) recta tangente (producto con exponencial y logaritmo) [U4]; (4) optimacion:
cilindro sin tapa de volumen dado, material minimo [U5; ejercicio 5.5.8]; (5) vectores (fuera del
cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

2° final 2020-1

= (1) inversa de un arco de circunferencia en intervalo abierto [U2]; (2) limites (lateral con raiz,
trigonométrico) [U3]; (3) derivadas (implicita con exponencial y In, paramétrica hiperbdlica) [U4;
propuesto 4.6.4]; (4) optimacion: rectangulo inscrito entre dos parabolas [U5]; (5) vectores (fuera
del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

2° final 2024-2, tipo A

= (1) inversa de un arco de circunferencia y su grafica [U2]; (2) limites sin L’Hopital (trigonométrico
lateral con raiz, racionalizacion) [U3]; (3) recta tangente [U4]; (4) optimacion: rectangulo inscrito
en una circunferencia [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

2° final 2025-1, tipo A

= (1) inversa en forma explicita (rama de hipérbola) y graficas [U2]; (2) asintotas, limite en discon-
tinuidad removible y grafica de funcién racional [U3; propuesto 3.6.6]; (3) derivadas (implicita,
logaritmica) [U4; ejercicio 4.5.9]; (4) optimacién: cilindro sin tapa con costos distintos de base y
pared [U5]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

2° final 2025-2, tipo A

= (1) producto de funciones con raices: dominio, recorrido, regla, grafica [U2]; (2) limites sin L’H6-
pital (trigonométrico con cosecante, al infinito) [U3]; (3) recta tangente a curva paramétrica
(circunferencia) [U4]; (4) optimacién: rectangulo inscrito en un tridngulo [U5]; (5) vectores (fuera
del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

2° final 2026-1, tipo A

= (1) funcién en paramétricas con raices: dominio, recorrido, regla y = f(x), grafica [U2]; (2) continui-
dad de funcion por partes (parametros a, b) [U3]; (3) recta tangente, derivacién implicita (elipse
rotada) [U4]; (4) valores criticos, extremos absolutos, inflexién y grafica en intervalo cerrado [U5;
propuesto 5.6.6]; (5) vectores (fuera del cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

2° final 2026-2

= (1) funcion en paramétricas (arco de elipse): dominio, recorrido, regla, grafica [U2]; (2) limites sin
L’Hopital (racionalizacién, logaritmos) [U3]; (3) razén de cambio: volumen de un cilindro [U4];
(4) optimacion: perimetro méaximo de rectangulo bajo una parabola [U5]; (5) vectores (fuera del
cuaderno); (6) recta y plano (fuera del cuaderno).

Plan 2016: examenes parciales citados

Calculo y Geometria Analitica, 1er parcial 2024-2, tipo C
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= (1) conica (fuera del cuaderno); (2) conica (fuera del cuaderno); (3) composicién f o f: dominio,
recorrido, grafica [U2]; (4) modelo: area de terreno rectangular con perimetro fijo [U2]; (5) funcién
paramétrica hiperbolica: dominio, recorrido, grafica [U2; propuesto 2.6.5]; (6) funcién por partes:
grafica, dominio, recorrido [U2].

Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-1, tipo A

= (1) conica (fuera del cuaderno); (2) paramétricas — y como funcion de x: dominio, recorrido, grafica
[U2]; (3) funcion inversa: regla, dominio, recorrido, grafica [U2]; (4) modelo: area de rectangulo
inscrito en semicirculo [U2]; (5) limites infinitos y al infinito; asintotas y grafica [U3; ejercicio
3.5.7]; (6) limites sin L’Hopital (trigonométrico; raices) [U3].

Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-1, tipo C

= (1) cénica (fuera del cuaderno); (2) funcién inversa de racional: dominio, recorrido, regla [U2;
propuesto 2.6.3]; (3) composicion f o g (exp/In): dominio, recorrido, grafica [U2; ejercicio 2.5.2]; (4)
modelo: volumen de caja de base cuadrada sin tapa con area fija [U2]; (5) limites sin L’Hopital
(trigonométrico; racionalizaciéon) [U3]; (6) continuidad en un punto con parametro [U3].

Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-2, tipo A

= (1) conica (fuera del cuaderno); (2) funcién paramétrica: dominio, recorrido, grafica [U2]; (3)
funcién inversa: dominio, recorrido, regla explicita, graficas [U2]; (4) modelo: cordén de soldadura
de tanque prismatico con area fija [U2]; (5) limites sin L’Hdpital (trigonométrico; al infinito) [U3];
(6) continuidad en R con dos parametros; grafica [U3; ejercicio 3.5.8].

Calculo y Geometria Analitica, 2° parcial 2024-1, tipo C

= (1) derivada por definicion (cuatro pasos) [U4; ejercicio 4.5.10]; (2) angulo entre curvas (recta y
elipse rotada) [U4]; (3) derivada paramétrica e implicita [U4]; (4) derivabilidad de funcién por
partes con parametro [U4]; (5) optimacion: rectangulo inscrito en tridngulo rectangulo [U5].

Calculo y Geometria Analitica, 2° parcial 2025-1, tipo A

= (1) célculo de derivadas (inversa trig., cociente, implicita) [U4]; (2) recta tangente paralela a una
recta dada [U4]; (3) angulo de interseccion entre curvas [U4]; (4) punto de inflexién con parametros
[U5; propuesto 5.6.5]; (5) razon de cambio: diagonal de un cuadrado [U4].

Calculo y Geometria Analitica, 2° parcial 2025-1, tipo D

= (1) calculo de derivadas (inversa trig., logaritmo de raiz, implicita) [U4]; (2) recta tangente y area
del triangulo con los ejes [U4; propuesto 4.6.5]; (3) teorema del valor medio [U5]; (4) razén de
cambio: lado de tridngulo equilatero [U4]; (5) monotonia, extremos, inflexion, grafica de cuartica
[U5].

B.2 Simulacros

Cada simulacro retne ejercicios propuestos en el orden del examen de tu plan. Resuélvelo
sin calculadora y sin ver el cuaderno; después calificalo con las resoluciones del Apéndice
E.

= Plan 2010: seis problemas, 2 horas.

= Plan 2016: los cuatro problemas de célculo (1 a 4), 80 minutos. Los problemas 5 y 6 del
examen (vectores, recta y plano) estan en Curso de Emergencia, Geometria Analitica:
sus simulacros de los problemas 5 y 6 (su Apéndice B) completan estos, con el mismo
reloj, unos 20 minutos cada uno.
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Apéndice B - Examenes

Simulacro 1 2 3 4 5 6
Plan 2010, 1 26,6 361 461 462 562 6.6.2
Plan 2010, 2 264 364 467 466 561 6.6.3
Plan 2016, 1 2.63 366 463 565 — —
Plan 2016, 2 265 362 464 566 — —

Las columnas 1 a 6 son los problemas del examen; los niimeros son de ejercicios propuestos
(seccién 6 de cada unidad). En el Plan 2010, la columna 4 es el segundo problema de
derivadas (tangente, razoén de cambio o diferencial). El segundo simulacro del Plan 2016
incluye logaritmo, exponencial e hiperbolicas ( soLO PLAN 2016 ).

101



Apéndice C - Fe de erratas

Apéndice C - Fe de erratas

1 Volver al indice

Ninguin examen usado en este cuaderno tiene resolucion publicada: todas las resoluciones
son propias. Este apéndice solo registra erratas o rarezas de los enunciados (datos que
sobran o faltan, dos respuestas donde se pide una) y como se trataron.

C.2 - Unidad 2 - Funciones: dominio, recorrido, inversa, composicion y modelos

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.3 - Unidad 3 - Limites y continuidad: formas indeterminadas sin L’Ho6pital y
funciones por partes

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.4 - Unidad 4 - La derivada: reglas, implicita y paramétrica, tangentes y razén
de cambio

2° final 2013-2, tipo A, problema 4: El enunciado pide la razén «en el instante en el

cual el esquiador se encuentra a una distancia de 3 m del punto méas bajo de la rampa».

d
Como la rampa es recta y la rapidez es constante dx _ 1dp

@ = s o depende del instante y
ese dato sobra; en este cuaderno se omite.

2° final 2013-1, tipo A, problema 4: El enunciado pide «una ecuacién de la recta

tangente» en el punto de ordenada %, pero la curva (y = 1 — x?) tiene dos puntos con esa
ordenada, (+§, %) con tangentes distintas. En este cuaderno se fija el de abscisa positiva
y se da también la otra tangente.

2° final 2006-2, tipo A, problema 4: El enunciado habla de «el punto P», pero hay dos

tangentes a y = x? que forman 45° conlarecta3x —y+1=0:en(-1,1) y en (4 16) En
este cuaderno se dan los dos.
1er final 2005-2, tipo B, problema 2: El enunciado pide 3—3: en y = 1, donde ‘;—f d—y se

, (o 0 L .
anulan a la vez y la formula paramétrica da ;- Eneste cuaderno se simplifica el COClente

antes de evaluar o se elimina el parametro (x = 1 — y?); las dos vias dan —%.

C.5 - Unidad 5 - Variacion de funciones: analisis de la grafica, optimacion y
valor medio

1er final 2005-2, tipo B, problema 6: El enunciado no dice qué caras tiene el recipiente;
la figura dibuja todas las aristas del prisma. En este cuaderno se toma el prisma cerrado

(dos triangulos y tres rectangulos), con L = 3/6 + 34/2 m; si la cara de la hipotenusa fuera
abierta, resultaria L = 3/6 m.
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Apéndice C - Fe de erratas

C.6 - Unidad 6 - Sucesiones y series: convergencia, intervalo y series de Taylor
(solo Plan 2010)

Sin erratas registradas en esta unidad.
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Apéndice D - Fuentes

Apéndice D - Fuentes

1 Volver al indice

Programas de las asignaturas

= Programa de estudio de Calculo Diferencial del Plan 2010 (primer semestre, 9 créditos,
72 horas), Facultad de Ingenieria, UNAM, aprobado por su Consejo Técnico el 19 de
noviembre de 2008. Seis temas: introduccién al Calculo, funciones, limites y continuidad,
la derivada, variacion de funciones, y sucesiones y series.

» Programa de estudio de Calculo y Geometria Analitica del Plan 2016 (primer semestre,
12 créditos, 96 horas), Facultad de Ingenieria, UNAM. Siete temas: secciones conicas,
funciones, limites y continuidad, la derivada y aplicaciones, variacion de funciones,
algebra vectorial, y recta y plano. Este cuaderno cubre los temas 2 a 5. Las sucesiones y
series del Plan 2016 son el tema 1 de Calculo Integral y estan en el cuaderno de Calculo
Integral, unidad 5.

De ellos se tomaron el orden de las unidades, el objetivo del curso y el objetivo literal de
cada unidad.

Examenes

Ninguin examen usado en las unidades tiene resolucién publicada: las resoluciones de este

cuaderno son propias. En cada ejercicio se cita el examen del que se adaptd; los del Plan

2016 llevan el nombre de la asignatura.

= Calculo Diferencial, Plan 2010: 10 exdmenes finales colegiados de 2001-2 a 2013-2.
Cinco son de 2012-2 a 2013-2, con el programa de 2008; los otros cinco (2001-2, 2003-2,
2005-2, 2006-1 y 2006-2) son de la versiéon anterior de la misma materia de primer
semestre, con los mismos temas.

= Calculo y Geometria Analitica, Plan 2016: 39 examenes finales (25 primeros y 14
segundos finales, de 2016-1 a 2020-1 y de 2024-1 a 2026-2) y 17 examenes parciales
(2024-1 a 2026-2).

Los enunciados estan redactados de nuevo, con los mismos datos, y las figuras estan

redibujadas.

Series de ejercicios. Las series de ejercicios de funciones, limites, derivada y variacién

de funciones que acomparfian al programa de Calculo y Geometria Analitica se revisaron

para la notacién y el orden de los temas; ningn ejercicio de este cuaderno sale de ellas.

Bibliografia de los programas

Calculo Diferencial (Plan 2010). Basica

= Larson, R. E., Hostetler, R. P. y Edwards, B. H. Calculo I, 8. ed. Madrid: McGraw-Hill,
2006.

= Solar G., E. y Speziale de G., L. Algebra I. México: Limusa y Facultad de Ingenieria,
UNAM, 1997.

= Stewart, J. Calculo, 6. ed. México: Cengage Learning, 2008.
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Apéndice D - Fuentes

Calculo Diferencial (Plan 2010). Complementaria

= Andrade D., A. y otros. Calculo diferencial e integral. México: Limusa y Facultad de
Ingenieria, UNAM, 2004.

= Andrade D., A. y Crail, S. C. Cuaderno de ejercicios de Calculo I. México: Facultad de
Ingenieria, UNAM, 2004.

= Leithold, L. El calculo con geometria analitica, 7.* ed. México: Oxford University Press,
1998.

= Purcell, E. J. y Varberg, D. Calculus with Analytic Geometry, 8.* ed. New Jersey: Prentice
Hall, 2001.

= Spivak, M. Calculo infinitesimal, 2.* ed. México: Reverté, 1996.

= Swokowski, E. W., Olinick, M. y Pence, D. Calculus. EUA: PWS Publishing Company,
1994.

Calculo y Geometria Analitica (Plan 2016). Basica

= Andrade, A. y Crail, S. Cuaderno de ejercicios de Calculo Diferencial, 2.* ed. México:
Facultad de Ingenieria, UNAM, 2010.

» Castafieda de 1. P., E. Geometria analitica en el espacio. México: Facultad de Ingenieria,
UNAM, 2009.

= De Oteyza, E. y otros. Geometria analitica y trigonometria. México: Pearson, 2008.

= Larson, R. y Edwards, B. Calculo I de una variable, 9. ed. México: McGraw-Hill, 2010.

= Stewart, J. Calculo de una variable, 6.* ed. México: Cengage Learning, 2008.

Calculo y Geometria Analitica (Plan 2016). Complementaria

» Lehmann, C. Geometria analitica. México: Limusa, 2008.

= Purcell, E. J. y Varberg, D. Calculo, 9.* ed. México: Prentice Hall, 2007.

= Rogawski, J. Calculo de una variable, 2.* ed. Barcelona: Reverté, 2012.

= Spivak, M. Calculus, 4.* ed. Cambridge: Publish or Perish, 2008.

= Swokowski, E. W. y Cole, J. A. Algebra and Trigonometry with Analytic Geometry, 13.2
ed. Belmont: Brooks Cole, 2011.

n Zill, D. G. Célculo de una variable, 4.* ed. México: McGraw-Hill, 2011.

Para los temas de geometria que este cuaderno no cubre (seccién 0.1), los libros indicados

por el programa son los de Castafieda, De Oteyza y Lehmann; el cuaderno hermano es

Curso de Emergencia, Geometria Analitica.

La notacién de este cuaderno (sen, ang tan x en lugar de arctan x, «regla de correspon-

dencia», «recorrido», «optimacion») es la de los enunciados de los exdmenes.
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1 Volver al indice

E.2 - Unidad 2 - Funciones: dominio, recorrido, inversa, composicion y modelos

Ejercicio 2.6.1 « volver

1. Dominio: la raiz esta en el denominador: x — 1 > 0, es decir, Dy = (1,0).

2. Recorrido: vx — 1 toma todos los valores positivos, y su reciproco también: cuando
x = 1%, f(x) - oo; cuando x — oo, f(x) — 0T. Como f es continua y decreciente,
Rf = (0, ).

3. Grafica:lade ix trasladada una unidad a la derecha; asintota vertical x = 1y horizontal

=
y =0.Pasapor (2,1)y (5, %)

y

Ejercicio 2.6.2 « volver

1 fog: f(x* +1) = Yx2+1. Como x> +1 > 1 > 0 para todo x, g(x) € Dy siempre:
dominio R.

2. Recorrido de f - g: x% + 1 toma todos los valores de [1,00), y su raiz, los de [1, ). El
minimo es 1, en x = 0.

3. f-g:Jx(x? + 1), con dominio Dy N Dy =[0,00)NR = [0, 00).

4. Recorrido de f - g: es producto de dos funciones no negativas y crecientes en [0, o),
asi que es creciente; vale 0 en x = 0 y crece sin limite: [0, o).

Ejercicio 2.6.3 «— volver
1. Dy =R\ {—%} (denominador # 0).
2. Despeje: y(B3x+2)=x—1=3xy—x=—-1-2y=x3y—1)=—2y+1),ysiy # %,

2y +1
x=—-—
1-3y
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

3. Cony = % la ecuacién queda 0 = —g: no hay x. Entonces Ry = R\ {%} y para cada
otro y hay un tnico x: f es inyectiva.

4. Intercambio: f~'(x) = f’i;lc con Dg-1 = Ry =R\ {%} y Rp-1 =Dy =R\ {_g}
5. Comprobacién: f(0) = —% y £ (—%) =9 -y

Ejercicio 2.6.4 «— volver

2
1. Forma cartesiana: cost = § sent = % Yy + % =1.Conx >0,y > 0es el cuarto

de elipse del primer cuadrante: y = 2\/9 —x%, x €0, 3], con recorrido [0, 4].
. Inyectividad: en [0, 3] 9 — x? decrece, asi que f es decreciente: tiene inversa.
. Despeje: x* =9 — 91—};2 = % (16 —yz) y, como x > 0, x = %m
Inversa: f~!(x) = %\/16 —x%,con D1 = [0,4] y Rp-1 = [0,3].

2
5. Graficas: f vade (0,4) a (3,0); f~1, de (0,3) a (4, 0): el cuarto de la elipse 316—2 + % =1

:-IAUJN

Ejercicio 2.6.5 «— volver

Dominio: cosht es creciente parat > 0, con cosh 0 = 1y sin cota superior: x € [1,c0).
Recorrido: senht es creciente, senh 0 = 0 y sin cota: y € [0, 00).

2
Grafica: mitad superior de la rama derecha de la hipérbola x? — yz = 1: empieza en el

vértice (1,0) y se acerca a la asintota y = 2x.

1.
2.
2
3. Forma cartesiana: con cosh®t — senh®t = 1, x2 — yT =1.Comoy >0,y =2Jx*—1.
4.
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Ejercicio 2.6.6 «— volver

1. Elrectangulo mas grande que se corta del tronco esta inscrito en el circulo: su diagonal
es el didmetro D.
2. Si h es el alto, por Pitagoras x% + h? = D?, asi que h = \/D? — x2.

3. Area: A = xh = xy/D? — x2.

4. Dominio: x > 0y h > 0, es decir, 0 < x < D.

E.3 - Unidad 3 - Limites y continuidad: formas indeterminadas sin L’Hépital y
funciones por partes

Ejercicio 3.6.1 « volver

1. Las dos reglas son polinomios; el tnico punto en duda es x = g, cona > —2.

2. Condicién 1: f(a) = a® + 4 (primera regla); se cumple.

3. Condicién 2: lim,_,,~ f(x) = @ + 4 y lim,_,,+ f(x) = (a — 2)°. Se igualan: a + 4 =
a2—4a+4,dedonde4a:0ya:0.

4. Condicion 3: con a = 0, el limite vale 4 = f(0); se cumple. Ademas a = 0 > —2.

5. Resultado: a = 0.

En el original la segunda regla se lee (x — 2)2.

Ejercicio 3.6.2 « volver

(o8]
1. a) Forma —. En senos y cosenos:

cscdx sen 3x _ 3 sen3x  4x 1

3
. - 2.
cot3x sen 4x cos 3x 4 3x sen4x cos3x 4

El lateral por la derecha coincide con el limite bilateral.
2. b) Forma %. Conx =13t — 2y 2x—16 = 2(t3 - 8).
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3. Diferencia de cubos:
t—2 3 1 1 1

= — = .
20 —2)#2 +2t+4) 202 +2t+4) 2-12 24

.a) 3. p L
4. Resultado: a) 4,b) 5
Ejercicio 3.6.3 « volver

0 . .,
1. a) Forma 7 Doble racionalizacion:

A-V5-x)(1+v5-x)=1—-(5-—x)=x —4,
B-=-V5+x)B3+V5+x)=9—-(5+x)=—(x—4).
2. Se cancela x — 4:

1—\/5—x__3+\/5+x_)_3+3 _
3-V5+x 1+V5—x 1+1

senx .
cosx

3. b) Forma %. Con tanx =

xZ

2
x
:( )cosx—>1~1:1.
sen x tan x senx

4. Resultado: a) —3;b) 1.

Ejercicio 3.6.4 « volver

1. a) Forma %. Doble racionalizacion:

Wx-3)x+3)=x-9,
(4—V2x—2)d+V2x—2)=18—2x = —2(x - 9).

2. Se cancela x — 9:

Jx =3 __4+\/2x—2_> 8 2
4—2x-2 2(Jx +3) 12 3

3. b) Forma %:

4tan2x 4 tan2x 3x 2x 4 2 _ 8
3sen3x 3 2x sen3x 3x 3 3 9
4. c) Forma 2 Se divide entre x%:
6+3+5
X X — 6
1+2-2
X X
5. Resultado: a) —%; b) %; c) 6.
Ejercicio 3.6.5 « volver
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1. a) Forma %. Conx =t (x=t1t- 1)

-t tt-DE+t+1)

=t(t*+t+1) > 3.

t—1 t—1
2. b) Forma g:
tan 2x g'taan. 3x _)g
sen3x 3 2x sen3x 3
3. Resultado: a) 3; b) %
Ejercicio 3.6.6 <« volver

1. Dominio: x?

—x =x(x —1) # 0, asi que Dy = R\ {0, 1}. Simplificacién:
(x—1) _x—1

80 = x(x—1)  x

1
=1-= (x#0, x=1).
X
2. a) Asintota vertical: en x = 0 el numerador simplificado vale —1; lim,_, o+ g(x) = ;—3 =
—oo y lim,_,o- g(x) = +o0. La recta x = 0 es asintota vertical. En x = 1 el factor se
canceld: no hay asintota, hay un hueco.
3. Asintota horizontal: lim,_,, (1 — %) =1;larectay=1.
4. b) lim,_,; %1 = % = 0. La discontinuidad en x = 1 es evitable.

5. c) La grafica es la hipérbola y = 1 — % sin el punto (1, 0).

y

E.4 - Unidad 4 - La derivada: reglas, implicita y paramétrica, tangentes y razén
de cambio

Ejercicio 4.6.1 «— volver
— 2g_3 2g_1 2 _1 ; i _1 13
1. Punto: y = cos*0 = 7 = sen 0= =X =1 Con abscisa positiva, x = 2 P(E’ Z)'
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2. Derivadas respecto a 0: 2x =2senfcosfy = da = —2cosfsenf.
A _y _ —25en9c039 _ A . X _
3. Cociente: —= = —="——="" T = 2x. (Lo mismo sale al eliminar el parametro: y =
1—-sen®0=1-x2)
4. Enx:%:m:—l.Tangente:y—g— (x—§)=>4x+4y 5=0.

5. En el otro punto de ordenada % ( 2 4) la pendiente es 1 y la tangente es 4x—4y+5 = 0.

Se agregd «y abscisa positiva» al original.

Ejercicio 4.6.2 <« volver

. Sea P(a, az). La tanfente tiene pendiente m = 2a; la recta, m, = 3.

1

2. tan45° =1= |372a : dos casos.
1+6a

3.

4

3-2a _ o _1 _1
Trea =1=3-2a=1+6a=a= econm= -
o 32e =3-2a=-1—-6a=a=-1,conm=—2.
1+6a
—(-2) 137
5. Comprobacién: con m = -2, % =—1;conm = 2 1+—§ = 1. En los dos el angulo
2
agudo es de 45°.
1
6. Puntos: P(—1, 1)yP(— —6)
Ejercicio 4.6.3 « volver

1. Variables: y (recorrido de A), x (de B), h (distancia entre ellos). Datos: dy =3, ‘2’; =5
(m/s).

2. Instante: y = 9 alost = 3 s; entonces x = 5(3) = 15y h = /81 + 225 = /306 = 3./34.

3. Ecuacién: h? = x? + y%. Derivando: Zh“ij—}tZ = inl—’; + Zyiii—)t/

4. Sustitucion:

dh _15(5)+9(3) _ 102 _ i
T s

5. Comprobacion: h = /(3t)? + (5t)2 = \/34t, que crece siempre a v/34 m/s.

Ejercicio 4.6.4 «— volver

. a) Se simplifica primero: Ine? = y. La ecuacién es e — x = y.

. Derivacion implicita: e (y + xy’) -1 =y’

1-ye

xe’J‘}yfl'

. b) i—’; =9cosh(3t) y 2—3; = 6 senh(3t) (sin cambio de signo: (coshu)’ = senhu u’).
dy _ 6senh(3t)

Todx 9 cosh(3t)

1
2
3. Se agrupa: (xe®¥ — 1)y’ =1—ye?V =y’ =
4
5

= % tanh(3t).

Ejercicio 4.6.5 «— volver
11 — 9. 1

1. Punto: —2=>x—2 P(Z,Z).

2. Pendlente il (x) ,m= —i.

3. Tangente: y — 5 :—Z(x 2)=>y:—1—c +1l,0x+4y—-4=0.
4. Intersecciones: con el eje x (y = 0), x = 4;coneleje y (x =0),y = 1.
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5. Area: %(4)(1) =2.

Ejercicio 4.6.6 «— volver
1. A= nr? asi que dA = 2xrdr.

2. Conr =20 ydr=0.02:dA = 2(20)(0.02) = 0.8 cm?.

3. Exacto: AA = 7 (20.02% — 20%) = (0.8004) cm?.

4. La diferencia, 0.00047 = n(dr)?, es despreciable frente a dA.

Se cambio la pregunta del original, que pide la rapidez con que aumenta el area si el radio
crece a razon de 0.02 cm/s: (Z—‘? = an% =0.81 cmz/s, el mismo numero.

Ejercicio 4.6.7 «— volver
l.y=1=sen2t=1=t= % (Unico en el intervalo). Punto (0, 1).

2. D —gcosat y Z—f = 2cos2t(—sen2t)(2) = —4sen2tcos2t. Ent = % las dos valen 0:

dt
la formula da 2.

3. Se simplifica antes de evaluar (para cos 2t # 0):

d_y _ 2 cos 2t _ 1
dx  —4sen2tcos2t 2sen2t’

Cuando t — %, el cociente tiende a —%.

4. Otra forma, sin el parametro: x = cos® 2t = 1 — sen® 2t = 1 — y?. Entonces jl—; =-2yy
dy _ 1 _ 1 _
Fr M 2eny—l.

E.5 - Unidad 5 - Variacion de funciones: analisis de la grafica, optimaciéon y
valor medio

Ejercicio 5.6.1 « volver

1. Dominio R. f/(x) = 2 — x — x? = —(x + x — 2) = —(x + 2)(x — 1). Criticos: x = —2'y
x =1

2. a) —(x +2)(x — 1) es positivo entre las raices y negativo fuera: decreciente en (—co, —2),
creciente en (-2, 1), decreciente en (1, ).

3. b) f”(x) =—-1—-2x,ceroenx = —%: f”>0six< —% (concava hacia arriba) y f” < 0

. 1 . . ooy o o T1 1 25
six>—o (hamaaba]o).lnﬂexmn.f( 2)— l-1-g+=-5

4. ¢)Enx = -2, f’ pasade —a+y f”(-2) = 3 > 0: minimo relativo f(-2) = -1 —

4—2+§ = —%. Enx = 1,de +a—vy f”(1) = =3 < 0: maximo relativo f(1) =
1 11
—1+2-1-121

5. Para la grafica: f(0) = —1, f(—4) = 13—3 f(g) ~ —4.33.
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max. (1, 1/6)
‘ . : x

/ 1 2

inflexion
(-1/2, —25/12)

min. (-2, —13/3)

Ejercicio 5.6.2 «— volver

= W [NCIEY

. Variables. Por simetria, el vértice del primer cuadrante es (x, y), con lados 2x y 2y.
. Funcioén objetivo: A = 4xy. Restriccion: el vértice esta en la elipse, y = Z\/ 16 — x2.

. Una variable: A(x) = 3xy/16 — x%, con 0 < x < 4.
. Critico:

3x2  3(16 — 2x%)

= :0=>x:2\5.
Ji6—x2 16— x2

A’(x) = 3716 — x2 —

. Justificacién: el numerador 3(16 — 2x2) pasa de positivo a negativo en x = 2/2:

maximo. (Ademéas A — 0 en los extremos x =0y x = 4.)

. y:%\@:%E.Lados:2x:4\/§y2y:3ﬁ.

7. Resultado: A = 4/2 - 34/2 = 24 unidades de 4rea (en general, 2ab).

Ejercicio 5.6.3 « volver

113



Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1. Restriccion. Volumen: area del tridngulo por la longitud, —h =3 = h= L2

2. Funcion objetivo. Dos tridngulos de 4 area = dos rectangulos L x h (los catetos) y uno
V2L x h (la hipotenusa):

6(2 + /2
5=L2+(2+\E)Lh=L2+(Tﬂ, L>0.
3. Critico: s
6(2 + 2
5'(L):2L—%=o=>L3:3(2+ﬁ):6+3\/§,
12(2+\F)

4. Justificacién: S”(L) =2 +

5. L:\3/6+3ﬁz2.17m.ComoL3:3(2+\/§),h: H=%= ziLf =@2-V2)L =
1.27 m.

6. Sila cara de la hipotenusa quedara abierta, S = L%+ % y el minimo estaria en L = 36 m.

> 0: minimo.

Ejercicio 5.6.4 «— volver

. Variables. La recta corta los ejes en (a 0)y (o, b) cona,b > 0; su ecuacion es 5 + % =1

. Restriccion. Pasa por (2, 3) = + 2=1= b=
ab _ 3a
2 7 20a-2)’

2 cona>2paraqueb>0

. Funcion objetivo: A = a>2.

O e

. Critico: )
2a(a—2)—a 3a(a — 4
T R EEn
(a—2)? 2(a — 2)?
5. Justificacion: para 2 < a < 4, A’ < 0; para a > 4, A’ > 0: minimo.
6. b = % =6yA= % = 12. La recta es % + % =1,y (2,3) es el punto medio del
segmento entre los ejes.

Ejercicio 5.6.5 « volver

1. Aestdenla grafica: g(1) =a+b=2.
2. Inflexion en x = 1: g”(x) = 6ax + 2by g”(1) = 6a + 2b = 0, es decir, b = —3a
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3. Sustituyendo:a—3a=2 = a=-1yb=3.
4. Comprobacion: g(x) = —x> + 3x2, g”(x) = —6x + 6 cambiade +a—enx = 1,y
g(1) = 2. Es inflexidn.
Ejercicio 5.6.6 «— volver
1. a) m’(x) = cos x — sen x, que existe siempre. m’(x) =0 < tanx = 1;en (—% %) la
tnica solucién es x = Z.
2. b) m es continua en el intervalo cerrado (teorema de Weierstrass). Valores:
T Ty V2 N2 LAY
m(_E)__l’ m(Z)_ 2 T3 =2 m(z)_l'
Maéximo absoluto /2 en %; minimo absoluto —1 en —%.
3. ¢)m”(x) = —senx —cos x = —m(x); se anula donde tanx = —1: x = 7%. Para x < f%,
m < 0ym” >0 (concava hacia arriba); para x > —%, m” < 0 (hacia abajo). Inflexién
b3 T\ _(_*x
en(-3.m(-3)) = (-5.0).
4. d) Ademés m(0) = 1. La grafica sube de (—% —l) a (% ﬁ) y baja a (% 1).

y
max. abs. (/4, \/2)
! (r/2, 1)
inflexién (- /4, 0)
} T + X
-n/2 /4 /2
‘min. abs. (—r/2, —1)

E.6 - Unidad 6 - Sucesiones y series: convergencia, intervalo y series de Taylor
(solo Plan 2010)

Ejercicio 6.6.1 « volver
_ -t iente: |%1| = |x — 1| F- _

Loa == . Cociente: =|x l|k+1 - |x—1].

2. |x—1/<1 < 0<x <2 Centro 1, radio 1.

3. Elenunciado no pide los extremos, pero conviene analizarlos. En x = 2: g D % multiplo
de la armonica: diverge.

_1F

4. Enx =0: % >, %, alternada con % decreciente y con limite 0: converge (condicional-
mente).

5. Resultado: 0 < x < 2, es decir, [0, 2).
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Ejercicio 6.6.2 «— volver
1. Derivadas: f = cos2x, f’ = —2sen2x, f” = —4cos2x, f” = 8sen2x, f(4) =
16 cos 2x.
2. En0:1, 0, —4, 0, 16. Los no nulos son los de n = 0, 2, 4.
frminae 1 —2.2 _ 2 16 4 _ 2 4
3. Términos: 1, X = —2x°, 4,x = 33: .
4. Comprobacién: en cosu = 1 — 7 + 3—4 -con u = 2x queda 1 — 2x? + =X 16x .
5. Resultado: 1 — 2x2 + §x4.

Ejercicio 6.6.3 «— volver

1. f=04- x)1/2, = —%(4 —x)"1/2, f” = —i(4 — x)73/2 (por la regla de la cadena,
cada derivada multiplica por -1).

2 En0: f(0)=2 f(0)=—5 5=—3: f" 0=~ §=—5
3. Términos: 2, ——x _12/,32x2 z—:.
4. Comprobacién con la binomial: 2 (l - %)1/2 =2 (1 - % - %23 - )
2
5. Resultado: 2 — Z - )6(—4
Ejercicio 6.6.4 «— volver

1. Derivadas: f’ = 3cos3x, f” = —9sen3x, f” = —27 cos3x, f* = 81sen3x, f® =
243 cos 3x.

2. En0:0, 3, 0, —27, 0, 243. Las pares se anulan; las impares son f(2"+1)(0) = (—1)"32n+1,
P O ont1
3. Término general: i D)
4. Primeros términos: 3x — 2 x> + f;g S =3x— §x3 + 80
5. Comprobacién: en la serie de senu se sustituye u = 3x. El cociente da L =
9x? .
lim M ) = = 0: vale para todo x.
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