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Presentacién y como usar este cuaderno

Presentacion y como usar este cuaderno

1 Volver al indice

Este cuaderno esta pensado para quien tiene que aprobar Calculo Diferencial e Integral
en poco tiempo: en un examen extraordinario, en un final o después de varias semanas
sin estudiar la materia.

Es la materia de primer semestre del Plan 2026, el de la Generacion 2027 en adelante.
Junta en un solo curso lo que en los planes anteriores eran dos: el calculo diferencial de
una variable (funciones, limites, derivada y sus aplicaciones) y el calculo integral de una
variable (integrales, métodos de integracioén y series). Las funciones de varias variables,
que antes cerraban el curso de calculo integral, pasaron a Calculo Vectorial.

El cuaderno sigue los cuatro temas del programa 2026, cada uno dividido en partes:

0. Antes de empezar: qué viene en el examen y cémo estudiar.

1. Funciones y limites. Parte A: funciones, trascendentes y modelos. Parte B: limites y
continuidad.

2. Derivada y sus aplicaciones. Parte A: la derivada, tangentes y razoén de cambio. Parte
B: regla de L’Hopital. Parte C: variacién y optimizacién.

3. Integral definida e integral indefinida. Parte A: sumas de Riemann, valor medio, teorema
fundamental e integrales inmediatas. Parte B: area, longitud de arco, volumen de
revolucion y trabajo. Parte C: integral impropia.

4. Métodos de integracion. Parte A: partes, sustitucion trigonométrica y fracciones par-
ciales. Parte B: sucesiones y series.

Cada parte se ensefia igual que en clase: objetivo, conceptos, ejemplo resuelto y ejercicios.
La diferencia es que todo esta recortado a lo que se pregunta en los exdmenes.

Objetivo de la asignatura (programa del Plan 2026). «Aplicar conceptos de calculo
diferencial y de calculo integral al planteamiento y a la resolucién de problemas fisicos y
geométricos mediante el analisis de conceptos matematicos fundamentales y apoyandose
en el uso de nuevas tecnologias computacionales con el propésito de contribuir a la
formacion cientifica requerida en el estudio de las ingenierias.»

De donde salen los ejercicios.

= Todavia no hay exdmenes publicados del Plan 2026. Los ejercicios de examen de este
cuaderno salen de los examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no cambiaron:
los finales de Calculo Diferencial (Plan 2010) y de Calculo y Geometria Analitica (Plan
2016) para los temas 1y 2, y los finales y extraordinarios de Calculo Integral (planes
2010 y 2016) para los temas 3 y 4.

= Lo que el programa 2026 agrega (el uso de software, la representacion implicita, las
funciones como modelos fisicos, la mencion del trabajo mecanico y el criterio de la
integral) se trabaja con ejercicios propios, sin cita de examen, y con los textos de la
bibliografia del programa (Apéndice D).

= Todas las resoluciones de este cuaderno son propias y cada resultado se verificé con
algebra computacional. Cuando un examen trae una resolucién publicada, se comparé
con la propia; las diferencias estan en el Apéndice C.

= Cada ejercicio de examen indica el examen del que se adapté. Los enunciados estan
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redactados de nuevo, con los mismos datos, y las figuras estan redibujadas.

Sin calculadora. Los examenes de los planes anteriores no permiten calculadora ni
formulario: las resoluciones usan valores exactos (fracciones, radicales, 7, e, angulos
notables). El programa 2026 pide ademas usar software matematico; para eso cada parte
trae un recuadro Con la computadora, con unas lineas de Python que calculan lo mismo
que el ejemplo de la parte. Sirven para estudiar y comprobar, no para el examen.

Como usar este cuaderno

Cada parte tiene la misma estructura:

1. Un recuadro de Instrucciones de emergencia: cuanto salia el tema en los examenes
de los planes anteriores, cuanto tiempo dedicarle y la ruta corta.
. Conceptos y expresiones, en tono de libro.
Como reconocer el problema: una tabla que lleva del enunciado al procedimiento.
Procedimientos, paso a paso.
. Ejemplo resuelto.
. Ejercicios de examen resueltos.
. Ejercicios propuestos, con el resultado. Las resoluciones completas estan en el Apén-
dice E.
8. Errores frecuentes, formulario de la parte y procedimiento recomendado en el
examen.
9. Lo que agrega el Plan 2026, con ejercicios propios, y el recuadro Con la compu-
tadora.

N oG W

Formato de cada resolucion. Planteamiento — pasos numerados — resultado en
negritas. En los problemas de «;es continua?» o «;se cumple el teorema?», cada condicién
se revisa por separado, con «se cumple» o «no se cumple».

Rutas de estudio. La Unidad 0 propone una ruta de 5 semanas y otra de 2 semanas.

Regla de emergencia. Nunca dos dias seguidos sin estudiar. Un dia minimo (30 minutos
y un ejercicio) cuenta como dia cumplido.

Si tu plan es otro. Si eres de una generacion anterior a la 2027, tu plan es el 2010 o el
2016: usa Curso de Emergencia, Calculo Diferencial y Curso de Emergencia, Calculo Integral.
Casi todo el texto de este cuaderno es el mismo de esos dos, ordenado segtin el programa
2026.

Licencia

© 2026 luigisrs.me. Publicado por Fritanga Collective. Esta obra esta bajo una licencia
Creative Commons Atribucion-NoComercial-CompartirIgual 4.0 Internacional
(CC BY-NC-SA 4.0): https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.
0/deed.es

Puedes copiarla, distribuirla y adaptarla con fines no comerciales, siempre que cites al
autor (luigisrs.me) y compartas las adaptaciones con la misma licencia.

Los enunciados de los exdmenes se citan como fuente y pertenecen a sus autores. Las
referencias completas estan en el Apéndice D.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es
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Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

1 Volver al indice

Instrucciones de emergencia

= Tiempo: 20 minutos. Léela completa antes de cualquier otra unidad.

= Para qué: saber qué trae el programa 2026, qué pesa mas en los examenes y en
qué orden estudiar.

= Sieres dela Generacién 2027 o posterior, tu plan es el 2026 y este es tu cuaderno.
Si eres de una generacion anterior, usa Curso de Emergencia, Calculo Diferencial y
Curso de Emergencia, Calculo Integral.

0.1 Qué es esta materia

Calculo Diferencial e Integral es la materia de primer semestre del Plan 2026: 96 horas en
cuatro temas. Junta lo que en los planes 2010 y 2016 eran dos cursos de célculo de una
variable:

Tema del programa 2026 Partes De donde viene

1. Funciones y limites (22 h) 1A, 1B Funciones y limites del curso de
célculo diferencial

2. Derivada y sus aplicaciones  2A, 2B, 2C La derivada y la variacién de

(26 h) funciones; la regla de L’'Hépital, que
antes estaba en el curso de calculo
integral

3. Integral definida e integral =~ 3A, 3B, 3C Integrales definida e indefinida,

indefinida (24 h) aplicaciones e integral impropia del
curso de calculo integral

4. Métodos de integracion (24  4A, 4B Métodos de integracion y sucesiones y

h) series del curso de calculo integral

Lo que cambié respecto a los planes anteriores:

= Software en los cuatro temas. El programa pide usar software matematico para
graficar, ilustrar limites, sumas de Riemann y series. Cada parte trae un recuadro Con
la computadora con un bloque corto de Python (con la biblioteca sympy) que calcula
el resultado del ejemplo.

= Las trascendentes desde el principio. El logaritmo, la exponencial y las hiperboélicas
se estudian con las demas funciones (Parte 1A) y se derivan en la Parte 2A. Antes, en
uno de los planes, eran de otro curso.

= Laregla de L’Hopital pasa al tema de la derivada (Parte 2B). Los limites de la Parte
1B se siguen resolviendo sin ella, como lo piden los enunciados de los examenes de
limites.
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= Temas nuevos o con mas peso: la representacion implicita de una funcién y las
funciones como modelos fisicos (1A), la mencién del trabajo mecanico como integral
(3B) y el criterio de la integral para series (4B). Se trabajan con ejercicios propios.

= Lo que sali6 del curso: la introduccion histérica, el area en coordenadas polares y las
funciones de varias variables (que pasaron a Calculo Vectorial).

0.2 Como es el examen

Todavia no hay examenes del Plan 2026. El programa dice que la evaluacién sumativa

es un examen final. Mientras no haya examenes publicados, este cuaderno esta basado

en examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no cambiaron: sus finales

y extraordinarios traian seis problemas en dos horas, sin calculadora ni formulario, con

un problema por tema y siempre en el mismo orden. Es razonable esperar lo mismo:

» Duracién: unas 2 horas para seis o siete problemas, con puntos impresos que suman
100.

= Material: ninguno. Los examenes recientes dicen «No se permite el uso de dispositivo
electronico alguno, ni formulario». Los resultados se dejan exactos: 2, % e, In2, 32.

= Cada inciso se califica por separado. Si un inciso no sale, usa un valor razonable en
el siguiente y dilo.

0.3 Qué tan seguido salia cada tema

Examenes de los planes anteriores en los que aparece cada parte: los 10 finales de Calculo
Diferencial del Plan 2010, los 39 finales de Calculo y Geometria Analitica del Plan 2016 y
los 112 finales y extraordinarios de Calculo Integral (52 del Plan 2010 y 60 del Plan 2016).
Cada instruccién de parte da el detalle por subtema.

Parte Tema Plan 2010 Plan 2016
1A Funciones 10 de 10 39 de 39
1B Limites y continuidad 10 de 10 38 de 39
2A La derivada 10 de 10 (20 38 de 39 (44
problemas) problemas)
2B Regla de L’'Hopital 28 de 52 17 de 60
2C Variacion y optimizacion 10 de 10 35 de 39
3A Valor medio, Riemann, teorema 52 de 52 34 de 60
fundamental
3B Area, volumen, longitud de arco 52 de 52 56 de 60
3C Integral impropia 22 de 52 14 de 60
4A Tres integrales por método 52 de 52 60 de 60
4B Sucesiones y series 10 de 10 59 de 60
Observaciones:

» Casi todas las partes salian en casi todos los examenes. La regla de L’Hopital y la
integral impropia se repartian un mismo problema; por eso tienen menos apariciones
cada una.
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= Lo que mas sale dentro de cada tema:

» Tema 1: la funcion inversa con dominio, recorrido y grafica, muchas veces de
una funcién dada en forma paramétrica o por partes; dos o tres limites con radica-
les, trigonométricos y al infinito, o la continuidad de una funcién por partes con
constantes.

« Tema 2: derivacién implicita y paramétrica, recta tangente y normal, razén de cambio,
un problema de optimacién o un analisis de la grafica; L’'Hopital con las formas 1%,
00 e 0o — oo,

» Tema 3: valor medio y teorema del valor medio, area entre curvas, volumen de
revolucién y longitud de arco; una impropia que converge o diverge.

« Tema 4: tres integrales (casi siempre una de fracciones parciales, una por partes y
una de sustitucién trigonométrica); intervalo de convergencia con el analisis de los
extremos o una serie de Maclaurin o de Taylor.

= Del programa casi no se evaltan: el limite y la derivada por definicién (salvo en
algin parcial), la diferencial, las sucesiones solas, la condicién de integrabilidad y la
demostracion del teorema fundamental. Se mencionan, pero no se desarrollan.

0.4 Orden de estudio

El cuaderno sigue el orden del programa, pero conviene estudiar por dependencia: la
derivada (Parte 2A) se usa en casi todo lo demas, y los métodos de integracion (Parte 4A)
son la base de las aplicaciones, de la impropia y de las series.

Semana Ruta de 5 semanas

Unidad 0, Parte 2A (la derivada) y Parte 1B (limites)

2 Parte 1A (funciones), Parte 2C (variacién y optimizacioén) y Parte 2B
(L’Hbpital)

3 Parte 3A (integrales e inmediatas) y Parte 4A (métodos de integracion)

4 Parte 3B (aplicaciones), Parte 3C (impropia) y Parte 4B (series)

5 Simulacros (Apéndice B) y formulario de memoria (Apéndice A)

Ruta de 2 semanas.

= Primera semana: Partes 2A, 2C y 4A completas; de las Partes 1A y 1B, solo su ruta
corta (inversa y limites).

= Segunda semana: Partes 3A, 3B y 4B; de las Partes 2B y 3C, su ruta corta; un simulacro
el ultimo dia.

En cada parte, la ruta corta del recuadro de instrucciones dice qué leer primero. Si el

tiempo no alcanza, se recorta dentro de cada parte, nunca una parte completa:

1. la derivada por definicién y la diferencial (Parte 2A);

2. las hiperbélicas inversas (Parte 1A);

3. las sumas de Riemann calculadas a mano con el limite (Parte 3A);

4. lalongitud de arco en polares (Parte 3B) y las potencias trigonométricas con exponentes
altos (Parte 4A);
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5.

las sucesiones solas (Parte 4B), salvo las que se usan en los extremos del intervalo de
convergencia.

Los recuadros Con la computadora no son para el examen: 1éelos cuando ya resolviste

el ejercicio a mano, para comprobarlo.

0.5 En el examen (120 minutos)

1.
2.

Lee todo el examen (5 minutos) y reparte el tiempo: unos 18 minutos por problema.
Empieza por lo mecanico: las derivadas, las integrales por método y la serie de Maclau-
rin. Deja para después la inversa con graficas, el modelo de optimacion y la aplicacion
de la integral, que piden mas planteamiento.

Escribe el planteamiento antes de operar: la funcioén por optimizar con su restriccion,
las variables de la razon de cambio con sus unidades, la regién antes de la integral, el
término general de la serie.

En un limite, sustituye primero y escribe la forma indeterminada; en una integral,
revisa si es impropia antes de integrar.

Comprueba al final: deriva cada antiderivada, sustituye el punto de tangencia en la
curva, revisa que el dominio de ! sea el recorrido de f y que un area sea positiva.

0.6 Formulario de emergencia

El formulario de todas las partes esta en el Apéndice A. El examen no permite formulario:
conviene escribirlo a mano, desde cero, unos minutos cada dia, hasta saberlo de memoria.
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Unidad 1 - Parte A - Funciones: dominio, recorrido, inversa,
representaciones, trascendentes y modelos

1 Volver al indice

Objetivo del tema 1 (programa 2026). «Comprender y aplicar los concep-
tos de funcién real y limite mediante el estudio de sus propiedades, utilizando
software matematico para formular modelos fisicos y geométricos que des-
criban problemas de ingenieria.»

Contenido de esta parte. «Funciones polindmicas, racionales e irracionales.
Funcién inversa. Representaciones explicita, implicita, paramétrica y con
varias reglas de correspondencia de una funcion. Uso de software matematico
para la representacion grafica y estudio de las funciones trascendentes: trigo-
nométricas directas e inversas, exponenciales y logaritmicas e hiperbolicas.»
«Formulacién de funciones como modelos matematicos y sus aplicaciones a
la ingenieria. Visualizacion de los resultados obtenidos empleando software.»

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en exdmenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): un problema en cada uno de los 10 finales de Calculo Diferencial del
Plan 2010 (funcién inversa en 5, composicién en 2, modelo geométrico en 2 y
dominio y recorrido en 1) y en cada uno de los 39 finales de Célculo y Geometria
Analitica del Plan 2016 (funcién inversa en 19, paramétricas a forma cartesiana en
9, composicion, producto o cociente en 6, funcion por partes en 3, modeloen 1y
dominio y recorrido de una funcién dada por una ecuacién en 1). En los primeros
parciales del Plan 2016 abundan los modelos.
= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta parte.
= Ruta corta:
1. Lee las secciones 1A.1.1, 1A.1.2 y 1A.1.5 (25 min): dominio, graficas basicas e
inversa.
2. Aprende los procedimientos 1A.3.6 (inversa) y 1A.3.8 (paramétricas): juntos son
mas de la mitad de los problemas.
3. Sigue los dos ejemplos de la seccién 1A.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios de la seccién 1A.5 con crondémetro: 15 min cada uno, con
gréfica.
5. Lee la seccion 1A.10: la representacion implicita y los modelos fisicos son lo
nuevo del programa.

1A.1 Conceptos y expresiones
1A.1.1 Funcién, dominio y recorrido

Una funciéon f de A en B es una regla que asigna a cada elemento x de A un unico
elemento y = f(x) de B. También se describe como un conjunto de pares, f = {(x,y) |
y = f(x), x € A}, donde no hay dos pares con el mismo primer elemento. En una grafica,
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esto se reconoce con la prueba de la recta vertical: toda recta vertical corta a la grafica
a lo mas una vez.

» Dominio Dy: los valores de x para los que la regla da un niimero real (o los que el
enunciado indique, como «x € [—2,0]»).

= Recorrido (también rango o imagen) Ry: los valores y que efectivamente toma la
funcién, Ry = {f(x) | x € Dy}. El codominio es el conjunto de llegada, que puede ser
mayor.

= Regla de correspondencia: la formula y = f(x). En forma explicitaes y = ...; en
forma implicita, una ecuacién como x? + y? = 4 mas una restriccion.

Cuando el enunciado no da el dominio, se toma el dominio natural: todos los reales donde

la regla tiene sentido. Las restricciones vienen de cuatro fuentes:

= Raiz de indice par: \/u exige u > 0. Las raices de indice impar (3/u) no restringen.

» Cociente: % exige D # 0; si el denominador es una raiz par, \/% exige u > 0.

= Trigonomeétricas inversas: ang senu y ang cos u exigen —1 < u < 1; ang sec u exige
lul > 1.

= Logaritmo: Inu exige u > 0.

1A.1.2 Graficas basicas y transformaciones

Las graficas que mas aparecen en los exdmenes son las de esta tabla. Casi todas las raices de
los enunciados son arcos de circunferencia, elipse o hipérbola: se reconocen al completar
el cuadrado y elevar al cuadrado.

Regla Dominio Recorrido
y = x? (parabola) R [0, 00)
y= x3’ y= Q/} R R
Y=V [0,0) [0,0)
y= )l—c (hipérbola) x#0 y#0
y = x| R [0, 00)
y = \a? — x% (semicircunferencia) [—a,a] [0,a]
y= gxlaz — x? (semielipse) [~a,a] [0,b]
y= S\lxz — a? (hipérbola x| >a [0, )
horizontal)

y= gxlxz + a? (hipérbola vertical) R [b, o)

2 2 2 2
Las dos tltimas son las mitades superiores de ’;—2 - % =1lyde % - Z—z =1
Transformaciones. A partir de la grafica de y = f(x):

» y = f(x —h)+k: se traslada h unidades a la derecha y k hacia arriba (h, k con su signo);
= y = —f(x): se refleja respecto al eje x; y = f(—x): respecto al eje y;
= y =a f(x) cona > 0: se estira (a > 1) o se comprime (a < 1) verticalmente.

10
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Asi,y=—4— %J 16 — (x — 3)? es la semicircunferencia v/ 16 — x? comprimida a la mitad

(una semielipse), reflejada hacia abajo y con centro en (3, —4).

1A.1.3 Funciones por partes

Una funcién por partes usa reglas distintas en intervalos distintos del dominio:

filx) sixel,
folx) sixel.

fGx) =

Su dominio es la unién I; U I, (cada I recortado al dominio de su regla) y su recorrido
es la unién de los recorridos de cada rama, cada una en su intervalo. En la grafica, los
extremos incluidos se marcan con punto lleno y los excluidos con punto vacio.

1A.1.4 Operaciones con funciones y composicion

Para f y g se definen

(F2e)) = f) £ 8(),  (FRI) = FG) g0 (f) =12
g g(x)

con dominio Dy N Dy (y, en el cociente, sin los ceros de g). La composicién es

(f » ) = f(g(x)), Dy, = {x € Dy | g(x) € Dg}.

Primero se aplica g y luego f. El dominio de la composicién no se lee de la férmula
simplificada: e"*~2) impli i
plificada: e +2 se simplifica a x, pero solo existe para x > 2.En general fog # gof.

1A.1.5 Inyectividad y funcion inversa

f es inyectiva (uno a uno) si valores distintos de x dan valores distintos de y: f(x;) =
f(xy) = x; = xy. En la gréfica: toda recta horizontal la corta a lo mas una vez (prueba de
la recta horizontal). Una funcion estrictamente creciente o estrictamente decreciente en
su dominio es inyectiva. Es biyectiva si ademas su codominio es su recorrido.

Solo una funcién inyectiva tiene inversa f~!, definida por
[l =x = f0=y Dy-1 =Ry, Rp-1 = Dy.

Se cumple (f o f1)(x) = x en Ry (fef)x)=xen Dy. La grifica de fleslade f
reflejada respecto a la recta y = x: el punto (a,b) de f pasa a (b, a).

Si f no es inyectiva (por ejemplo y = x?), se restringe su dominio a un intervalo donde
silo sea: y = x? con x > 0 tiene inversa /x; con x < 0, —/x. El signo de la raiz al despejar
lo decide la restriccion.

Inversa de una funcion por partes. Si cada rama es inyectiva y los recorridos de las
ramas no se traslapan, la funcién es inyectiva y su inversa es por partes: en cada rama
se despeja por separado, y el intervalo de cada rama de f~! es el recorrido de la rama
correspondiente de f.
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1A.1.6 Funciones en forma paramétrica

Una funcién puede darse con un parametro:

Nx=x@)
fr N tel

Cada t da un punto (x, y) de la grafica. Para la forma cartesiana se elimina el parametro:
se despeja t (0 una funcién de t, como sent) de una ecuacion y se sustituye en la otra,
o se usa una identidad (sen2 t+cost = 1,sec’t — tant = 1, cosh’t — senh®t = 1). El
dominio es el conjunto de valores de x(t) con ¢ € I, y el recorrido el de y(t). Si no se da el
intervalo de ¢, lo imponen las raices o las restricciones sobre x y y.

1A.1.7 Funciones trigonométricas directas e inversas

. .. . T
senx y cos x tienen dominio R y recorrido [—1,1]; tanx y sec x excluyen x = 3+ k;
cotx y csc x excluyen x = k. Ninguna es inyectiva: para invertirlas se restringen a un
intervalo principal.

Inversa Dominio Recorrido (valor principal)
T T

ang sen x [—1,1] _E’E]

ang cos x [-1,1] [0, 7]
T

ang tan x R (_E’E)

ang cot x R (0, 7)
T T

ang sec x x| >1 [O’E)U(E’”]

y = ang sen x significa sen y = x con y en el intervalo principal. Por eso ang sen(sen x) =

xsolosix € [—E, E]. (Para ang sec algunos textos usan otro intervalo principal; aqui se

usa el de la tabla.)

1A.1.8 Logaritmo natural y exponencial

El logaritmo natural In x tiene dominio (0, ) y recorrido R; es creciente,In1 =0y
Ine = 1. Su inversa es la exponencial ¢, con dominio R y recorrido (0, c0):

nr = x (x> 0), Ine* = x (x €R).
Sus graficas son simétricas respecto a y = x (figura). Propiedades, con a,b > 0:
In(ab) =Ina+1Inb, In ;—; =Ilna—-Inb, Ind =rlna,
x+y X,y —x 1 x\" rx
eV =eed, e¥=—, () =~
e

Cambio de base: paraa > 0,a # 1, log, x = E—Z ya* = eXlne,
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y X
y=e Y =X
1 - -7 y=Inx
‘/ -
o 7
X
/r 1
/

1

1

1

I

I

]
1A.1.9 Funciones hiperbélicas
Se definen con la exponencial:

X —X X —X
e —e eX+e senh x
senhx = ————, coshx = ————, tanhx = ———,
2 2 cosh x
y cothx = ;, sechx = ;, cschx = ——. La identidad fundamental es
tanh x cosh x senh x

2 2
cosh®x —senh“x =1,

por eso x = acosht, y = bsenht recorre la rama derecha de la hipérbola :f bz =1
Graficas: senh x es impar, creciente, con recorrido R; cosh x es par, con minimo cosh0 = 1
y recorrido [1, 00) (la forma de una cadena colgante); tanh x es creciente, con recorrido
(—1,1) y asintotas y = +1.

Las inversas tienen forma logaritmica (se obtienen despejando e de una ecuacién de
segundo grado):

senh™ x—ln(x+ x +1) x €R,

cosh ' x = (x +/x2 l) x>1,

lln +x’ x| < 1.
2 1-x

tanh™! x

-1 . . . ,
Para cosh™  se restringe coshx a x > 0, donde es inyectiva. En algunos examenes se

escriben «ang senh», «ang cosh», «ang tanh».

1A.1.10 Modelos geométricos

Formular un modelo es escribir una cantidad (area, perimetro, volumen, costo) como
funcién de una sola variable, con su dominio. Casi siempre hay dos variables relacionadas

13
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por un dato fijo (un area, un perimetro, un material) o por una figura (Pitagoras, tridngulos
semejantes, un punto sobre una curva). Esa relacién se usa para eliminar la variable que
sobra. El dominio lo dan las condiciones fisicas: longitudes positivas (o no negativas), la
figura cabe en la otra. Estos modelos son el primer paso de los problemas de optimacién

de la Unidad 2C.

1A.2 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«determinar el dominio y el recorrido» ~ dominio natural y 1A.3.1,1A.3.2
de una regla con raices, cocientes, In o recorrido

ang sen

Ja? = (x —h)2, Jx? + 4x, «trazar la reconocer la cénica y 1A33
grafica» trazar el arco

una regla con llaves y varios intervalos  funcion por partes 1A3.4

feg. g°f fg % «indicando su composicién u operacién 1A.3.5
dominio»

«determinar si tiene inversa», «obtener  inversa y su grafica 1A.3.6

f 1y, «biyectiva»

la funcién con inversa pedida estd dada  inversa rama por rama 1A.3.7

por partes

x = x(t), y = y(t): «forma cartesiana», eliminar el pardmetro 1A.3.8
«forma explicita», «y = f(x)»

«en funcidén de», «en términos modelo de una variable 1A.3.9

unicamente de», con figura

1A.3 Procedimientos

1A.3.1 Dominio

1. Si el enunciado da el intervalo, ese es el dominio (revisa que la regla exista en todo él).
2. Sino, anota una condicién por cada restriccion: radicando par > 0, denominador # 0,

argumento de In > 0, argumento de ang sen o ang cos entre —1 y 1.

3. Resuelve cada desigualdad (completa el cuadrado o factoriza; tabla de signos si hace

falta) e intersecta los conjuntos.
4. Escribe el dominio con intervalos.

1A.3.2 Recorrido

1. Por monotonia: si f es continua y creciente (o decreciente) en su dominio, el recorrido
va de un extremo al otro. Evalia en los extremos incluidos y toma el valor al que se

acerca f en los excluidos y en +oo.

2. Despejando x: de y = f(x) despeja x en términos de y; los y para los que el despeje
existe (y da x en el dominio) forman el recorrido. Es el mismo trabajo que la inversa.
3. Por la grafica: sila regla es un arco de conica (1A.3.3), el recorrido se lee del arco.
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1A.3.3 Graficas de raices: arcos de conicas

1. Completa el cuadrado dentro de la raiz: 8 — 2x —x? = 9— (x +1)?, x® + 4x = (x+2)* — 4.

2. Aisla la raiz y eleva al cuadrado: de y = k + ¢/ sale (y — k)? = ¢2(...). Identifica la
conica: circunferencia, elipse o hipérbola, con su centro.

3. El signo de la raiz decide la mitad: y = k + ¢/ es lamitadcon y > k; y =k —c /7 la
dey <k

4. Elintervalo de x decide el arco. Marca extremos (llenos o vacios) y traza.

1A.3.4 Funciones por partes

1. Para cada rama: recorta su intervalo al dominio de su regla. El dominio es la union.

2. Para cada rama: su recorrido en su intervalo (1A.3.2). El recorrido de f es la unién.

3. Traza cada rama solo en su intervalo; evalda la regla en los extremos y marca punto
lleno si el extremo pertenece a la rama y vacio si no.

1A.3.5 Composicion, producto y cociente
1. Regla: en f o g sustituye g(x) en lugar de x en f. Simplifica.

Dominio de f o g: x € Dy y g(x) € fo Escribe las dos condiciones antes de simplificar.
E:
Recorrido y grafica de la funcién resultante con 1A.3.2 y 1A.3.3.

2.
3. Dominio de fg, f + g: Dy N Dy; de <: ademas g(x) # 0.
4.

1A.3.6 Funcion inversa

1. Dominio y recorrido de f (1A.3.1, 1A.3.2).

2. Inyectividad: muestra que f es creciente o decreciente en su dominio (por la forma
de la grafica o porque la parte que depende de x lo es). Si no lo es, no hay inversa: dilo
y explica por qué (dos x con el mismo y).

3. Despeja x de y = f(x). Al sacar raiz cuadrada aparece =+: el signo lo decide el dominio
de f (si x < —1, entonces x + 1 < 0 y se toma —).

4. Intercambia x y y: y = f1(x).

5. Dg-1 = Ry y Rg-1 = Dy. No calcules el dominio de £ con su formula: la formula
puede existir en un conjunto mayor.

6. Grafica: traza f, larecta y = x y el reflejo; los puntos extremos (a, b) pasan a (b, a)
con el mismo tipo de punto (lleno o vacio).

7. Comprueba con un punto: si f(a) = b, entonces f(b) = a.

1A.3.7 Inversa de una funcién por partes

1. Calcula el recorrido de cada rama en su intervalo.

2. Si cada rama es inyectiva y los recorridos no se traslapan, f es inyectiva.
3. Despeja x en cada rama por separado (1A.3.6).

4. Arma f! por partes: la rama que viene de f; vale en el recorrido de f;.

1A.3.8 Funciones en forma paramétrica

1. Con el intervalo de t, obtén el intervalo de x(¢) (dominio) y el de y(¢) (recorrido). En
las trigonométricas, usa los valores de sent y cost en ese intervalo.
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3.
4.
5.

. Elimina el parametro: despeja sent, cost, tant (o t) y usa la identidad que corresponda.

Si hay sen®t o cos?t, la parabola sale directo de sen?t + cos?t = 1.
Escribe y = f(x) explicita, eligiendo el signo de la raiz con el recorrido.
Traza el arco marcando los puntos de los extremos del intervalo de t.
Si piden la inversa, aplica 1A.3.6 a la forma cartesiana.

1A.3.9 Modelos geométricos

1.
2.
3.

Dibuja la figura y nombra todas las variables (la que pide el enunciado y las auxiliares).
Escribe la cantidad pedida con todas sus variables (area, perimetro, volumen, costo).
Escribe la relacién entre variables: el dato fijo (area, material, perimetro) o la geometria
(Pitagoras, semejanza, el punto sobre la curva).

. Despeja la variable auxiliar y sustituye: la cantidad queda en funcién de una sola

variable.

. Dominio: exige que todas las longitudes sean positivas y que la figura quepa.

1A.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Inversa de una funcién con radical

Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 1.

Para la funcion F = {(x, y) ‘ y=3+Vx®+4x; x< —4} obtenga su funcion inversa,

asi como el dominio y el recorrido de ésta, y trace la grafica de ambas funciones.

Resolucion.

1. Dominio de F: el dado, x < —4. Ahi x? + 4x = x(x + 4) > 0 (producto de dos
negativos), asi que la raiz existe.

2. Inyectividad: se completa el cuadrado, x? + 4x = (x + 2)? — 4. Para x < —4 se
tiene x + 2 < —2; al disminuir x, (x + 2)2 crece. Entonces F es decreciente y tiene
inversa.

3. Recorrido de F: cuando x — —47, la raiz tiende a 0 y y — 3 (sin alcanzarlo,
porque —4 no esté en el dominio); cuando x — —oo, y — co. Entonces R = (3, ).

4. Despeje:
y=3=+(x+2)2-4

(y—3)P%+4=(x+2)°

x+2=—(y—3)%+4

Se toma el signo negativo porque x + 2 < -2 < 0.

5. Intercambio: F71(x) = =2 — J(x — 3)? + 4.

6. Dp-1 = Rp = (3,00) y Rp-1 = D = (—c0,—4). Comprobacién: F(=5) = 3++/5y
F1(3+45)=-2-y5+4=-5.

232

7. Gréfica: de (y — 3)% = (x + 2)? — 4 sale la hipérbola @ - %

(=2,3). F es la parte de la rama izquierda con y > 3; F~! es su reflejo respecto a
¥y = x, con punto vacio en (3, —4).

=1, de centro
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—4

Resultado: F~'(x) = —2 — \/(x — 3)? + 4, con Dp-1 = (3,0) y Rp-1 = (—00, —4).

Ejemplo resuelto - Perimetro de un terreno en funcion del radio

Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 1.
Un terreno esta formado por tres partes alineadas: la central es un rectangulo y
los extremos son semicirculos de radio r (figura). Si el area del terreno es 20 m?,
determine su perimetro en funcién exclusivamente del radio de los semicirculos.

d

Resolucion.

A =20m?

1. Variables: r, radio de los semicirculos, y x, largo del rectangulo; su alto es 2r.

2. Cantidad pedida: el perimetro son los dos lados largos del rectangulo y los dos
semicirculos (una circunferencia completa): P = 2x + 27r.

3. Relacion: el area es la del rectangulo mas la de un circulo: 2rx + art = 20, de

20—7r?
donde x = iy
2r
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4. Sustitucién:

) 20 — 7r?
2r

P=2 +2ﬂr:@—nr+2nr=@+ﬂr.
r r

5. Dominio: r > 0y x > 0, es decir, 20 — Tt >0r <, [2”—0 = 2\E =~ 2.52.

Resultado: P(r) = 2r_0 +mrm,con0<r< 2\/§.

1A.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 1A.5.1 - Composicién con dominio, recorrido y grafica

Adaptado de: ler final 2013-1, tipo C, problema 1.

Dadas las funciones f(x) = \x? — 4y g(x) = x + 2, determine el dominio y el recorrido

de f o g y bosqueje su grafica.

Resolucion.

1. Regla: (fog)(x) = f(x+2) =(x +2)? —4 = Jx? + 4x.

2. Dominio: Dy =Ry Dy ={x||x| > 2}. Sepide [x +2| > 2:x+2>20x+2< —2,es
decir, x > 0 0 x < —4. (Lo mismo da x(x + 4) > 0.)

3. Recorrido: laraiz vale 0 en x = 0 y en x = —4 y crece sin limite cuando |x| — oo; toma
todos los valores y > 0.

2 2
4. Grafica: y2 = (x+2)?—4, es decir, @ - yT = 1: hipérbola de centro (-2, 0), vértices
(—4,0) y (0,0) y asintotas y = =(x + 2). La funcién es la mitad superior (y > 0) de sus
dos ramas.

y=-x=2. SYy=x+2

Resultado: (f o g)(x) = Vx2 + 4x, con dominio (—0, —4] U [0, c0) y recorrido [0, ).
Ejercicio 1A.5.2 - Composicion de exponencial y logaritmo
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-1, tipo C, problema 3.

Sean las funciones f(x) = €* + 2y g(x) = In(x — 2). Determine el dominio y el recorrido
de f o gy trace su grafica.
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Resolucion.

1.

Dominio: D, = {x]|x—2>0}= (2, 0); Dy =R, asi que todo valor de g estd en Dy.
Entonces Dy, = (2, ).

. Regla: (f o g)(x) = e"2) 4 2 = (x — 2) + 2 = x, porque e™¥ = y para u > 0.
. Recorrido: y = x con x > 2 toma todos los valores mayores que 2: (2, o).
. Grafica: la parte de la recta y = x con x > 2, con punto vacio en (2,2). La regla

simplificada es x, pero la funcién no es la identidad en R.

y

y=x,x>2

Resultado: (f - g)(x) = x, con dominio (2, o) y recorrido (2, o).

Ejercicio 1A.5.3 - Funcién por partes con arcos de cOnicas

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo C, problema 1.

Sea la funcién

—2-J9—(x+1)? six<-1,

ey = —44+J(x+3)2 -4 six>-1.

Determine el dominio y el recorrido y trace la grafica de f.

Resolucion.

1.

Primera rama: 9 — (x +1)2 >0 < |x+1/<3 < —4<x <2 Conx< —1queda
[—4,—1). Es la circunferencia (x + 1) + (y + 2)? = 9 (centro (—1, —2), radio 3), mitad
inferior, cuarto izquierdo: de (—4, —2) (lleno) a (—1, —5) (vacio). Recorrido: (-5, —2].

. Segunda rama: (x + 32>4 < x>-1ox<—5 Conx > —1queda[—1,0).Es

la hipérbola Ea) M e 1 (centro (—3, —4)), parte superior de la rama derecha:

empieza en el vértice (—1, —4) y sube acercandose a la asintota y = x — 1. Recorrido:
[_43 00)

. Dominio: [—4,—-1) U [—1,0) = [—4, ).
. Recorrido: (—5,—2] U [—4, o) = (-5, ).
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y y=x-1

(-4,-2)

Resultado: Dy = [-4,00) y Ry = (=5, 00).

Ejercicio 1A.5.4 - Inversa de un arco de elipse

Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 1.
Para la funcién f = {(x, y) ‘ y=2+ %\M -x%, xe[-2, O]}, obtenga su inversa y trace la
grafica de ambas funciones.

Resolucién.

1. Inyectividad y recorrido: en [-2,0], 4 — x? crece de 0 a 4, asi que f es creciente:
3
f(=2)=2y f(0)=2+ 5 +2=15. Entonces Ry = [2,5].
2. Despeje:
Sy-2)=+4-x?

=a-iy-22=2[o-(y-2)7]

x = —%[9—(3/—2)2.

Se toma el signo negativo porque x € [—2,0].
3. Intercambio: f1(x) = —5\/9 —(x —2)2, con D1 = [2,5]y Ryt = [-2,0].
2 )2
4. Grafica: f es el cuarto superior izquierdo de la elipse xf + (yTZ) =1,de (-2,2) a
(0,5); ! es su reflejo, de (2,-2) a (5,0).

20
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(0,5)

(-2,2)

-

PR

(2,-2)

Resultado: f~'(x) = —2\/9 — (x = 2)2, x € [2,5], con recorrido [-2, 0].

Ejercicio 1A.5.5 - Inversa de una funcion por partes

Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 1.

Dada la funcién

—2x2 six >0,
3—x3 six <0,

fx) =

determine la regla de correspondencia de f™!, el dominio y el recorrido de f y de f~!, y
trace la grafica de ambas funciones.

Resolucién.

1.
2.

Rama x > 0: —2x2 es decreciente y vale 0 en x = 0; su recorrido es (—oo, 0].
Rama x < 0: —x> es decreciente y positiva; 3 — x> toma todos los valores mayores que
3 (el 3 se alcanzaria en x = 0, que no es de esta rama). Recorrido: (3, o).

. Inyectividad: cada rama es decreciente y los recorridos (—o, 0] y (3, o) no se traslapan:

f esinyectiva. Dy = Ry Ry = (—oo, 0] U (3, ).

. Despeje por ramas: de y = —2x% con x > 0, x = —% (cony <0).Dey=3-x,
x=233—y(cony>3, quedax <0).
. Inversa:

f_l(x): \/% six <0,

I3 —x six>3.
D1 = (=00,0] U (3,00) y Ry-1 =R

. Gréfica: f tiene un punto vacio en (0,3) y uno lleno en (0,0); en f~! pasan a (3,0)

vacio y (0,0) lleno.
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Resultado: f~!(x) = [—g six <0y fl(x) = ¥B—xsix >3 Dy = Rg1 = Ry
Rf = Df—l = (—00,0] U (3, ).

Ejercicio 1A.5.6 - Paramétricas a forma explicita
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2020-1, tipo A, problema 1.
Sea la funcién

0<0<

SR

£ x=3+2senf
" |y =4cos?o
a) Determine la forma explicita de su regla de correspondencia. b) Obtenga el dominio y
el rango de f. c) Trace la grafica de f.
Resolucion.
1. Eliminar el parametro: senf = %3 y cos?0 = 1 —sen? 0, asi que
=4—(x—3)>°

B (x —3)?
yedfi 6]

T
2
3. Rango: cos? vade 1a 0, asi que y va de 4 a 0: Ry =10,4].

4. Gréfica: arco de la parabola de vértice (3,4) que abre hacia abajo, de (3,4) (0 = 0) a

(5,0 0= 7).

2. Dominio: en [0 ] sen® vade0al,asiquexvade3a5: Dy =[35]

22
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Resultado: y = 4 — (x — 3)2, con dominio [3,5] y rango [0, 4].

Ejercicio 1A.5.7 - Inversa de una funcion en paramétricas

Adaptado de: 1er final 2012-2, tipo A, problema 1.

Dada la funcion en forma paramétrica

XZ\ECOSO(

y:3sen2a

f:

determine su funcién inversa f~1(x) en forma cartesiana y el dominio y el recorrido de f

yde fL

Resolucion.

1. Dominio de f: en (0, %], cos & toma los valores de [0, 1) (el 1 corresponde a a = 0,
excluido). Entonces x € [0, \@)

2. Recorrido de f: sen® & toma los valores de (0, 1], asi que y € (0,3].

3. Forma cartesiana: cos’
[0, \/3) tiene inversa.

4. Despeje: x> =3 —yy,comox >0, x = \/m Intercambio: f~1(x) = V3 — x.

5. Dp1 =Ry = (0,3] y Rp-1 = Dy = [0,43).

Resultado: f(x) = 3—x% con Dy = [0, \E),Rf =(0,3]; f 1(x) = V3 - xcon D1 = (0,3],

Rf—l = [0, \/g)

2
a = % yy = 3(1 — cos? a) = 3 — x2. Es decreciente en

Ejercicio 1A.5.8 - Area de una cruz en funcién de su base

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo C, problema 1.

Una cruz se forma recortando cuartos de circulo iguales en las cuatro esquinas de un
cuadrado de 20 cm de lado; la base b de la cruz es el tramo recto que queda de cada lado

(figura). a) Determine la regla de correspondencia de la funcién f que da el area de la cruz
en términos de su base b. b) Obtenga el dominio y el recorrido de f. c) Trace la grafica de

f.

Resolucién.
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1. Variables: r, radio de los cuartos de circulo, y b. Cada lado mide r + b + r = 20, asi que
20—b

T2
2. Area: el cuadrado menos cuatro cuartos de circulo (un circulo completo): A = 400 —7r?.

3. Sustitucion:
20 — b\? n ,
F(b) = 400 — 7 (T) = 400 - 220 - b
4. Dominio: b > 0y r > 0 (si r = 0 no hay recorte ni cruz), es decir, 0 < b < 20. Con
b = 0los cuartos de circulo se tocan en el punto medio de cada lado.
5. Recorrido: f es creciente en [0, 20) ((20 — b)? decrece). f(0) = 400 — 1007 = 85.8 y
f(b) — 400 cuando b — 20: Ry = [400 — 1007, 400).
6. Grafica: arco de parabola que abre hacia abajo con vértice en (20, 400), punto lleno en
(0,400 — 1007) y vacio en (20, 400).

400 -0

20 cm

\ / 400 — 1007
b

20

Resultado: f(b) = 400 — g(zo —b)* em?, con Dy = [0,20) y Ry = [400 — 1007, 400). Si
se admite b = 20 (el cuadrado sin recortes), el dominio es [0, 20] y el recorrido [400 —
10077, 400].

1A.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.1A.

Ejercicio propuesto 1A.6.1
Adaptado de: 1er final 2005-2, tipo B, problema 1.

Obtenga el dominio y el recorrido de la funcién f(x) = y trace su grafica.
1

—
Resultado: Dy = (1,00), Ry = (0, ).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 160.
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Ejercicio propuesto 1A.6.2
Adaptado de: 2° final 2006-2, tipo A, problema 1.

Sean f(x) = vx y g(x) = x? + 1. Obtenga las funciones f+ gy f-gy determine el dominio
y el recorrido de cada una.

Resultado: (f » g)(x) = vx2 + 1, dominio R, recorrido [1,0); (f - g)(x) = Jx (x? + 1),
dominio [0, o), recorrido [0, c0).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 160.

Ejercicio propuesto 1A.6.3
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-1, tipo C, problema 2.

Obtenga el dominio, el recorrido y la regla de correspondencia de la funcién inversa de

f(x): x—1

3x+2°
Resultado: f~'(x) =

2x+1
1-3x
— Resolucién en el Apéndice E, p. 160.

, con dominio R \ {%} y recorrido R \ {—%}

Ejercicio propuesto 1A.6.4
Adaptado de: 2° final 2001-2, tipo A, problema 1.

Dada la funcion en forma paramétrica

x =3cost, x>0,
y=4sent, y2>0,

determine su funcion inversa, si es que tiene, su dominio y su recorrido, y trace la grafica
de ambas funciones.

Resultado: f(x) = 3\/9 -x%, x € [0,3]; fix) = %\/16 — x2, con dominio [0,4] y
recorrido [0, 3].

— Resolucién en el Apéndice E, p. 161.

Ejercicio propuesto 1A.6.5

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2024-2, tipo C, problema 5.

Obtenga el dominio y el recorrido y trace la grafica de la funcion

x = cosht
f: t>0.
y = 2senht

Resultado: y = 24/x2 — 1, con dominio [1, o) y recorrido [0, c0).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 161.
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Ejercicio propuesto 1A.6.6
Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 1.

De un tronco de seccion circular de didmetro D se cortara una viga de seccion rectangular
de ancho x. Exprese el area de la seccion de la viga en funcién del ancho x.

Resultado: A(x) = xo/D? — x2,con 0 < x < D.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 162.

1A.7 Errores frecuentes

1. Dominio de f~! con su férmula. /3 — x existe para x < 3, pero en el ejercicio 1A.5.7
el dominio de f™! es (0, 3]: es el recorrido de f.

2. Signo de la raiz al despejar. Al despejar x de x? = ... aparece =; el signo lo decide el
dominio de f, no la costumbre de tomar el positivo.

3. Dominio de la composicién con la formula simplificada. "2 4+ 2 = x solo
para x > 2. Se escribe primero x € Dy y g(x) € Dy.

4. Confundir f - g con g- f o con el producto fg. .

5. Olvidar la condicién estricta del denominador. = pidex>1,nox > 1.

6. Extremos mal marcados. En la grafica de f~!, cada punto lleno o vacio de f pasa
con el mismo tipo a la posicion (b, a).

7. Paramétricas sin el intervalo del parametro. La forma cartesiana sola (y = 3 — x?)
no dice qué arco es; el dominio y el recorrido salen de cosa y sena en el intervalo
dado.

8. Recorrido de una funcién por partes como el de una sola regla. Cada rama se
evalua solo en su intervalo y luego se unen los recorridos.

9. Modelo con dos variables. El resultado debe depender solo de la variable pedida; la
otra se elimina con la relacién del enunciado. Y siempre lleva dominio.

1A.8 Formulario de emergencia de la unidad
= Dominio: Ju = u > 0; i = u# 0;lnu= u>0;angsenu, angcosu = [u| < 1.
f .
D¢, =1x€D € D¢} - D¢y =DrN D, - =, adi * 0.
* Dp,=1{x e | &(x) '} Drg f N Dy - en 4, ademds g(x)
» Inversa: Dg-1 = Ry, Ry-1 = Dy; F(f1(x)) = x; grafica simétrica respecto a y = x.
= Inyectiva: estrictamente creciente o decreciente; recta horizontal corta una vez.
s y = k + c\Ja? — (x — h)?: circunferencia (c = 1) o elipse de centro (h,k); y = k
c\J(x — h)? — a2 0 \/(x — h)? + a?: hipérbola.
= y = f(x —h)+ k: traslacién (h, k) - —f(x): reflejo en el eje x - f(—x): en el eje y.
= Paramétricas: sen’t + cos?t = 1 - sec?t — tan’t = 1 - cosh”t — senh®t = 1.

H+

= angsen: [-1,1] — [—% %] -angcos: [-1,1] - [0,7] - angtan: R — (—% %)
s " = x (x>0),Ine* =x-log,x = lhr_ll—;c a¥ = eIne,

X_,—X X ,—X _ _
» senhx = ££— coshx = e+; . senh 'x = ln(x+\lx2+1)'cosh ly =

In(x+\lx2 - 1) tanh lx = %lnH—x

~o

1-x"
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1A.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe primero el dominio y el recorrido de la funcion dada: casi todos los problemas
los piden y la inversa sale de ellos.

2. Completa el cuadrado en cada raiz y nombra la cénica: la grafica y el recorrido salen
de ahi.

3. Inversa: inyectividad (una frase), despeje con el signo justificado, intercambio, Dp =
Ry.

4. Dibuja f,larectay = x y f~! en los mismos ejes, con los extremos marcados.

5. Comprueba con un punto: f(a) =b = f~'(b) = a.

6. Modelo: figura, variables, relacion, sustituciéon y dominio, en ese orden.

Si no se termina el despeje, el dominio, el recorrido y la gréafica de f ya valen buena parte

del problema.

1A.10 Lo que agrega el Plan 2026: representacién implicita y modelos fisicos
1A.10.1 Cuatro maneras de dar una funcion

El programa 2026 nombra las cuatro representaciones de una funcion. Tres ya aparecieron

en esta parte:

= Explicita: y = f(x), con la variable dependiente despejada: y = 3 — x2.

» Paramétrica: x = x(t), y = y(¢) con ¢ en un intervalo (seccién 1A.1.6).

= Con varias reglas de correspondencia: la funcion por partes (secciéon 1A.1.3).

= Implicita: una ecuacion F(x, y) = 0 que liga a x y a y sin despejar, mas una condicién
que elige una y para cada x. Por ejemplo, x? + y? = 25 no es una funcién (la recta
vertical x = 3 corta la circunferencia en (3,4) y en (3, —4)), pero x*> + y2 = 25 con y > 0
silo es: es la semicircunferencia y = /25 — x%, con dominio [-5, 5] y recorrido [0, 5].

Para pasar de la forma implicita a la explicita se despeja y y la condicién decide el signo de

la raiz, igual que al despejar una inversa (procedimiento 1A.3.6). Si no se puede despejar

(como en y° + y + x = 0), la funcién existe de todos modos y se estudia con la derivacién
implicita (Unidad 2A).

1A.10.2 Funciones como modelos fisicos

Un modelo es una funcién que describe un fendmeno: su regla sale de una ley fisica o
de los datos, y su dominio, de lo que tiene sentido fisicamente. Ademas de los modelos
geométricos de la seccién 1A.1.10, en ingenieria aparecen siempre estos:

= Crecimiento y decaimiento exponencial: Q(t) = Qo (k > 0 crece, k < 0 decae):
poblacidn, interés continuo, carga de un capacitor que se descarga, desintegraciéon

In2

W .

= Ley de enfriamiento de Newton: un cuerpo a temperatura T, en un ambiente a T, se
enfria segtin T(t) = T, + (Ty — T)e ™, con k > 0.

= Catenaria: un cable que cuelga entre dos postes toma la forma y = acosh E (seccion
1A.1.9).

= Movimiento: la posicién s(t) de un mévil; su derivada es la velocidad (Unidad 2A).

radiactiva. La vida media es el tiempo en que Q baja a la mitad: t; /, =
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Ejemplo resuelto - Ley de enfriamiento como modelo

Una taza de café a 90 °C se deja en un cuarto a 20 °C. A los 10 minutos esta a 55 °C.
Con la ley de enfriamiento de Newton, escriba la temperatura en funcién del tiempo,
dé su dominio y su recorrido y calcule en cuanto tiempo llega a 30 °C.
Resolucion.

1. Modelo: T(¢) = 20 + (90 — 20)e ¥ = 20 + 70e ", con ¢ en minutos.

2. Constante: T(10) = 55 = 70e~ 1% = 35 = 10k — ; =k= ln_z . Asi e =

(e—mk)t/lo =g t/10y
T(t) = 20 + 70 - 274/10,

3. Dominio: ¢ > 0 (desde que se sirve el café). Recorrido: T es decreciente, T(0) = 90
y T(t) — 20 cuando ¢ — oo sin alcanzarlo: Ry = (20, 90].
4. Inversa:de T —20=70-2""/10 gale t = 1olog2 7 deﬁnlda en (20, 90].
10In7

5. ConT =30:t=10log, 7 = = 28.07 minutos.

Resultado: T(t) = 20 +70- 271/10°C cont € [0, 00) y recorrido (20, 90]; llega a 30 °C
alos 10log, 7 = 28.1 minutos.
Ejercicio propuesto 1A.10.1 - Una funcién dada en forma implicita

La ecuacién 4x% + 9y% = 36, con y < 0, define una funcién. Escribala en forma explicita y
obtenga su dominio y su recorrido.

Resultado: y = —5\/9 — x2, con dominio [-3, 3] y recorrido [-2, 0].
— Resolucién en el Apéndice E, p. 162.
Ejercicio propuesto 1A.10.2 - Volumen de una caja como modelo

De una ldmina cuadrada de 30 cm de lado se recortan cuadrados de lado x en las cuatro
esquinas y se doblan las pestafias para formar una caja sin tapa. Exprese el volumen de la
caja en funcion de x, con su dominio, y calcule el volumen cuando x = 5 cm.

Resultado: V(x) = x(30 — 2x)? cm®, con 0 < x < 15; V(5) = 2000 cm?.
— Resolucién en el Apéndice E, p. 162.
Ejercicio propuesto 1A.10.3 - Logaritmo de una cuadratica

Obtenga el dominio y el recorrido de f(x) = In (4 — x?).
Resultado: Dy = (-2,2), Ry = (—c0,In4].

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 162.

Ejercicio propuesto 1A.10.4 - Inversa de un coseno hiperbélico

Obtenga la inversa de f(x) = 2 coshx, con x > 0, en forma logaritmica, con su dominio y

su recorrido.
+x?—4

Resultado: f~'(x) = In XT con dominio [2, o0) y recorrido [0, o).
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—> Resolucién en el Apéndice E, p. 163.
Con la computadora

# Dominio, recorrido e inversa del ejemplo resuelto:
# F(x) = 3 + raiz(x”2 + 4x), x < -4

from sympy import Interval, oo, solve, sqrt, symbols
from sympy.calculus.util import function_range

X, y = symbols("x y", real=True)

F = 3 + sqrt(x**2 + 4*x)

R = function_range(F, x, Interval.open(-oo, -4))

print (R) # Interval.open(3, o0o0)
inv = [s for s in solve(y - F, x) if s.subs(y, 5) < -4]
print(inv) # [-sqrt((y - 3)**2 + 4) - 2]

assert R == Interval.open(3, o0o0)

assert inv == [-sqrt((y - 3)**2 + 4) - 2]

Con sympy.plot(F, (x, -10, -4)) se dibuja la grafica (hace falta la biblioteca
matplotlib).
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Unidad 1 - Parte B - Limites y continuidad: formas indeterminadas,
limites al infinito y funciones por partes

1 Volver al indice

Contenido de esta parte (programa 2026, tema 1). «Limites y continuidad
de una funcion ejemplificados con software matematico. Interpretacién geo-
métrica del concepto de limite de una funcién. Calculo de limites de funciones
algebraicas y trigonométricas. Limites infinitos y al infinito. Continuidad
de una funcién en un punto y en un intervalo.» El objetivo del tema est4 al
principio de la Parte A.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en exdmenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): sale en los 10 finales de Célculo Diferencial del Plan 2010, con 12
problemas (9 de limites y 3 de continuidad), casi siempre como problema 2 con
dos o tres incisos; y en 38 de los 39 finales de Calculo y Geometria Analitica del
Plan 2016: 28 de limites, 8 de continuidad y 2 de asintotas con grafica.
= Sin I’Hopital: los enunciados de limites dicen «sin emplear la regla de L’Hépital»,
y asi se resuelven aqui: factorizando, racionalizando, con los limites notables
o dividiendo entre la mayor potencia. La regla esta en la Parte 2B; sirve para
comprobar un resultado, pero en un problema que la prohibe no cuenta.
= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta parte.
= Ruta corta:
1. Lee la seccion 1B.1 y la tabla de la seccién 1B.2 (20 min).
2. Aprende las técnicas de la seccion 1B.3: factorizar, racionalizar, cambio de
variable, ¥2¥ — 1y dividir entre la mayor potencia.
3. Sigue los dos ejemplos de la seccion 1B.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios de la seccion 1B.5 con crondémetro: 5 minutos por inciso
de limite y 12 minutos por problema de continuidad o de asintotas.

1B.1 Conceptos y expresiones

Limite. lim,_,, f(x) = L significa que f(x) se acerca tanto como se quiera a L cuando x
se acerca a a sin llegar a a. Lo que pasa en x = a no importa: f(a) puede valer otra cosa
0 no existir. En la definicién formal, para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que 0 < [x —a| < §
implica |f(x) — L| < . Los examenes no piden demostraciones con ¢ y §; piden calcular
limites.

Limites laterales. lim,_,,- f(x) usa solo valores x < a, y lim,_,,+ f(x) solo valores x > a.
El limite existe si y solo si los dos laterales existen y son iguales:

chiirz f)=L & xlin;_ flx) = Iim+ f(x)=L.
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L™ # L": no existe

Teoremas sobre limites. Si lim f = Ly lim g = M, entonces el limite de la suma, la
diferencia y el producto es L+ M, L—M y LM; el del cociente es ﬁ siM # 0;ylim (/? =YL
(con L > 0 sin es par). En consecuencia, los polinomios, las racionales en los puntos de su
dominio, las raices, las trigonométricas, la exponencial y el logaritmo se resuelven por
sustitucion directa.

Formas indeterminadas. Cuando la sustitucién da %, E, 00 — 000 0 - o0, el resultado no
se conoce todavia: hay que transformar la expresion (factorizar, racionalizar, cambiar de
variable, usar un limite notable) hasta que la sustituciéon dé un nimero. En cambio, ]g con
k # 0 no es indeterminada: el limite es infinito (o no existe), y se estudia con los laterales.
El limite trigonométrico fundamental. Con x en radianes,

senu

lim =1
u—>0 u

En el circulo unitario, con 0 < x < % el triangulo OAP, el sector OAP y el triangulo OAT

. . . 1 1 1 o
estan uno dentro del otro, asi que sus areas cumplen gsenx < ox < o tanx. Al dividir

1 : : sen x :
entre -~ sen x e invertir, cos x < —= < 1; como cos x — 1, el cociente queda atrapado y

tiende a 1 (teorema del emparedado).

=1
T
P
tan x
sen x
X
ol cosx A
De ese limite salen los demés (todos con u — 0):
tanu u 1—cosu 1 1—cosu
— 1, -1, _— -, _—
u senu u? 2 u
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El tercero se obtiene multiplicando por 1 + cos u:

1—cosu  1-cos’u _(senu)2 1 51.1
u® u2(1 + cosu) u 1+cosu 2
La variable u puede ser cualquier expresion que tienda a cero: > X, y Ser;(f;3) -1

si x — 3. El argumento del seno y el denominador deben ser iguales.
Limites al infinito. lim,_,, f(x) = L significa que f(x) se acerca a L cuando x crece sin

cota. Lo basico es 5 — 0 (n > 0). Cuidado con las raices: \/; = |x|, que vale x si x - o

y —x si x = —oo.

Limites infinitos y asintotas. lim,_,,+ f(x) = oo significa que f(x) crece sin cota cuando

x se acerca a a por la derecha. Entonces:

= larecta x = a es asintota vertical si al menos un limite lateral en a es 0 0 —co (en una
racional simplificada, donde se anula el denominador y no el numerador);

= larecta y = L es asintota horizontal si lim,_,,, f(x) = L o lim,_, o f(x) = L.

Decir que un limite «es co» es decir que no existe como nimero, pero describe como crece

la funcién.

Continuidad en un punto. f es continua en x = a si se cumplen las tres condiciones:

1. f(a) esta definida;

2. lim,_,, f(x) existe (los dos laterales son iguales);

3. lim,,, f(x) = f(a).

Si falla alguna, f es discontinua en a. La discontinuidad es evitable si el limite existe pero

f(a) no esta definida o vale otra cosa (un hueco en la grafica); de salto si los laterales son

finitos y distintos; infinita si un lateral es oo (asintota vertical). Una funcién es continua

en un intervalo si lo es en cada punto; en un extremo cerrado basta el limite lateral de

adentro.

Funciones por partes. Cada regla (polinomio, raiz, trigonométrica) es continua en su

propio tramo. Los unicos puntos en duda son aquellos donde cambia la regla. Ahi se

igualan los laterales y el valor de la funcion; si la funcién tiene constantes, esas igualdades

son las ecuaciones que las determinan.

y y

/

continua en a discontinua en a (salto)
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1B.2 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
cualquier limite sustituir primero 1B.3.1
3
cociente de polinomios que da %: J;_:: factorizar y cancelar 1B.3.2
0 . . 3—v2x+1 . .
o con raices cuadradas: i racionalizar 1B.3.3
raices de distinto indice: ;/i:i cambio de variable x ="  1B.3.4
sen, tan, csc, cot o 1 — cos con x — 0 limites notables 1B.3.5
X — 000X > —00 dividir entre la mayor 1B.3.6
potencia
E, «limites infinitos», «asintotas», laterales y signos 1B.3.7
«trazar la grafica»
|x —al, x = a*, funcién por partes en el  limites laterales 1B.3.8
punto de cambio
«continua», «valor de a y b» tres condiciones en cada 1B.3.9
punto de cambio
e*, senh, cosh, In sustitucion o dividir entre 1B.3.10
X
e

1B.3 Procedimientos

1B.3.1 Sustitucion directa (siempre primero)

1. Sustituye el valor de x. Si sale un niimero, ese es el limite: escribe «sustitucion directa»
y termina.

2. Sisale %, E, 00 — 000 000, es una forma indeterminada: elige la técnica con la tabla
de la seccién 1B.2.

3. Sisale % con k # 0, el limite es infinito o no existe: seccién 1B.3.7.

1B.3.2 Factorizar

1. Si x = a anula numerador y denominador, los dos tienen el factor (x — a).

2. Factoriza con productos notables: x> —a? = (x—a)(x+a), x> —a®> = (x —a)(x® +ax +a?),
23 +a® = (x + a)(x? — ax + a?), o con divisién sintética entre x — a.

3. Cancela (x — a) (vale porque x # a dentro del limite) y sustituye.

4. Con una resta de fracciones (co — o), primero el denominador comun; luego factoriza.

1B.3.3 Racionalizar

1. Multiplica numerador y denominador por el conjugado de la expresion con raiz:
(WA-B)WA+B)=A- B

2. Si hay raices arriba y abajo, multiplica por los dos conjugados (doble racionalizacion).

3. Aparece el factor (x — a) arriba y abajo, quiza como (a — x) = —(x — a): cancélalo y
sustituye. Los conjugados que quedan se evaluan al final.
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1B.3.4 Raices de distinto indice: cambio de variable

1. Siaparecen {x y {/x, sea m el minimo comtn multiplo de p y g, y haz x = t™. Entonces
gx = "/P y ¢/x = ™/ son potencias enteras de .

2. Cambia también el valor al que tiende: si x — a, entonces t — %/a.

3. Queda un cociente de polinomios en #: factoriza (seccién 1B.3.2).

1B.3.5 Limites trigonomeétricos

en u cosu

1. Escribe todo en senos y cosenos: tanu = $ ,cscu = ;, cotu = ,secu = .
k ) cosu senu senu :;:OSM
2. Arma cada factor %, multiplicando y dividiendo por la constante que falte: *2=* =
3. sen 3x -3
3. Con 1 — cos(ku), arma 1—&0_5)(514) — % o multiplica por 1 + cos(ku).

4. Six — a # 0 0 x — oo, cambia de variable para que la nueva tienda a cero: u = x —a, o
1
u= ;
5. Los cosenos que quedan sueltos se sustituyen: cos 0 = 1.

1B.3.6 Limites al infinito

1. Divide numerador y denominador entre la mayor potencia de x del denominador; usa

k
x—"—>0.

2. Atajo para cociente de polinomios de grados n (arriba) y m (abajo): si n < m, el limite
es 0; sin = m, es el cociente de los coeficientes principales; si n > m, es +oo.

3. Con raices, saca la potencia de la raiz: \/9x% + 2 = |x[,/9 + % Six — oo, |x| = x;si
x — —oo, |x| = —x y el signo cambia.
4. Con VA — /B (forma oo — o), racionaliza primero.

1B.3.7 Limites infinitos y asintotas

1. Dominio: factoriza el denominador y anota dénde se anula. Simplifica los factores
comunes.

2. Asintotas verticales: en cada cero del denominador que no anula el numerador
(después de simplificar), calcula los dos laterales. Cada uno da 40 0 —oo segtin el signo
de %: determina el signo de cada factor con un valor cercano (por ejemplo x = 3.1y
x =29).

3. Si el factor se canceld, no hay asintota: hay un hueco (discontinuidad evitable), y su
altura es el limite de la funcién simplificada.

4. Asintota horizontal: calcula lim,_,, y lim,_,_, (seccioén 1B.3.6).

5. Grafica: dibuja las asintotas punteadas, las intersecciones con los ejes y los signos de
f entre los ceros; une con los limites como guia.

1B.3.8 Limites laterales y valor absoluto

1. Quita el valor absoluto segtin el lado: si x — a*, [x —a| = x—a;six > a ,|x —a| =
—(x —a).

2. En una funcién por partes, el lateral izquierdo usa la regla de los x < a y el derecho la
de los x > a.

3. Silos dos laterales son iguales, ese es el limite; si son distintos, el limite no existe.
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1B.3.9 Continuidad de funciones por partes con constantes

1.

4.

Seiiala los puntos donde cambia la regla y revisa que cada regla sea continua en su
tramo (polinomio, raiz con radicando no negativo, denominador distinto de cero).

. En cada punto de cambio x = ¢, revisa las tres condiciones una por una: f(c) (con la

regla que incluye a c, la del < o el >); los dos laterales; y su igualdad con f(c). Escribe
«se cumple» o «no se cumple» en cada una.

. Si hay constantes, la igualdad de los laterales y f(c) da una ecuacion por punto de

cambio. Resuelve el sistema.
Sustituye los valores en las tres condiciones para comprobar.

1B.3.10 Exponencial, logaritmo e hiperbélicas

1.

. Al infinito: e¥ — 0y e~

eXte

ef—e : 5 g
e*, Inx (con x > 0), senhx = y coshx = son continuas: casi siempre

basta la sustitucién directa. En Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo A,
A ; senh4x—coshx _ 0-1 _ . 2 .

problema 2, inciso c), lim,_,q —0 -1 -1 sale por sustitucion directa.

* — 0 si x — oo. Con un cociente de exponenciales, divide

. . ef—e™
entre la exponencial de mayor exponente. Asi, tanh x = =

—>1six—>ooy——1

six — —oo.

. Con logaritmos, junta en uno solo antes de sustituir: In [x? — 1| —In|x—1| = In|x + 1| —

In2 si x — 1 (asi se resuelve el inciso b del problema 2 del 2° final 2026-2 de Calculo y
Geometria Analitica).

1B.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Raices de distinto indice, sustitucion directa y raiz al infinito

Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 2.
Sin utilizar la regla de L’Hdpital, calcule

lf \f , \Vox2 +

a) lim b) lim |6 — 1| sen, c) lim .
x>32 3fx—2 0—0 x—oo 3 —4x

Resolucion.
a) Al sustituir: Y32 =42 y Y32 = 2, forma g.
1. Indices 10 y 5: m = 10. Se hace x = 19 con lo que YWx =t 3x = i, yt— ¥32=

V2.

2. Diferencia de cuadrados en el denominador:

t—ﬁ t=42 1
222 (-)t+42) tiZ
3. Se sustituye t = /2: z\lf f

b) No es forma indeterminada: por sustitucion directa, [0 — 1|sen0 =1-0 = 0.
¢) Forma E
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1. Comox —> 00, x>0y \/Q = x. Se divide entre x arriba y abajo:

2
Jox2+2 Ot e

3—4x 3 _y4
X

2 3 .. Yo _ 3
2. Con;—>0y;—>0,elhm1tees:l— T

3. Sifuera x — —oo, \/x* = —x y el resultado seria %.

Resultado: a) g; b) 0; c) _%

Ejemplo resuelto - Continuidad de una funcion de tres reglas

Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 3.
Sea la funcién
w2 —Ax sil<x<3,
flx)=4A si3<x <5,
Bx—5 si5<x<8.

Determine los valores de A y B para que f sea continua en todo su dominio.
Resolucion.
1. El dominio es (1, 8). Cada regla es un polinomio o una constante, continua en su
tramo. Los puntos de cambio son x =3y x = 5.
2. En x = 3. Condicién 1: f(3) = A (segunda regla); se cumple. Condicion 2:
lim (x? — Ax) = 9 — 3A, lim A= A.
x—3" x—3t
El limite existe si 9 —3A = A, es decir, A = z. Condicion 3: el limite vale z = f(3);
se cumple.
3. En x = 5. Condicién 1: f(5) = A = z; se cumple. Condicién 2:

lim A:2, lim (Bx —5) = 5B—5.
x—57 4 x—5%

El limite existe si 5B—5 = %, es decir, 5B = % yB= %. Condicién 3: el limite

vale % = f(5); se cumple.
.A=2 =2
Resultado: A = e B= 0"
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1B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 1B.5.1 - Doble racionalizacion y un trigonomeétrico
Adaptado de: ler final 2012-2, tipo A, problema 2.

Sin utilizar la regla de L’Hopital, calcule

3—-V2x+1 b) lim sen?(2x)
x=4 2 Jx—2 x>0 x tan(2x) "

Resolucion.
a) Al sustituir: 3 — 9 = 0y V2 — v/2 = 0, forma %.

1. Se multiplica arriba y abajo por los dos conjugados, 3 + v2x + 1y v/2 + Vx — 2

G-Vax+ 1B +V2x +1) =9—(2x + 1) = —2(x — 4),
V2-Vx—2)(2+Vx—2)=2—-(x—2) = —(x — 4).
2. Se cancela —(x — 4):
3-vax+1 _ 2(V2+Vx-2)
V2—Jx—2 3+42x+1
4 2/2442) _ 42 _ 22

3. Se sustituye x =

343 6 3"
0
b) Forma o
. 2
1. Se escribe tan 2x = % y se cancela un sen 2x:

sen® 2x sen? 2x cos 2x sen 2x
= = COS 2X.
x tan 2x X sen 2x x

sen 2x —=9. sen 2x

2. Se arma el limite notable: — 2,y cos2x — 1.

Resultado: a) %E; b) 2.

Ejercicio 1B.5.2 - Cociente de trigonométricas y resta de fracciones

Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 2.

Sin emplear la regla de L’Hopital, calcule

tan(36) , 1 4
a) lim ——=, b) lim -—).
6—0 senf x—4\Jx—2 x-—4
Resolucion.

a) Forma %, Se multiplica y divide por 36 y por 6:

tan36 3. tan30 6

= . 3:1-1=3.
senf 30 senG_)

b) Cada fraccién tiende a infinito: forma co — co.

37



Unidad 1 - Parte B - Limites y continuidad: formas indeterminadas, limites al infinito y funciones por partes

1. Se factoriza x — 4 = (/x — 2)(/x + 2), que es el denominador comun.
2. Una sola fraccion:

Jx+2—4 Jx—2 1

(F-2)(x+2) (x-2(x+2) Jx+2

i =4 L -1
3. Se sustituye x = 4: T 1

Resultado: a) 3; b) i.

Ejercicio 1B.5.3 - Uno menos coseno, raiz al infinito y raices de distinto indice
Adaptado de: 2° final 2001-2, tipo A, problema 2.

Sin utilizar la regla de L’Hdpital, calcule

., X—Xxcosdx , x , x—38
a) lim —————, b) lim ——, c) lim L
x—0 x3 xoe 2 g x—64 3x — 4
Resolucion.
a) Forma %,
, 1—cos 4 -
1. Se saca x de factor comun y se cancela: X = %) - locosdx

xZ

2. Se arma 17;# con u = 4x, multiplicando y dividiendo por 16:
1—cosdx _ 16 - 1—cosdx —>l6-l —3
x? (4x)? 2

b) Forma =. Con x > 0, x% =9 = x I1— %;

X _ 1 S
[ 9 [ 9
X 1—; 1—;
c) Forma g. Indices 2y 3: m = 6.

1. Conx=1t%Jx =13, Yx=1t%yt - {64 = 2.
2. Diferencia de cubos y de cuadrados:

B-s _ (-2 +20+4) 2+2t+4

2—4  (t-2)(t+2) t+2

3. Se sustituye t = 2: 4+i+4 =3.

Resultado: a) 8; b) 1; ¢) 3.

En b) el enunciado escribe x — oo sin signo; se toma x — +oo. Con x — —oo el resultado
seria —1.
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Ejercicio 1B.5.4 - Valor absoluto, cambio de variable al infinito y factorizacién
Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 2.

Sin emplear la regla de L’Hopital, calcule, si existe, cada limite:

X +1

-1
a) li im .
x—>-1 x+1

mX—
x—1 |x — 1]

R b) lim (x—xcosl), )
xX—+00 X

Resolucion.

a) Laterales (seccién 1B.3.8):

1. Six —> 1%, |x — 1] = x — 1 y el cociente vale 1.

2. Six - 17, |x — 1] = =(x — 1) y el cociente vale —1.
3. Los laterales son distintos: el limite no existe.

b) Forma oo - 0: x—xcos% = x(l — cos )l—c)

1. Cambio de variable u = J—C: six — 4oo,u— 0t yx = %

2. 1—cosu —yu- l—cgsu S0-L=o
u 2

=

¢) Forma g. Suma de cubos: x* + 1 = (x + 1)(x? — x + 1). Se cancela x + 1 y se sustituye:
12 -(-1)+1=3.
Resultado: a) no existe (laterales —1 y 1); b) 0; c) 3.

Ejercicio 1B.5.5 - Continuidad de una funcién con valor absoluto
Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 2.
Determine si la funcién f es continua:

)2 —Ixl sixe(=2,2),
o) = x2—4 six e (=2,2).

Resolucién.

1. Dominio: todos los reales. En (-2, 2), 2 — |x| es continua (el valor absoluto lo es); fuera,
x% — 4 es un polinomio. Los puntos de cambio son x = 2y x = —2.
2. En x = 2. Condici6n 1: 2 ¢ (-2, 2), asi que f(2) = 22 — 4 = 0; se cumple. Condici6n 2:

lim(2-|x))=2-2=0, lim (x% — 4) = 0;
x—>27 x—2F

el limite existe y vale 0; se cumple. Condicion 3: 0 = f(2); se cumple.
3. En x = —2. Condicién 1: f(—2) = (=2)> — 4 = 0; se cumple. Condicion 2:

lim (x2-4)=0, lim 2-|x)=2-2=0;
x——2%

x—>=2"

se cumple. Condicion 3: 0 = f(—2); se cumple.
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Resultado: f es continua en todos los reales.
Ejercicio 1B.5.6 - Cosecante entre cotangente, exponenciales y un limite infinito
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2016-2, problema 2.

Determine, si existe, el valor de cada limite:
2x —2x 2

, €sc2x e —e ; x“ —3x
a) lim —=, b) lim , ¢ lim ————.
x—0 cot3x x—00 g2X 4 g=2x x=3 x2 — 6x+9
Resolucién.
a) Forma =. En senos y cosenos:
(&9
CcsC2x sen 3x _ 3 sen3x 2x 1

3
. 5 2
cot3x sen2xcos3x 2 3x sen2x cos3x 2

b) Forma g Se divide entre e?*, la exponencial de mayor exponente:

1-e™ 1-0

s — =

I+e% 140
La expresion es tanh 2x, que tiende a 1.

¢) Forma g.
x(x-3) _ _x
(x=3)2 ~ x-3
2. Six — 3%, x—3 - 0" yel cociente tiende a +0. Si x = 37, x—3 — 0~ y tiende a —oo.

3. Los laterales son distintos: el limite no existe (la recta x = 3 es asintota vertical).

1. Se factoriza: si x # 3. Al sustituir queda %: limite infinito.

Resultado: a) %; b) 1; ¢) no existe (+oo por la derecha, —co por la izquierda).

Ejercicio 1B.5.7 - Asintotas y grafica con limites

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-1, tipo A, problema 5.

Mediante los limites infinitos y los limites al infinito, trace la grafica de f(x) = ;(2—:29, con
sus asintotas.

Resolucion.

1. Dominio: x2 — 9 = (x — 3)(x + 3); Dy =R\ {-3,3}. No hay factores comunes.

2. Asintotas verticales. En x = 3 el numerador vale 1; en x = —3 vale —5. Signos de los
laterales:

1
lim f(x) = ———= = +oo, lim f(x) = —oco,
Jim () = s lim G0
=5
lim f(x) = ————— = +o, lim f(x) = —co.
Jim () = s im0
Las rectas x = 3 y x = —3 son asintotas verticales.
3. Asintota horizontal. Se divide entre x?:
1_2
2
lim =—% =0
X—too 1 Z
x2

La recta y = 0 (el eje x) es asintota horizontal en los dos lados.
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4. Intersecciones: con el eje x, en (2,0); con el eje y, f(0) = g.
5. Signos: f < 0en (—c0,—3)yen(2,3); f > 0en (-3,2)yen (3, 00).

Resultado: asintotas verticales x = —3 y x = 3; asintota horizontal y = 0; la grafica es la
de la figura.

Ejercicio 1B.5.8 - Dos constantes para que una funcion de tres reglas sea continua
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler parcial 2025-2, tipo A, problema 6.
Calcule los valores de m y n para que la funcién sea continua en los reales, y trace su

grafica con esos valores:

x> +m six <0,

glx) = —§+1 si0<x <2,
Jx—n six > 2.

Resolucion.

1. Las dos primeras reglas son polinomios. La raiz est4 definida y es continua para x > 2
sin < 2. Los puntos de cambio son x =0y x = 2.

2. En x = 0. Condicién 1: g(0) = m; se cumple. Condicién 2: limy_,o-(—x> +m) = my
lim, o+ (—g + 1) = 1; el limite existe si m = 1. Condicién 3: 1 = g(0); se cumple.

3. En x = 2. Condicién 1: g(2) = -1+ 1 = 0; se cumple. Condicién 2: lim,_,,- g(x) =0
y limy_, 5+ y/x — n = /2 — n; el limite existe si v2 — n = 0, es decir, n = 2. Condicién 3:
0 = g(2); se cumple.

4. Grifica: 1 — x> para x < 0 (pasa por (-1, 2)), el segmento de (0,1) a (2,0) y la media
parabola vx — 2 desde (2, 0) (pasa por (6, 2)).
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Resultado:m =1,n = 2.

1B.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.1B.

Ejercicio propuesto 1B.6.1

Adaptado de: ler final 2013-1, tipo C, problema 2.

Sea la funcién

x%+4 si—2<x<a,
(x—2?2 six>a.

fx) =

Determine el valor de la constante a que hace que f sea continua.
Resultado: a = 0.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 163.
Ejercicio propuesto 1B.6.2
Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 4.
Sin emplear la regla de L’Hopital, calcule
csc 4x b i Yx -2
x>0+ cot 3x~ x—8 2x — 16

Resultado: a) 2; b) =

e T g
—> Resolucién en el Apéndice E, p. 163.
Ejercicio propuesto 1B.6.3
Adaptado de: ler final 2005-2, tipo B, problema 3.

Sin utilizar la regla de L’Hopital, calcule, si existen,

a) lim 1=v5—-x V5_x, b) lim x—2
x—43 _ /55 x x—0 sen x tan x

Resultado: a) —3; b) 1.
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—> Resolucién en el Apéndice E, p. 163.

Ejercicio propuesto 1B.6.4

Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 2.

Sin emplear la regla de L’Hopital, calcule

) Jx =3 . 4tan2x . 6x*+8x+6
a) lim ———, b) lim ——, ¢) lim ——.
X294 2x—2 x—0 3 sen 3x x>0 x2 4+ 4x—9

Resultado: a) —%; b) %; c) 6.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 164.

Ejercicio propuesto 1B.6.5

Adaptado de: 2° final 2006-2, tipo A, problema 2.

Sin emplear la regla de L'Hopital, calcule

2

X" — X

o) lim Y% g pi fan2x
=1 fx—1 x—0 sen 3x

Resultado: a) 3; b) §

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 164.

Ejercicio propuesto 1B.6.6

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2025-1, tipo A, problema 2.

Sea g(x) =

x2—2x+1
x2—x

a) Obtenga las ecuaciones de las asintotas horizontal y vertical de la grafica de g.
b) Calcule lim,_,; g(x).
c) Trace la grafica de g.

Resultado: a) horizontal y = 1, vertical x = 0; b) 0; ¢) la hipérbola y = 1 — % con un
hueco en (1, 0).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 164.

1B.7 Errores frecuentes

1.

3. Cancelar antes de factorizar. Solo se cancelan factores: en

. Armar mal el limite notable.

No sustituir primero. Varios incisos se resuelven por sustitucién directa; factorizar o
racionalizar ahi es tiempo perdido.

. Escribir % =1o g =0. % es una forma indeterminada: indica que hay que transformar,

no es un resultado.
x2—x

Jx-1

no se «tacha» +/x.

. Olvidar el signo al racionalizar. 4 — x = —(x — 4): el signo menos llega al resultado

(comoen -3y —% de los propuestos).

sen 3x . . .
=——= no tiende a 1, sino a 3: el denominador debe ser

3x.

43



Unidad 1 - Parte B - Limites y continuidad: formas indeterminadas, limites al infinito y funciones por partes

sen x .
— 1 solo con x en radianes.

6. Usar grados.

7. Jx? = x con x - —c0. Es |x| = —x; el signo del resultado cambia.
8. Un solo lateral en un limite infinito. Con }5( hay que revisar los dos lados; si dan
+00 y —oo, el limite no existe.
9. Asintota donde hay un hueco. Si el factor que anula el denominador se cancela, no
hay asintota vertical: hay discontinuidad evitable.
10. Continuidad con una sola condicién. Igualar los laterales no basta: hay que revisar
también que f(c) esté definida y coincida.
11. Usar L’Hépital. El enunciado lo prohibe; un limite resuelto asi no cuenta.

1B.8 Formulario de emergencia de la unidad

v limy,, f(x) =L = limy,, f(x) = lim,_ 4+ f(x) = L.

» Indeterminadas: %, g, 00 — 00, () - 00, Iac (k # 0): limite infinito o no existe.
s Prdd=(xza)x® Fax+a®) - WA-B(WA+B)=A- B

» Raices ¢/x, ¢x: x =t™, m = mem(p, q), t — Va.

senu anu 1—cosu 1 1-cosu
» Conu—->0——->1-——>1-—— - - — 0.
u u 2 u
. sen ku _y } . Senau __a tanau __a
senbu b senbu b’

= Al infinito: ﬁn — 0; dividir entre la mayor potencia del denominador; \/; = |x|.

= Cociente de polinomios al infinito: grado menor arriba — 0; grados iguales — cociente
de coeficientes principales.

= Asintota vertical x = a: un lateral es +co. Horizontal y = L: lim,_, ., f(x) = L.

» Continuidad en ¢: f(c) definida - lim,_,. f(x) existe - lim,_,, f(x) = f(c).

m e ¥ > 0six—>oo-tanhx — +1six — +o00-senh0 =0, cosh0 = 1.

1B.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Sustituye y escribe la forma que sale (%, E, 00 — 00, ]g 0 un nimero).

2. Elige la técnica por el aspecto: polinomios, factorizar; raices cuadradas, racionalizar;
raices de distinto indice, x = t"™; trigonométricas, %; infinito, mayor potencia.

3. Al cancelar el factor (x — a), sustituye otra vez y simplifica el radical al final.

4. Con valor absoluto, funcién por partes o %, calcula los dos laterales por separado.

5. En continuidad, escribe las tres condiciones en cada punto de cambio, con «se cumple»
o «no se cumple», y despeja las constantes.

6. Si piden la grafica, dibuja primero asintotas e intersecciones y después la curva.

Un inciso con la forma indeterminada identificada y la técnica correcta planteada ya vale

parte del problema aunque no se termine el algebra.

1B.10 Lo que agrega el Plan 2026: el limite visto con una tabla

Interpretacion geométrica. lim,_,, f(x) = L dice que los puntos (x, f(x)) de la grafica
se acercan al punto (a, L) cuando x se acerca a a, por los dos lados, aunque en x = ala
funcién no esté definida o valga otra cosa (un hueco en la grafica). El programa pide
ilustrarlo con software: se evalia la funcién en valores cada vez mas cercanos a a y se
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sen x

mira hacia donde van. Para f(x) = e

que no esta definida en 0:

x 0.1 0.01 0.001
% 0.99833  0.99998  0.9999998

Como 2% es par, por la izquierda da lo mismo: los valores se acercan a 1, el limite notable
de la seccion 1B.1. La tabla sugiere el limite, pero no lo demuestra (puede engaiiar si la
funcion oscila o si el redondeo de la computadora pierde cifras); en el examen el limite se
calcula con las técnicas de esta parte.

Continuidad en un intervalo. f es continua en (a, b) si lo es en cada punto, y en [a, b]
si ademas los limites laterales de adentro en a 'y en b son f(a) y f(b). Los polinomios, las
racionales (fuera de los ceros del denominador), las raices (donde existen), las trigono-
métricas, la exponencial y el logaritmo son continuos en su dominio; la duda esté en los
puntos donde cambia la regla o se anula un denominador.

Ejercicio propuesto 1B.10.1 - Una constante para la continuidad en un intervalo

X

2
Sea f(x) =

X —
Resultado: k = 4.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 165.

24 six # 2y f(2) = k. Determine k para que f sea continua en [0, 3].

Ejercicio propuesto 1B.10.2 - Diferencia de una raiz y una recta al infinito

X—00

Sin emplear la regla de L’Hépital, calcule lim (\/ x% +3x — x).

Resultado: %

— Resolucién en el Apéndice E, p. 165.

Ejercicio propuesto 1B.10.3 - La asintota de un modelo

Para el modelo de enfriamiento T(t) = 20 + 70 - 27%/10 del ejemplo de la seccion 1A.10,
calcule lim;_,, T(t) e interprete el resultado.

Resultado: 20: la grafica tiene la asintota horizontal T = 20; el café tiende a la temperatura
del cuarto sin alcanzarla.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 165.
Con la computadora

# Tabla de valores y limite de sen(x)/x en 0
from sympy import Rational, limit, sin, symbols
X = symbols("x"
f = sin(x)/x
for h in [Rational(1l, 10**k) for k in (1, 2, 3)]:
print(h, f.subs(x, h).evalf(8), f.subs(x, -h).evalf(8))
L = limit(f, x, 0)
print (L) # 1
assert L == 1
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Unidad 2 - Parte A - La derivada: reglas, implicita y paramétrica,
tangentes y razéon de cambio

1 Volver al indice

Objetivo del tema 2 (programa 2026). «Aplicar la derivada de funciones
reales al planteamiento y a la resolucion de problemas fisicos, geométricos y
de optimizacién mediante el analisis de sus propiedades y con apoyo de soft-
ware matematico para modelar el comportamiento de sistemas ingenieriles.»

Contenido de esta parte. «Derivadas de funciones polinémicas y trascen-
dentes. Interpretaciéon geométrica de la derivada. Regla de la cadena. Deriva-
das de orden superior. Concepto e interpretacion geométrica de diferencial.
Célculo de diferenciales. Interpretacion fisica de la derivada como una razén
de cambio.» «Ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a una
curva. Aplicacién fisica de la derivada como razén de cambio de funciones
relacionadas.»

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en exdmenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): es la parte que mas sale. En los 10 finales de Calculo Diferencial del
Plan 2010, 20 problemas, de uno a tres por examen: calculo de derivadas (implicita,
paramétrica, orden superior) 8, recta tangente y normal 5, razén de cambio 4,
derivabilidad de una funcion por partes 2 y angulo entre curvas 1. En 38 de los 39
finales de Calculo y Geometria Analitica del Plan 2016, 44 problemas: tangente
y normal 16, calculo de derivadas 14, razoén de cambio 9, 4ngulo entre curvas 3 y
derivabilidad 2. La derivada por definicion sale en los segundos parciales.
= Tiempo: de 4 a 5 horas para esta parte.
= Ruta corta:
1. Aprende las tablas de derivadas de la seccion 2A.1 (30 min), con las del logaritmo,
la exponencial y las hiperbdlicas: sin ellas no sale nada.
2. Lee las plantillas 2A.3.4 (implicita) y 2A.3.6 (tangente y normal) y sigue el
primer ejemplo de la seccion 2A.4 tapando la resolucion.
3. Lee la plantilla de razén de cambio (2A.3.8) y sigue el segundo ejemplo.
4. Resuelve los ejercicios de la seccion 2A.5 con crondémetro: 15 min cada uno.
Agrega la derivacion logaritmica (2A.3.10).

2A.1 Conceptos y expresiones

Definicion. La derivada de f en x es el limite del cociente de incrementos

von v S+ h) = f(x)
f(x)_}}_‘,%—h ,

dy d

o Ef(x), D, f. Si el limite existe en x, se dice que f es

si existe. Otras notaciones: y’,
derivable en x;.
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Interpretacion geométrica. El cociente w

que pasa por P(x, f(x)) y Q(x + h, f(x + h)). Cuando h — 0, Q se acerca a P y la secante
gira hasta la recta tangente: f’(x) es la pendiente de la tangente en P.

es la pendiente de la recta secante

y=rfx

y tangente
s
’
4

A
’ G+ ) = f(x)

x x+h

Interpretacion fisica. Si s(¢) es la posicion de un moévil, s”(¢) es su velocidad y s”(¢) su
aceleracion. En general, d—f es la razén de cambio (rapidez de variacioén) de y respecto al
tiempo: positiva si y aumenta y negativa si disminuye.

Derivable implica continua. Si f es derivable en x;, es continua en x,. Lo contrario es
falso: |x| es continua en 0 y no es derivable ahi (tiene un pico).

Derivadas laterales. f’(x;)y f{(x;) son los limites del cociente con h — 0~ y h — 0%,
f es derivable en x; siy solo si las dos existen y son iguales. En una funcién por partes
cuyas reglas son derivables, se calculan derivando cada regla y evaluando en el punto de
unién, siempre que f sea continua ahi.

Reglas algebraicas. Con u, v funciones de x y ¢, n constantes (n racional):

() =0, (wxv) =u =/, (cu) =cu/,
’ ’ ’

wY = uv + v’ (E) _vu —uv

() o —w

(un)/ — nunflu/’ (ﬁ)l — %

Regla de la cadena. Si y = f(u) y u = g(x), entonces
4 _dy du

dx du dx’

En las tablas siguientes ya esta incluida: cada férmula termina multiplicada por u’.

Trigonométricas.
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Funcién Derivada Funcién Derivada
senu cosu u’ cosu —senu u’

2 ’ 2 ’
tanu sec‘uu cotu —csc‘uu
secu secutanu u’ cscu —cscucotu u’

Trigonométricas inversas. Los examenes escriben ang sen x, ang tan x (en otros textos,
«arc sen» o sen” ! x).

Funciéon Derivada Funcién Derivada
u’ u
ang senu ang cosu -
g Ny & Ji—i?
u’ u
angtanu — ang cotu —_——
g 1+u? g 1+u?
, o
ang sec u — ang cscu —_—
& [ulNu?—1 & [ulVu?—1

El valor absoluto de ang sec y ang csc corresponde al recorrido [0, %) U (% 7'[] de ang sec.
Muchos libros eligen otro recorrido y escriben u\/u? — 1 sin valor absoluto; para u > 1 las
dos formulas coinciden.

Derivada de la funcion inversa. Si f es derivable e invertible y f’(x) # 0, la inversa es
derivable y

. dx 1
(f 1) === f’( ) es decir, @ = Zz'

Por ejemplo, para f(x) = x> + x se tiene f(1) = 2y /(1) = 4, asi que (f’l)/ )= i sin

despejar la inversa. Asi se obtienen las formulas de las inversas: si y = ang sen x, entonces
_ 1

Yiax = 1-x2"

Derivacion implicita. Si y esta definida por una ecuacion F(x, y) = 0 sin despejar, se

X =seny, Z—; =cosy =

deriva cada término respecto a x tratando y como funcién de x: % y:=2yy, %(xy) =
y+xy', g 4 ~seny = cosy ). Después se despeja y’.

Derivacion paramétrica. Si x = x(¢), y = y(t) y X 20

dy d ( dy)
d_y _dr dzy _ di \dx
dx  dx’ dx?  dx
dt dt
pAON dy dx
La segunda derivada no es == o0 5e deriva 7. Tespectoaty se divide otra vez entre T
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. d? . ; .
Orden superior. y” = ﬁ; es la derivada de y’; y””, la de y”, y asi sucesivamente.

Recta tangente y recta normal. En P(xg, y;) de la curva, con m = y"(xg):
tangente: y — yp = m(x — xp), normal: y — yy = —l(x - Xp)-
m

La normal es perpendicular a la tangente. Si m = 0, la tangente es horizontal (y = y;) y la
normal vertical (x = xg).

y=f()

tangente, m

Yo

Xo

Rectas paralelas y perpendiculares. La recta Ax + By + C = 0 tiene pendiente —%.
Dos rectas son paralelas si m; = my y perpendiculares si mymy = —1.

Angulo entre dos curvas. En un punto de interseccién, es el angulo agudo ¢ entre sus
tangentes. Con pendientes m; y my:

mp—m

tang = ‘

1+mumy

Si1+mymy = 0, las curvas se cortan en angulo recto (¢ = 90°); si m; = my, son tangentes
entre si (¢ = 0).

G

my = tan 0
my = tan 6, P

G
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Diferencial. Para y = f(x), la diferencial es dy = f’(x)dx, con dx = Ax. Para Ax
pequeiio, el incremento verdadero Ay = f(x + Ax) — f(x) se aproxima con dy:

flx+Ax) = f(x)+ f(x)Ax.
Es la recta tangente usada como aproximacion. Ejemplo: con f(x) = x, x = 16, Ax = 1:
V17 =4+ #Tﬁ(l) =4+ é = 4.125 (el valor verdadero es 4.1231...). La integral usa esta
notacién en el cambio de variable: u = g(x) = du = g’(x) dx.

Logaritmo, exponencial e hiperbdlicas. Cona > 0,a # 1:

Funcion Derivada Funcion Derivada
1 w 1 w
nu = og, u

u 8a ulna
et etu’ at a“*lnau’
senhu coshu u’ coshu senhu u’

2 7 2 ’
tanh u sech®uu cothu —csch®uu
sechu —sechutanhu v’ cschu —cschucothu u’
senh !y 4 cosh™u (u>1) 4

u?+1 Vut—1

tanh™ ' u (Ju| < 1)

Ojo con los signos: (coshu)’ = +senhu v/, a diferencia de (cos u)’. Utiles al simplificar:
2 2 u Inu n
cosh“u—senh“u=1,Ine =u,e™ =u, Inuv" =nlnu.

2A.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«por definicion», «método de los cuatro el limite del cociente de 2A3.1
pasos» incrementos

Yy = una expresion en x, «obtener Z—i’ » reglas y cadena 2A3.2
una segunda derivada evaluada en un derivar dos veces y evaluar  2A.3.2
punto

funcién por partes con constantes, igualar valores y 2A33
«continua y derivable» pendientes

una ecuacién con x y y mezcladas: derivacion implicita 2A34
tan(xy) =2x+y

x =x(t),y =y(@) cociente de derivadas 2A.35

respecto a t
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«recta tangente», «recta normal» enun  pendiente y 2A3.6
punto punto-pendiente

tangente «horizontal», «paralela» o igualar y” a la pendiente 2A3.6
«perpendicular» a una recta pedida

«area del triangulo» con los ejes 0 conla  intersecciones de las rectas  2A.3.6
normal

«angulo de interseccién» entre curvas o tan¢ con las dos 2A3.7
con una recta pendientes

«rapidez», «razon», «a qué ritmo», razon de cambio 2A.3.8
unidades por segundo o por minuto relacionada

«aproximar», «estimar», «diferencial»  dy = f’(x)dx 2A39
y = f(x)8%), productos y cocientes derivacion logaritmica 2A.3.10
grandes

2A.3 Procedimientos

2A.3.1 Derivada por definicion (cuatro pasos)

1.
2.

4.

Ejemplo breve: con f(x) = x*,

Escribe f(x + h): cambia cada x por (x + h).
Calcula el incremento f(x + h) — f(x) y simplificalo (denominador comun, desarrollo
de binomios).

. Divide entre h. Antes de pasar al limite hay que cancelar el factor h: factoriza o

racionaliza (multiplica por el conjugado).
Toma el limite cuando h — 0, sustituyendo h = 0.

2 (x+h)’—x? _ 2xh+h?

) 5 =2x+h — 2x.

2A.3.2 Derivada con reglas y regla de la cadena

1.
2.

Reescribe antes de derivar: raices como potencias (¥x + 1 = (x + 1)1/4), % =x1/2,

Identifica la operacion «de afuera» (potencia, cociente, ang tan, sen...) y aplica su

formula; multiplica por la derivada de lo de adentro. Repite capa por capa.
2

3. Simplifica: factor comun, denominador comun, 1 + tan? u = sec® u.

4.

Si se pide &

dx‘ o una segunda derivada evaluada, sustituye solo al final.
X=a

2A.3.3 Derivabilidad de una funcion por partes

1.

En cada punto de unién x;, continuidad: el valor de la regla izquierda en x; igual al
de la regla derecha.

Derivabilidad: deriva cada regla y exige que las derivadas en x; coincidan (derivadas
laterales iguales).

. Resuelve el sistema para las constantes. Si sobran ecuaciones, comprueba que todas se

cumplan.
Si la funcién no es continua en xy, no es derivable ahi, aunque las pendientes coincidan.
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2A.3.4 Derivacién implicita

1.

het

Deriva los dos lados respecto a x. Cada vez que derives algo con y, multiplica por y’
(regla de la cadena). Los productos xy, x?y llevan regla del producto.

Pasa al lado izquierdo los términos con y” y al derecho los demas.

Factoriza y’ y despeja.

Para una pendiente en un punto, sustituye x; y y en y’ (no hace falta despejar y en la
curva).

2A.3.5 Derivacién paramétrica y segunda derivada

dy _ dy/dt
dx ~ dx/dt
Si se pide en un valor de x (o de y), encuentra el valor del pardmetro ¢ que le corresponde;

puede haber dos.

Calcula ‘2—’; y ';—3; y forma . Simplifica.

Segunda derivada: deriva Z—i respecto at y divide entre Z—x
. . d . . .
Si en el punto pedido ‘;—’; = d—f = 0 (forma g), simplifica el cociente antes de evaluar o

elimina el parametro.

2A.3.6 Recta tangente y recta normal

1.

Punto. Si solo se da una coordenada, obtén la otra con la ecuacion de la curva (pueden
salir dos puntos; si el enunciado da una condiciéon como y > 0, tsala).

. Pendiente. m = y’ en el punto (directa, implicita o paramétrica).
. Rectas. Tangente y — y = m(x — xp); normal con pendiente —i. Escribelas en forma

general Ax + By + C = 0 si lo piden.

. Tangente con condicion. Horizontal: y’ = 0. Paralelaa Ax + By+C =0:y’ = —%,

Perpendicular: y’ = %. Resuelve la ecuacion junto con la de la curva para hallar los
puntos de tangencia.

. Area de un triangulo. Intersecta las rectas entre siy con el eje indicado; el area es

1 . .
2 base - altura con las intersecciones.

2A.3.7 Angulo entre dos curvas

1.
2.

3.

Resuelve el sistema de las dos ecuaciones: puntos de interseccion.

En cada punto, la pendiente de cada curva (my, my); si una es recta, su pendiente es fija.
my—my
1+mym,
y la otra tiene pendiente m, ¢ = 90° — ang tan |m|.

Si se pide la tangente que forma un angulo dado con una recta, plantea la ecuaciéon
con el valor absoluto: salen dos pendientes.

y ¢ = angtan(...). Si 1+mymy = 0, ¢ = 90°. Si una tangente es vertical

tang = ‘

2A.3.8 Razén de cambio: plantilla de cinco pasos

1.
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Figura y variables. Dibuja la situacién y nombra con letras las cantidades que cambian
con el tiempo (r, V, x...). Los datos fijos van con su niimero.

Datos y pregunta. Escribe la razén conocida con su signo (‘Z—‘: = —60 si disminuye),
lo que se pide (‘;—? =?)y el instante (r = 4). Uniforma las unidades.

Ecuacion. Relaciona las variables con geometria (volumen, area, Pitagoras, triangulos
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semejantes, trigonometria). Si aparece una variable de mas, eliminala con un dato fijo
o una relacion.

Derivar respecto a t. Cada variable produce su razon por la regla de la cadena:
d 3 _ o 2dr

—r’ =3r°=.

Sustituir al final los valores del instante, despejar y dar el resultado con unidades y
sentido (aumenta o disminuye).

No sustituyas el valor del instante antes de derivar: una variable con valor fijo tendria
derivada cero.

2A.3.9 Diferencial y aproximacion

1.
2.
3.

Elige f, un valor x donde f(x) sea facil (v16, sen %) y el incremento dx = Ax.
Calculady = f’(x)dx.
Aproxima f(x + Ax) = f(x) + dy, o el cambio Ay = dy.

2A.3.10 Derivacién logaritmica y f(x)8®)

1.

. Deriva implicitamente: yy’ =g'(x)In f(x) + g(x)

Si la variable esta en la base y en el exponente, y = f(x)g(x), no sirven ni (u™)’ ni (a*)’.
Toma logaritmo natural: Iny = g(x) In f(x).

&

fx)”

. Multiplica por y y sustituye y = f(x)8).
. El mismo método simplifica productos y cocientes largos: el logaritmo los vuelve

sumas.

2A.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Tangente y normal con derivacién implicita

Adaptado de: ler final 2012-2, tipo A, problema 4.

Obtenga las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la curva x? + 3xy +
y% = 5 en el punto A(1, 1).

Resolucion.

1. El punto estd enla curva: 1+3 +1 =5.

2. Derivacién implicita, con regla del producto en 3xy:

2x +3(y+xy")+2yy’ =0.

3. Se agrupan los términos con y’ y se despeja:

2x+3
Bx+2y)y =-(@2x+3y) = y =— y.
3x + 2y
4. Pendiente en A(1,1): m = —% = —1. La normal tiene pendiente —i =1

5. Tangente: y — 1 = —(x — 1), es decir, x + y — 2 = 0.
6. Normal: y — 1 = 1(x — 1), es decir, x —y = 0.
Resultado: tangente x + y — 2 = 0; normal x —y = 0.
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Ejemplo resuelto - Razoén de cambio: el globo que pierde gas

Adaptado de: 1er final 2013-1, tipo C, problema 4.
Un globo de forma esférica deja escapar gas a razon de 60 mm?/min. jA qué razén
decrece el area del globo en el instante en que el radio es 4 cm?

~ []

gas: 7<0

Resolucion.

1. Variables: radio r, volumen V y area A de la esfera, funciones del tiempo ¢ (en
minutos).

2. Datos: el volumen disminuye, asi que Z‘t/
r =4 cm = 40 mm (todo en milimetros).

3. Ecuaciones: V = %nr3 y A = 42,

4. Derivadas respecto a t:

= —60 mm> /min. Se pide (fi_/: cuando

dv 2dr dA dr
— =dnar — = 8nr—.
dt dt’ dt dt
5. Instante r = 40: de la primera, ‘Z = ﬁzg)z = 3230” mm/min. En la segunda:
dA ( 3 ) 0, .
=8m(40)( ——— | = =3 mm“/min.
e 40~ 550- /
dA _ 24V _ 2, N _
6. Atajo: al dividir las dos derivadas, == Z =5 = 40( 60) =

Resultado: el 4drea decrece a razon de 3 mm? /min (0.03 cm?/min).

2A.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2A.5.1 - Ang sec y potencias
Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 4.

dy 1
Obtenga -= para: a) y = angsec(3x); b) y = Jx — T

Resolucion.
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1. a) Conu = 3x, v’ = 3,y la formula de ang sec u:

dy _ 3 _ 1
dx |3x|\/9x2 -1 |x|\/9x2 -1

1
, x| > 3

Con la formula sin valor absoluto queda igual para x > %

1
xox?—1’

2. b) Se reescribe y = x1/2 —x71/2 y se aplica la regla de la potencia:

_lpylosp 1, 1 _xtl
dx 2 2 2Jx  2xJx  2xyx

_ 1 . )d_y _ x+l1
|x|[Vox2—1"

La) W
Resultado: a) Ir el

Ejercicio 2A.5.2 - Continua y derivable: tres reglas
Adaptado de: 1er final 2012-2, tipo A, problema 3.

Determine los valores reales de a y b para que la funcién

x>—4  si—-8<x<-—1,
f(x)={ax+b si —1<x<2,
2
—"7—7 si2 < x <5,

sea continua en [—8, 5] y derivable en (-8, 5).

Resolucion.

1. Las tres reglas son polinomios: solo hay que revisar las uniones x = -1y x = 2.
Derivadas de las reglas: 2x, a y —x.

2. En x = —1. Continuidad: (—1)2 —4 = —a + b, es decir, —a + b = —3. Derivabilidad:
2(-1) = a,asiquea = —2.

3. Entoncesb = -3+ a = —5.

4. Enx =2,cona=-2yb= -5 Continuidad: 2a +b = -9y —% —7 = —9. Se cumple.
Derivabilidad:a = -2y —x|x:2 = —2. Se cumple.

5. Las cuatro condiciones se satisfacen con los mismos valores: la recta y = —2x — 5 es
tangente a las dos parabolas en los puntos de unién.
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y
xt-4
-1
X

(-1.-3)
Resultado: a = -2, b = —5.
Ejercicio 2A.5.3 - Implicita con tangente y cadena con raiz
Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 3.

d 2
Obtenga EJ:: a)x’tany=x+y;b)y= ﬁ
Resolucion.
1. a) Derivacién implicita (producto a la izquierda):
2xtany +x%sec’y y =1+ y'.
2. Se agrupa y se despeja:
1—2xtan
(xzseczy— 1)y =1-2xtany = y’ = —y
x? sec? y—1
_ 2x _ ’ _ u_’ . .

3. b)Conu = V= Juyy = o Regla del cociente:

. 202x—1)-2x(2) 2

(2x —1)2 (2x — 1)

4. Entonces

’

. 2 1 1 [ox —1
(2x—1)% , [ 2x (2x—1)2N 2x
2x—1

validaenx <0ox > %, donde la raiz existe y la derivada también.

1-2xtany ) dy _ 1 2x—1

L) _
Resultado: a) dx ~ x%secty-1> "/ dx ~  (2x-1*N 2x °
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Ejercicio 2A.5.4 - Segundas derivadas: ang tan y paramétrica
Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 3.

a) Sea y = x ang tan x; calcule F -b)Parax=t-1y= 2t% — 1, calcule d—JZ/
_2

Resoluciéon.

1. a) Regla del producto: y* = angtanx + e
2. Otra vez, con la regla del cociente en el segundo término:

| +(1+xz)—x(2x)
1+ x? (1+ x2)?
1+ xP+1-x2 2
(14 x2)? (1+x2)2
_ 1. 2_5 ” 2 _ 32
3. Enx=:1+x"=7yy = %51~ 25
dx _ 1 Y 62 asique & = 62
4. b) o = L 5 = 6t% asique = = 6t°.

dy _ 560 1y
g T dgE -1 1

2
6. x = 1correspondeat—1=1,t=2: 37}2) = 24.
Resultado: a) %; b) 24.
Ejercicio 2A.5.5 - Tangentes perpendiculares a una recta
Adaptado de: ler final 2005-2, tipo B, problema 4.

Obtenga las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = i que sean perpendiculares
alarectax — 9y = 2.

Resolucién.

1. Larecta dada, y = 9 , tiene pendlente =. Las perpendiculares tienen pendiente —9.
7 _ 1 _ 2 _ l 1 _1

2.y = == 9= x“= =>x—+ Puntosdetangenma (3 S)y( 3 3).

3. En(% )y—3:—9 )esde01r9x+y 6 =0.

4. En (—%,—3):y+3——9(x+ 5)’ es decir, 9x + y + 6 = 0.
Resultado: 9x +y—6=0y 9% +y+6 =0.

Ejercicio 2A.5.6 - Tangentes horizontales a una circunferencia

Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 3.

Determine los puntos de la curva x? + y? = 4x + 4y en los que las rectas tangentes son
paralelas a la recta y = 0.

Resolucién.

1. Paralela a y = 0 quiere decir horizontal: y* = 0.

2. Derivacién implicita: 2x +2yy’ =4+ 4y’ = 2y —4)y =4-2x =y = ;_TJZC
3.y =0exigex=2(cony#2).Enlacurva: 4+ =8+ 4y = y> —4y —4 = 0.
4 y= V16416 '126“6 = 2 + 24/2. Ninguno vale 2, asi que el denominador no se anula.
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5. Comprobacién: la curva es la circunferencia (x — 2)? + (y — 2)? = 8, de centro (2,2) y
radio 2v/2; las tangentes horizontales estdn arriba y abajo del centro.

Resultado: (2, 2+ 2\/5) y (2, 2 — 2\/5)

Ejercicio 2A.5.7 - Angulo entre dos hipérbolas

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo A, problema 4.

Sean las curvas C; : xy =2y C, : x° — y? = 3. Determine el angulo de interseccion entre

CyGy.

Resolucion.

1. Interseccién: de Cy, y = % EnCy: xz—% =3 xt-3x2—4=0= (x*-4)(x*+1) =0.
Entonces x = +2: puntos (2,1) y (—2,-1).

2. Pendientes por derivacioén implicita. C: y+xy’ =0 =m; = —2—:. Cy:2x—2yy' =0=
X
my = =.
27y
3. En (2,1): m; = —%, my = 2. Entonces 1 + mymy, = 1 —1 = 0: las tangentes son
perpendiculares.
4. En(-2,-1):m; = —%, my = 2. Mismo resultado.
5. En general miym, = —% . i = —1 en cualquier punto comun: las dos familias de

hipérbolas son ortogonales.

/ (=2.-1) \

Resultado: ¢ = 90° en los dos puntos de interseccion, (2,1) y (—2,-1).

Ejercicio 2A.5.8 - Razdén de cambio: el esquiador en la rampa

Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 4.

Un esquiador se desliza a razon de 10 m/s sobre una rampa en forma de plano inclinado,
de 400 m de base horizontal y 300 m de altura. Sea p su distancia, medida sobre la rampa,

al punto mas bajo, y x la proyeccion horizontal de esa distancia. Determine la rapidez con
la que cambia x.
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300 m

400 m

Resolucion.

1. Variables: p (sobre la rampa), x (horizontal) y y (altura), funciones de ¢.

2. Datos: el esquiador baja hacia el punto méas bajo, asi que p disminuye: % =—10 m/s.

. dx
Se pide I
3. Ecuacién: la rampa mide \/4002 + 3002 = 500 m. Por triangulos semejantes, % = %,
es decir, x = %p.

dx _ 4dp _ 40 10y = _
S =28 =2(-10)= -8 m/s.

5. La razon es constante: no depende de donde esté el esquiador. (La altura cambia a

& _3_10)=—
= = 5( 10) = —6 m/s.)
Resultado: x disminuye a razén de 8 m/s, en cualquier instante.

4. Derivada:

Nota: el original pide la razén «en el instante en que el esquiador se encuentra a 3 m del
punto mas bajo»; ese dato no se usa.

Ejercicio 2A.5.9 - Implicita y potencia con exponente variable
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2025-1, tipo A, problema 3.
Calcule %: a) x%y + xy% =y — x; b) y = x50%,
Resolucion.

1. a) Derivacién implicita, con regla del producto en los dos términos de la izquierda:
2xy +x2y" +yt +2xyy’ =y’ — 1.
2. Se agrupan los términos con y’:

1+ 2xy + y?
(xz+2xy—l)y':—1—2xy—y2 = y’:#.
1—x%—2xy

3. b) La variable est4 en la base y en el exponente: derivacién logaritmica (con x > 0).
Iny =senx Inx.
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4. Derivando implicitamente:

’

y sen x

=cosx Inx +

sen x

5. Se multiplica por y = x

d 1+2xy+y? d
Resultado: a) ﬁ = % b) ﬁ = xSenx (cosxlnx + %)

Ejercicio 2A.5.10 - Derivada por definiciéon de una raiz
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° parcial 2024-1, tipo C, problema 1.

Determine la derivada de f(x) = lx con el método de los cuatro pasos, es decir, con la

=
definicion de derivada.
Resolucion.
_ 1
1. f(x+h)= T on x > 0.
2. Incremento, con denominador comun:
x—Vx+h
flx+h)— f(x)= \F—
Jxvx+h
3. Se divide entre h y se racionaliza el numerador (por \/x + Vx + h):
fee+h) = fx) x—(x+h)
h hyxx +h (Jx +x +h)
-1
- \R\/x+h(ﬁ+\/x+h).
4. Limite con h — 0:
Fo) = = =
VEx (2Vx)  2xyx
5. Comprobacién con la regla de la potencia: (xfl/z)/ = —%x73/2,

Resultado: f'(x) = —ﬁ = —%x‘3/2, para x > 0.

2A.6 Ejercicios propuestos
Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.2A.

Ejercicio propuesto 2A.6.1
Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 4.

Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la grafica de

x% = sen? 0,
G:

y = cos? 0,
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en el punto de ordenada % y abscisa positiva.

Resultado: 4x + 4y — 5 = 0, tangente en (%, %)

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 166.

Ejercicio propuesto 2A.6.2
Adaptado de: 2° final 2006-2, tipo A, problema 4.

La tangente a la curva y = x% en un punto P corta a la recta 3x — y + 1 = 0 formando un

angulo de 45°. Determine las coordenadas de P.
11
Resultado: P(—-1,1) 0o P (4, 16).
—> Resolucién en el Apéndice E, p. 166.
Ejercicio propuesto 2A.6.3
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2020-1, tipo A, problema 3.
Dos autos parten al mismo tiempo de un punto M en direcciones perpendiculares, como
en la figura. El auto A vaa 3 m/s y el auto B a 5 m/s. Determine la rapidez con que aumenta
la distancia h entre ellos en el instante en que el auto A ha recorrido 9 m.

auto A, 3 m/s

Ae
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~

~_h

N
y ~

~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
- -

< auto B

M B 5mys

Resultado: % =34 m/s = 5.83 m/s.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 166.

Ejercicio propuesto 2A.6.4
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2020-1, problema 3.
Obtenga Z—J};: a) e —x = IneY; b) x = 3senh(3t), y = 2 cosh(3t).

—veXY
Resultado: a) 2 = 127 ) & = Z pann(3y).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 166.
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Ejercicio propuesto 2A.6.5

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° parcial 2025-1, tipo D, problema 2.

Obtenga el area del triangulo que forman los ejes coordenados y la recta tangente a la
grafica de f(x) = i en el punto de ordenada y = %

Resultado: 2 unidades cuadradas.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 166.

Ejercicio propuesto 2A.6.6
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo A, problema 4.

Una placa metalica circular de radio 20 cm se calienta y su radio aumenta 0.02 cm. Con la

diferencial, estime el aumento del area de la placa y comparelo con el aumento exacto.

Resultado: dA = 0.87 cm? = 2.513 cm?; el aumento exacto es AA = 0.80047 cm?.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 167.

Ejercicio propuesto 2A.6.7
Adaptado de: 1er final 2005-2, tipo B, problema 2.

Calcule —‘ para la curva y = sen 2t, x = cos® 2t, con 0 < t < %

-_1
Resultado: E‘y:l =—3

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 167.

2A.7 Errores frecuentes

1. Olvidar la regla de la cadena. (sen 3x)” = 3 cos 3x, no cos 3x; (ang tan \/E)’ lleva el

factor ﬁ

2. Derivar y como constante en la implicita: —y =2yy’, no 2y, (xy) =y+xy,
noy’.

3. Segunda derivada paramétrica como ,,8 Se deriva Z—J}; respecto at y se divide
entre d—x

4. Evaluar en x cuando la paramétrica pide t: primero se halla el t que corresponde al
valor de x.

5. Normal con pendiente —m en lugar de —%.
6. Derivable sin continuidad. En una funcion por partes, igualar pendientes no basta:
primero los valores.
7. Sustituir el instante antes de derivar en razon de cambio: el radio «vale 4» solo en
ese instante; si se sustituye antes, su derivada sale cero.
8. Signo de las razones. Lo que disminuye (gas que escapa, agua que sale) lleva razon
negativa.
9. Unidades mezcladas (mm?> con cm, m® con cm): uniforma antes de sustituir.
10. Angulo entre curvas sin valor absoluto: tan ¢ negativa da el angulo obtuso; el
angulo entre curvas es el agudo.
11. Confundir (coshu)’ con (cosu)’: la derivada de coshu es + senhu u’.
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12. x5"¥ con la regla de la potencia: con la variable en el exponente se usa derivacion
logaritmica.
2A.8 Formulario de emergencia de la unidad
n f/(x) = limy,_,g w - derivable = continua.

P po(uw) _v—w o oony o on—10 r_
= () =uv +vu (v)— = WY =nd""'u (\/H)—zﬁ.

» (senu) =cosuu’ - (cosu) = —senuw’ - (tanu)’ = sec’uu’ - (secu) = secutanuv’.
» (cotu) =—csc?uu’ - (cscu)’ = —cscucotuu’.
’ u’ ’ u ’ u
= (angsenu)’ = - (angtanu)’ = - (ang secu)’ = ; las «co» llevan
(ang ) N (ang ) 112 (ang ) luNwr—1
signo menos.
= Inversa: dx _ _1_
“dy  dy/dx’
d(dy
foi o, Ay _dy/dt dy E(E)
= Paramétrica: D = dojd de T dojdt
= Tangente y — 3 = m(x — xp) - normal con —% -Ax+ By +C =0 tienem = —%.
_ | M | _ — °
= tang = ‘1+m1m2 mmy = —1= ¢ =90".

= Razdn de cambio: figura, datos con signo, ecuacidn, derivar respecto a ¢, sustituir al
final.

= EsferaV = %nr3, A= 47r? - cilindro V = 7r?h - cono V = %anh - circulo A = 7.

» Diferencial: dy = f/(x)dx - f(x + Ax) = f(x) + f’(x)Ax.

= (Inu) = u;, (€)Y = et - (@) = a*lnau’ - (senhu)’ = coshuu’ - (coshu) =
senhuu’ - (tanhu)’ = sech®uu’.

»y=fS&lny=glnf,y =f§ (g’lnf+gf7)~

2A.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Reconoce el tipo con la tabla 2A.2 y escribe la formula que vas a usar antes de calcular.

2. Enlas derivadas, reescribe raices como potencias y deriva capa por capa; en la implicita,
marca cada y’.

3. Entangente y normal: punto completo, pendiente, punto-pendiente; da la forma general
si la piden.

4. En razén de cambio, sigue los cinco pasos con su rétulo; sustituye el instante solo al
final y di si la cantidad aumenta o disminuye.

5. Comprueba: el punto esté en la curva, las pendientes de rectas perpendiculares multi-
plican —1, las unidades cuadran.

Si no terminas una razon de cambio, la figura, los datos con signo y la ecuacion derivada

ya valen buena parte del problema.

2A.10 Lo que agrega el Plan 2026: la derivada como razén de cambio fisica

Si s(t) es la posicidn de un movil sobre una recta en el instante ¢, su derivada es la velocidad,
v(t) = s’ (t), y la derivada de la velocidad es la aceleracidn, a(t) = v'(t) = s”(¢): la derivada
de orden superior tiene un significado fisico. El signo de v dice hacia donde se mueve; el

63



Unidad 2 - Parte A - La derivada: reglas, implicita y paramétrica, tangentes y razén de cambio

movil estd en reposo cuando v = 0; si v y a tienen el mismo signo, el movil acelera, y si
tienen signos contrarios, frena. Lo mismo vale para cualquier cantidad que cambia con el
. . , . . d
tiempo: la corriente es la razon de cambio de la carga, i = d—(tl; el caudal, la del volumen,
=
Q=3
Ejercicio propuesto 2A.10.1 - Velocidad y aceleracion de un mévil

La posicién de una particula sobre una recta es s(t) = t> — 6t* + 9t (en metros, con t en
segundos y t > 0). a) Obtenga su velocidad y su aceleracion. b) ;En qué instantes est4 en
reposo? ¢) ;En qué instante la aceleracion es cero y cuanto vale ahi la velocidad?
Resultado: a) v(t) = 3t2 — 12t + 9 m/s, a(t) = 6t — 12 m/s?; b) ent = 1 yt=3s;c)en
t=2s,conv(2) = -3 m/s.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 167.

Ejercicio propuesto 2A.10.2 - Una raiz ctbica con la diferencial

Con la diferencial, estime 3/8.12.
Resultado: 3/8.12 ~ 2.01 (el valor verdadero es 2.00995...).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 167.
Con la computadora

# Pendiente, tangente y normal del primer ejemplo:

# XA2 + 3xy + yr2 = 5 en (1, 1)

from sympy import Eq, idiff, solve, symbols

X, y = symbols("x y")

F = X%%2 + 3%X%y + y*%2 - 5

m = idiff(F, y, x).subs({x: 1, y: 1})

print (m) # -1
tangente = Eq(y - 1, m*(x - 1))

normal = Eq(y - 1, -(x - 1)/m)

print (solve(tangente, y), solve(normal, y)) # [2 - x] [x]
assert m == -1
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Unidad 2 - Parte B - Regla de L’Hopital: las siete formas
indeterminadas

1 Volver al indice

Contenido de esta parte (programa 2026, tema 2). «Regla de L’'Hopital
y sus aplicaciones a formas indeterminadas de limites de funciones. Uso de
software matematico para ilustrar resultados.» El objetivo del tema esta al
principio de la Parte A.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en exdmenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): en los planes anteriores la regla era de Calculo Integral y compartia
un problema con la integral impropia (Parte 3C). Sale en 28 de los 52 finales y
extraordinarios del Plan 2010 (formas 1 9, co — 0 5, 0°5,0-03 y otras 6) y en
17 de los 60 del Plan 2016. Las hiperbdlicas aparecen dentro de los limites con
frecuencia.

= Tiempo: 2 horas para esta parte.

= Ruta corta:
1. Lee la seccién 2B.1.1 y la tabla de la seccién 2B.2 (15 min).
2. Sigue los dos ejemplos de la seccion 2B.4 tapando la resolucién.
3. Resuelve los ejercicios de la seccion 2B.5 con crondémetro: 12 min cada uno.

2B.1 Conceptos y expresiones

2B.1.1 Regla de L’Hopital
J'G)

Si lim f(x) = limg(x) = 0, o los dos limites son infinitos, y existe lim 70 (finito o
infinito), entonces
ORI C)
im —— = lim ——.
g(x) g'(x)

Vale para x — a, x — a* y x — *o0. Se derivan el numerador y el denominador por

. . P 0 oo .
separado (no es la regla del cociente). Si el nuevo limite vuelve a ser 505 e aplica otra
vez.

Las siete formas indeterminadas. Solo % y E admiten la regla directamente. 0 - oo e

00 — o0 se reescriben como un cociente. 1%, 0° e oo¥ se resuelven tomando logaritmo: si

y = f(x)8%), entonces Iny = g(x)In f(x), que es de la forma 0 - oo, y limy = €/™n¥ No
son indeterminadas: — = 0, 00 + 00 = 00, 0% = 0, 0™ = oo,

s . . Inx x" a\bx
Limites que conviene saber de memoria. Con x — oo: - — 0, = — 0, (l + ;) —
¢®: con x - 07: xInx — 0, x* — 1. Son consecuencias de la regla y sirven para anticipar

el resultado. Con x — 0: senh 0 = 0, cosh0 =1, senh x

1A.1.9).

— 1 (las hiperbdlicas, en la seccion
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2B.2 Cémo reconocer el problema

El enunciado dice... Procedimiento

<(<)Calcular, si existe, el limite» de un cociente que da  L’Hopital (2B.3.1)
o

19

Un producto que da 0 - oo, 0 una resta de fracciones  Reescribir como cociente (2B.3.2)

que da 0o — o0

Una potencia f(x)$%) que da 1%, 0° o oo” Tomar logaritmo (2B.3.3)

Aparecen senh, cosh, tanh, coth en el limite Sustituir senh 0 = 0, cosh0 =1
para ver la forma; derivar con la
tabla de la seccién 2A.1

«Sin emplear la regla de L’Hopital» No se usa: técnicas de la Parte 1B

(1B.3)

2B.3 Procedimientos
2B.3.1 L’Hopital: formas g y E

1. Sustituye el valor: confirma que da g 0 g Escribelo, porque sin forma indeterminada
la regla no se aplica.

2. Deriva el numerador y el denominador por separado.

3. Simplifica el nuevo cociente (fracciones dentro de fracciones, factores comunes) y
vuelve a sustituir.

4. Si sigue indeterminado, repite. Si un factor tiende a un nimero distinto de cero (como

senh x
X

cosx > 1o — 1), sacalo del limite para no derivarlo.

2B.3.2 L’Hopital: formas 0 - 0o e 0o — oo
f .2

1. 0-o0: escribe f g = 72 ° UF Deja en el denominador el factor que sea mas facil de
derivar; un In se queda casi siempre en el numerador.
. , . 0
2. o0 — oo con dos fracciones: haz la resta con comin denominador. Queda o

3. Aplica 2B.3.1.

2B.3.3 L’Hépital: formas 1%, 0° e 0¥

1. Llama y = f(x)8™) ¢ identifica la forma sustituyendo.

2. Toma logaritmo: Iny = g(x)In f(x). Es 0 - co.

In f(x)

1/g(x)

4. Silimlny = L, entonces lim y = e’. No olvides este paso: el limite de In y no es la
respuesta. )

5. Comprobacién répida para 1%: si f — 1y g — oo, entonces lim f§ = elim8(f=1),

3. Escribelo como cociente, Iny = ,y aplica 2B.3.1.
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2B.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - L’Hépital, forma 1%

Adaptado de: ler final 2011-2, tipo C, problema 2.

Calcule, si existe, lim

2 3x
(1+—) .
X—00 X

Resolucién.

1.
2.

. Derivadas: [ln(l + %)]
. L’'Hopital:

.z , b
. Comprobacién con la férmula de e: (1 + f—c) T et

Al sustituir, la base tiende a 1y el exponente a co: forma 1.
_ 2\3x
Seay = (1 + x) . Entonces

In(1+2
1ny=3xln<1+—)= g
x

de la forma g.
’r —Z/Xz

BETTYPRAE:

—-2/x?
lim Iny = lim 2 (-3x?)
X—00 x—00 1+ z/x
; 6
= lim ——— =
Xm0 1+ 2/x

3x
lim (1 + Z) =,
X—00 X

bcona=2yb=3.

Ejemplo resuelto - L’Hépital con hiperboélicas

Adaptado de: 2° final 2010-2, tipo A, problema 2.
Calcule, si existe, lim (cosh x)l/ senhx
x—0"

Resolucion.
1. cosh0 =1y —— — oo: forma 1.
senh x ) h
2. Sea y= (coshx)l/senhx; lny = nLlix, de la forma g (lnl =0, senh 0 = 0).
enh x
3. L’Hépital, con (Incoshx)’ = % = tanh x y (senh x)’ = cosh x:
lim Iny = lim tanhx _ 0 =0
x—0* x—0*" cosh x 1
4. lim (coshx)l/ senhx — o0 — 1,
x—0*
coshx—1

. Comprobacion con la regla rapida de 1%:

TTA senh x
b 0 (por L’Hépital, ohx 0),

asi que el limite es e°.
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2B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2B.5.1 - Forma 0° con seno hiperbélico
Adaptado de: 2° extraordinario 2011-1, problema 3.

Calcule, si existe, lim xSenhx
x—0F

Resolucién.

1. El enunciado original escribe x — 0; como x*™M* solo esta definida para x > 0, el

limite es por la derecha. Al sustituir, la base y el exponente tienden a 0: forma 0°.

2. Seay = x*"™¥:Iny = senhxInx = ln_x’ de la forma —.
cschx o0
3. L’Hépital, con (csch x)” = — csch x coth x:
1/x
lim Iny = lim —————
x—0* y x—0* —csch x coth x
2
. senh” x
- tim ()
x—0"\ xcoshx
4. Se separa: _senhx  senhx — —1- = = 0 (por L’Hopital, senhx _, cosho _ 1).
x cosh x x 1
5. lim xSemhx = 0 = 1,

x—0*

Ejercicio 2B.5.2 - Forma oo — oco: L’Hopital dos veces

Adaptado de: 1er final 2016-1, tipo A, problema 2.

.. , 1
Calcule, si existe, hm(L — —)
x->1\x—1 Inx

Resolucién.
1. Cerca de 1, las dos fracciones crecen sin limite: forma oo — co. Comtin denominador:

x 1 xlnx—x+1

x—1 Inx (x-1Dlnx "’

de la forma %.

2. L’Hopital: numerador In x + 1 — 1 = In x; denominador In x + fo1 =Inx+1- % Sigue
0

6.
3. Otra vez: numerador %; denominador % + %:
. 1/x 1
lim = .
>l1/x+1/x2  1+1

4. El limite vale %

Ejercicio 2B.5.3 - Forma oo”

Adaptado de: ler final 2018-2, tipo C, problema 2.
. L. ; 1\*
Determine, si existe, lim (—) .

x—>0t\x
Resolucién.
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1. Base — oo, exponente — 0: forma oo,
2. Seay = (l)x: Iny=xlIn 1o XxInx= _ln_x’ de la forma =,
x x 1/x ©
3. L’Hopital:
1/x
lim Iny = — lim L = lim x =
x—=0* x—0" —l/x2 x—0*

4. lim (l)x =el =1.

x—0t\ X

2B.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.2B.

Ejercicio propuesto 2B.6.1

Adaptado de: 2° final 2020-1, problema 2.

Calcule, si existe, lim (x + cos x)®¢¥,
x—0*

Resultado: e.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 167.

Ejercicio propuesto 2B.6.2
Adaptado de: 2° final 2017-1, problema 2.

Calcule, si existe, lim ( r_ l)
x—0t\e¥ —1 x

Resultado: —%.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 168.

Ejercicio propuesto 2B.6.3
Adaptado de: 2° extraordinario 2011-2, problema 2.
L. , 1

Calcule, si existe, lim 4x sen(—).
xX—00 2X

Resultado: 2.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 168.

Ejercicio propuesto 2B.6.4

Adaptado de: 1er extraordinario 2016-2, problema 2.

Calcule, si existe, 1lim (1 — senh x)c"thx .
x—07t

Resultado: e~ L.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 168.
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2B.7 Errores frecuentes

= Usar L’Hopital sin forma indeterminada. Antes de derivar, sustituye y escribe la
forma. 0i+ no es indeterminada: es co.

= Derivar con la regla del cociente. En L’Hépital se derivan el numerador y el deno-
minador por separado.

» Olvidar regresar del logaritmo. En 1%, 0° e o se calcula limIny = L; la respuesta
L

ese”,no L.

» Creer que 1° = 1. Es indeterminada: (1 + )—26)336 — e,

= Signos en las hiperbolicas. (coshx)’” = senhx, sin el signo menos del coseno;
(cschx)’ = —csch x coth x.

= Usar la regla donde el enunciado la prohibe. Los limites de la Parte 1B dicen «sin
emplear la regla de L’Hopital»; ahi un limite resuelto con ella no cuenta.

2B.8 Formulario de emergencia de la parte

= IV Hopltal( o —) lim £ i =lim = f , derivando por separado.

I

" 0-00: fg= s o0 — o00: comun denominador.
» y=f&Iny=glnf limy= limgln f, con f —> 1, g > oco:lim f8 = elimg(f-1)
Iimx_m(l + g)bx = e, lim, (1 + OV/* =,

= (senhu)” = coshuu’; (coshu) = senhuu’; (tanhu) = sech®uu’; ; (cothu)’ =
—csch?uw’; (cschu)’ = —cschucothuu’.

2B.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Sustituye y escribe la forma indeterminada antes de cualquier otra cosa.

2. Cociente % 0 E: deriva arriba y abajo por separado, simplifica y vuelve a sustituir.

3. Producto o resta: pasa a cociente. Potencia f $: toma In, pasa a cociente, aplica la regla
y termina con er.

4. Saca del limite los factores que tienden a un nimero distinto de cero para no derivarlos.

5. Comprueba con los limites de memoria o con la regla rapida de 1

2B.10 Lo que agrega el Plan 2026: l1a regla con la computadora

[ f'(X)
EOREZS)

cerca del punto y ver que se acercan al mismo niimero; otra, calcular el limite directamente,
como en el recuadro. La regla también confirma los limites de la Parte 1B: por ejemplo,
lim,_, e; = lim,_,o <% = 1. (No sirve para demostrar ese limite, porque la derivada
del seno se obtiene a partir de él.)

El programa pide usar software para ilustrar la regla. Una manera: evaluar

Ejercicio propuesto 2B.10.1 - L'Hopital dos veces con la exponencial

X —1—-x

.. , €
Calcule, si existe, lim 5

x—0 X
Resultado: %

— Resolucién en el Apéndice E, p. 168.
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Con la computadora

# E1 ejemplo de la forma 1/rinfinito: (1 + 2/x)7(3x)

from sympy import E, limit, log, oo, symbols

x = symbols("x", positive=True)

y = (1 + 2/x)%*(3*x)

L = limit(3*x*log(1l + 2/x), X, 00) # limite de 1ln y
print (L, limit(y, x, 00)) # 6 exp(6)
assert L == 6 and limit(y, X, 00) == E*%*6
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Unidad 2 - Parte C - Variacion y optimizacion: valor medio,
analisis de la grafica y optimacion

1 Volver al indice

Contenido de esta parte (programa 2026, tema 2). «Variacién y optimiza-
cién de funciones: Interpretacién geométrica del Teorema del valor medio
del célculo diferencial. Funcién creciente y funcién decreciente. Concavidad
de la grafica de una funcion. Extremos relativos de una funcién. Criterios
de la primera y de la segunda derivada. Extremos absolutos de una funcion.
Resolucion de problemas de optimizacion. Visualizacién de los resultados
obtenidos empleando software matematico.» El objetivo del tema esta al
principio de la Parte A.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en exdmenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): en los 10 finales de Calculo Diferencial del Plan 2010 hay al menos
un problema de esta parte (11 problemas: optimacion 6, analisis de la grafica 4 y
valor medio 1). En 35 de los 39 finales de Calculo y Geometria Analitica del Plan
2016 hay un problema: optimacion 16, analisis de la grafica 14, teorema de Rolle
3 y extremos absolutos en un intervalo cerrado 2; ademas salen en los segundos
parciales.
= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta parte.
= Ruta corta:
1. Leelaseccion 2C.1 (20 min): los teoremas, los criterios de la primera y la segunda
derivada y la concavidad.
2. Aprende la tabla de variacién (2C.3.4) y la plantilla de optimacion (2C.3.6): con
ellas se resuelve casi todo.
3. Sigue los dos ejemplos de la seccién 2C.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios de la secciéon 2C.5 con cronémetro: 20 min cada uno. La
optimacién es la mitad de los problemas: no te saltes los ultimos tres.

2C.1 Conceptos y expresiones

Extremos. Una funcion f tiene un mdaximo relativo en c si f(c) > f(x) para toda x cercana
a ¢, y un minimo relativo si f(c) < f(x) para toda x cercana a c. Si la desigualdad vale
para toda x de un intervalo I, el extremo es absoluto en I. El valor maximo es f(c); el
punto de la gréfica es (c, f(c)).

Valor critico. Un nimero ¢ del dominio de f es critico si f’(c) = 0 o si f’(c) no existe.
Los extremos relativos solo pueden estar en valores criticos; pero un valor critico puede
no ser extremo (x> en x = 0).

Teorema de Weierstrass (de los valores extremos). Si f es continua en un intervalo
cerrado [a, b], entonces f alcanza en [a, b] un valor maximo absoluto y un valor minimo
absoluto. Estan en un valor critico interior o en un extremo del intervalo.

Teorema de Bolzano. Si f es continua en [a,b] y f(a) y f(b) tienen signos contrarios,
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existe al menos un ¢ € (a,b) con f(c) = 0. Geométricamente: una curva continua que
pasa de abajo a arriba del eje x lo corta.
Teorema de Rolle. Hipotesis:
1. f es continua en [a,b];
2. f es derivable en (a, b);
3. fla) = f(b).
Tesis: existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f’(c) = 0. Interpretacion: entre dos puntos de
la grafica a la misma altura hay uno con tangente horizontal.
Teorema del valor medio del calculo diferencial (de Lagrange). Hipoétesis: las dos
primeras de Rolle. Tesis: existe al menos un ¢ € (a,b) tal que
ROk G}
—a
Interpretacion: hay un punto donde la tangente es paralela a la secante que une (a, f(a))
con (b, f(b)). Rolle es el caso f(a) = f(b).
Crecimiento. Si f’(x) > 0 en un intervalo, f es creciente ahi; si f’(x) < 0, es decreciente.
Es consecuencia del teorema del valor medio.
Criterio de la primera derivada. Sea c un valor critico con f continua en c. Si f” cambia
de + a — al pasar por ¢, en ¢ hay un maximo relativo; si cambia de — a +, un minimo
relativo; si no cambia de signo, no hay extremo.
Concavidad. Si f”(x) > 0 en un intervalo, la grafica es concava hacia arriba (U): queda
arriba de sus tangentes. Si f”(x) < 0, es concava hacia abajo (N). Un punto de inflexiéon
es un punto (¢, f(c)) de la grafica, con f continua en ¢, donde la concavidad cambia. Los
candidatos son los ¢ con f”(c) = 0 0 f”(c) inexistente; hay inflexion solo si f” cambia de
signo (x* tiene f”(0) = 0 y no tiene inflexién).
Criterio de la segunda derivada. Si f'(c) = 0y f”(c) < 0, en ¢ hay un maximo relativo;
si f”(c) > 0, un minimo relativo; si f”(c) = 0, el criterio no decide y se usa el de la
primera derivada.
Picos y tangentes verticales. Donde f es continua 'y f’ no existe puede haber:
= un pico: |x| en x = 0; las pendientes laterales son distintas y hay minimo;
= una ctispide: x2/3 en x = 0; f’ — Foo por cada lado y también hay minimo;
= una tangente vertical sin extremo: ¥x en x = 0; f* — +oo por los dos lados, f sigue
creciendo y la concavidad cambia: es punto de inflexion.

2C.2 Como reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«determinar si se cumplen las hipétesis ~ revisar cada hipétesis y 2C3.1

del teorema de Rolle» o «del valor hallar ¢

medio»

73



Unidad 2 - Parte C - Variacion y optimizacion: valor medio, analisis de la grafica y optimacion

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«intervalos donde es creciente o signo de f” 2C3.2
decreciente», «maximos y minimos

relativos», «valores criticos»

«concava hacia arriba o hacia abajo», signo de f” 2C33
«puntos de inflexion», «criterio de la

segunda derivada»

«trazar la grafica», «bosquejar» tabla de variacion 2C34

raices o potencias fraccionarias: J/x — 1,  criticos donde f’ no existe 2C.3.4

xZ/ 3

«maximo y minimo absolutos» en [a,b]  criticos y extremos del 2C.3.5
intervalo

«dimensiones para que el area optimacion 2C3.6

(volumen) sea maxima», «material

minimo», «costo minimo»

«obtener a y b para que haya un punto  dos ecuaciones 2C.3.7
de inflexion en (xg, yp)»

2C.3 Procedimientos

2C.3.1 Teoremas de Rolle y del valor medio

1.

. Si se cumplen, plantea f’(c) = 0 (Rolle) o f'(c) =
. Conserva solo las soluciones del intervalo abierto (a, b).

Escribe las hipoétesis del teorema que pide el enunciado y revisa una por una, termi-

nando cada una con «se cumple» o «no se cumple»:

= Continuidad en [a,b]: polinomios, sen y cos son continuos siempre; un cociente,
donde el denominador no se anula; una raiz par, donde el radicando es > 0.

= Derivabilidad en (a,b): calcula f’ y revisa donde no existe (denominador cero, raiz
de cero en el denominador).

= Solo Rolle: f(a) = f(b). Evalta los dos extremos.

. Si una hipoétesis no se cumple, el teorema no se puede aplicar (puede o no existir c):

dilo y termina.

W (valor medio) y resuelve.

2C.3.2 Crecimiento y extremos relativos

1.
2.
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Dominio de f.
Deriva y factoriza f’. Valores criticos: los ceros de f’ y los puntos del dominio donde
f7 no existe.

. Los criticos y los puntos fuera del dominio parten la recta en intervalos. Toma un valor

de prueba en cada uno y anota el signo de f’.
f’ > 0: creciente; f’ < 0: decreciente.

. Criterio de la primera derivada en cada critico; evaliia f en los extremos: el valor

méaximo o minimo es f(c).



Unidad 2 - Parte C - Variacion y optimizacion: valor medio, analisis de la grafica y optimacién

2C.3.3 Concavidad, inflexion y criterio de la segunda derivada

1.

Calcula f” y factorizala. Candidatos: ceros de f” y puntos del dominio donde f” no
existe.

Signo de f” en cada intervalo: + es concava hacia arriba, — hacia abajo.

Hay inflexién en un candidato solo si el signo cambia y ¢ esta en el dominio. Da las
coordenadas (c, f(c)).

Si el enunciado pide el criterio de la segunda derivada, evaliia f” en cada critico con
f’(¢) = 0: negativo, maximo; positivo, minimo.

2C.3.4 Tabla de variacion y grafica

1.

Retine en una tabla los criticos y los candidatos a inflexion, ordenados, con los signos
de "y f” entre ellos.

Renglon de f: 7 (crece) o \ (decrece), y los valores de f en los puntos de la tabla.
Ubica en la grafica: extremos, inflexiones, intersecciones con los ejes (f(0) v, si es facil,
los ceros), asintotas.

Une los puntos respetando el crecimiento y la concavidad de cada tramo.

Donde f” no existe: si f* — oo dibuja una tangente vertical; si las pendientes laterales
son distintas, un pico.

2C.3.5 Extremos absolutos en un intervalo cerrado

1.

Revisa que f sea continua en [a,b]: por el teorema de Weierstrass, existen los dos
extremos absolutos.

Encuentra los criticos de (a, b).

Evalta f en los criticosyenay b.

El mayor valor es el maximo absoluto y el menor, el minimo absoluto. No hace falta
ningun criterio.

2C.3.6 Optimacion: plantilla

1.
2.

8.

Dibujo y variables. Haz un esquema y nombra cada medida que cambia (x, y, r, h).
Funcion objetivo. Lo que se quiere hacer maximo o minimo, en funcién de las
variables: area, volumen, perimetro, material, costo.

. Restriccion. La ecuacion que liga las variables: el dato fijo (perimetro, volumen, area)

o la condicién geométrica (el punto esta en la curva, tridngulos semejantes).

. Una variable. Despeja de la restriccion y sustituye en la funcién objetivo.
. Dominio. Los valores con sentido fisico (longitudes positivas, el punto dentro de la

figura).

. Critico. Deriva, iguala a cero y resuelve en el dominio.
. Justifica que es maximo o minimo: con la segunda derivada, con el cambio de signo

de la primera o comparando con los extremos del dominio.
Responde lo que se pide: todas las dimensiones, el valor éptimo y las unidades.

2C.3.7 Punto de inflexion con parametros

1.
2.
3.

«El punto (xg, yp) esta en la grafica»: g(xp) = yp-
«Es punto de inflexidén»: g”(xy) = 0.
Resuelve el sistema y comprueba que g” cambia de signo en xj.
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2C.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Analisis completo de una cubica

Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 5.

Dada la funcién f(x) = 13— x2 — 3x + 2, determine: a) los intervalos donde es
creciente o decreciente; b) sus valores maximos y minimos relativos; c) los intervalos
donde la grafica es concava hacia abajo o hacia arriba.

Resolucion.

1. Polinomio: dominio R. Primera derivada factorizada:
) =x-2x-3=(x-3)(x+1).

Valores criticos: x = =1y x = 3.
2. Valoresdef:f(—l)z—%—1+3+2: %yf(3)=9—9—9+2=—7.
3. Segunda derivada: f”(x) = 2x—2;se anulaen x = 1, con f(1) = %—1—3—1—2 = —g.
4. Tabla de variacion (valores de prueba —2, 0, 2, 4):

x<-1 -1 1 3 x>3
f + o - - -0 +
i - - - 0 + + +
fl 72 5N -2 N -7 7

5. a) f’ >0en(—co,—1)yen(3,0); f' <0en(-1,3).

6. b)Enx = —1, f’ cambiade + a — (y f”(—1) = —4 < 0): maximo relativo. En x = 3,
de —a+ (v f”(3) = 4 > 0): minimo relativo.

7. ¢) f” <0en(—00,1)y f” > 0en (1,): la concavidad cambia en (1, —g), punto
de inflexion.

8. Gréfica: ademas, f(0) =2, f(-3)=-7y f(5) = %

y

max. (-1, 11/3

-

inflexion (1, —

5/3)

min. (3,-7)
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Resultado: a) creciente en (—oo, —1) y en (3, ©), decreciente en (—1, 3); b) maximo
relativo f(—1) = %, minimo relativo f(3) = —7; ¢) concava hacia abajo en (—oo, 1),

hacia arriba en (1, o), con inflexién en (1, —5).

3

Ejemplo resuelto - Alambre cortado en dos

Adaptado de: 1er final 2012-2, tipo A, problema 5.

Un alambre de 60 cm se corta en dos partes; con una se forma un triangulo equilatero
y con la otra un cuadrado. ;Qué longitud debe tener cada parte para que la suma de
las areas sea minima?

Resolucion.

x 60 — x
| | |
f | 1
corte
x/3 (60 — x)/4
triangulo equilatero cuadrado

1. Variables. x: tramo del triangulo, de lado %; 60 — x: tramo del cuadrado, de lado

60—x
Y
. Funcién objetivo. Con el area del triangulo equilatero de lado ¢, g(zz

= B (5) (252

3 4
es decir,
60 — x)?
A(x) = NE} e u
36 16
3. Dominio. 0 < x < 60 (en los extremos todo el alambre va a una sola figura).
4. Critico.
A(x) = ﬁxf 0-x_ 0 = 8J3x =18(60 — x),
18 8
de donde x = %% = 5% pacionalizando:

18483 9+4y3°

540(9 — 4v3)  540(9 —44/3)  180(9 — 4y/3)
X = = = .
81— 48 33 11
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G

5. Justificacion. A”(x) = 1—; + % > 0 para toda x: el critico es minimo y, como es
el tnico, es el minimo absoluto en [0, 60]. (Comprobacién: A(0) = 225 y A(60) =
100+/3 = 173.2, mayores que A =~ 97.9 en el critico.)

660—1620+7204/3 _ 240(3+/3—4)
- 11 :

6. Otra parte: 60 — x =

11
Resultado: para el triangulo, 1809—4v3) = 33.90 cm; para el cuadrado,

240(3v3-4) _
11 11 -
26.10 cm.

2C.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2C.5.1 - Valor medio con una raiz cuadrada
Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 5.
Sea f(x) = v/x — 5 en el intervalo [6, 9]. Determine si se satisfacen las hipétesis del teorema

del valor medio del calculo diferencial y, en caso afirmativo, obtenga el o los valores de x
donde se cumple la tesis.

Resolucién.

1. Continuidad en [6,9]. La raiz est4 definida y es continua para x > 5,y [6,9] esta
contenido ahi. Se cumple.
. - , !
2. Derivabilidad en (6,9). f’(x) = e
3. Pendiente de la secante: f(6) = 1, f(9) = 2:

fO-f6) 2-1_1

existe para x > 5. Se cumple.

9-6 3 3
i 1 _1 _5_3 _5-2 -2 _ A
4. Tesis: =3 = Ve 5= S = 5 7 = ¢=7 =725 queestien (6,9).
y
tangente
7
secante
(29/4, 3/2)
y=+vJx—5
9,2)
2/ (6.1)

T T x
5 6 c=20/4 9
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Resultado: se cumplen las dos hipdtesis y la tesis se cumple en ¢ = 24—9; la tangente en

(%, %) es paralela a la secante.
Ejercicio 2C.5.2 - Rolle con un polinomio de grado 4

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo D, problema 4.

Sea f(x) = 2 — 4x? + x*. Determine si f satisface el teorema de Rolle en el intervalo

[1, \/§] y, en caso afirmativo, obtenga los valores del intervalo en los que se cumple.

Resolucion.

1. Continuidad en [1,+3]. Es un polinomio. Se cumple.

2. Derivabilidad en (1,43). f/(x) = 4x3 — 8x existe para toda x. Se cumple.

3. Valores en los extremos. f(1) = 2-4+1=-1y f(3) =2-12+9 = —1. Son
iguales: se cumple.

4. Tesis: f'(c) = 4c(c® —2) = 0 = ¢ = 0,c = +/2. Solo V2 = 1.41 esta en (1,\@) =
(1,1.73).

5. En ¢ = v/2 la tangente es horizontal: f(v2) =2 -8 +4 = -2,

Resultado: se cumplen las tres hipétesis y el teorema se verifica en ¢ = v/2.

Ejercicio 2C.5.3 - Raiz cibica: tangente vertical
Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 5.

Para f(x) = J/x — 1 obtenga, si existen: a) los intervalos donde f es creciente o decreciente;
b) los maximos y minimos relativos; c) los intervalos donde la grafica es concava hacia
arriba o hacia abajo. Trace la grafica de f.

Resolucién.

1. La raiz cubica esta definida para todo real: dominio R, y f es continua.
2. f(x)=(x— 1)1/3, asi que
, 1 1
(x) = = .
/ 3(x =123 33f(x—1)?

No se anula nunca y no existe en x = 1: inico valor critico, x = 1.

3. a) El denominador es positivo (raiz cibica de un cuadrado): f’(x) > 0 para todo x # 1.
Como f es continua en x = 1, es creciente en todo R.

4. b) f’ no cambia de signo en x = 1: no hay maximos ni minimos relativos. Como
f’(x) = +00 cuando x — 1, en (1, 0) la tangente es vertical.

5. ¢) Segunda derivada:

2
93(x —1)5 .

Para x < 1, (x — 1)° < 0 y su raiz cibica también: f” > 0, céncava hacia arriba. Para
x> 1: f” <0, concava hacia abajo.

6. La concavidad cambia en x = 1y f es continua ahi: (1,0) es punto de inflexidn, con
tangente vertical.

7. Puntos para la grafica: f(=7) = -2, f(0) = -1, f(2) =1, f(9) = 2.

1) = =2 =1 = -
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inflexion (1,0)
concava N

4
t

S
=7 2 9
|

concava U ,1:
I
I
| tangente vertical x = 1

Resultado: a) creciente en (—oo, ), nunca decreciente; b) no tiene extremos relativos
(x = 1 es critico, con tangente vertical); c) concava hacia arriba en (—oo, 1) y hacia abajo
en (1, 00); inflexién en (1, 0).

Ejercicio 2C.5.4 - Extremos relativos y absolutos

Adaptado de: 2° final 2003-2, tipo A, problema 7.

Para f(x) = (1 + x)(x — 1)? obtenga: a) los intervalos donde es creciente o decreciente; b)
sus maximos y minimos relativos; c) el maximo y el minimo absolutos en [—1, 1]. Trace la
grafica.

Resolucién.

1.

g WD

80

Desarrollando, f(x) = x> — x> — x + 1; dominio R.

f/(x) = 3x% — 2x — 1 = (3x + 1)(x — 1). Criticos: x = -1 syx=1

. Signo de f’: positivo en (— ;) negativo en ( 1 ) positivo en (1, o).
.Valores:f(—%):? —27yf(1):2 0=0.

. b) En —%, f’ pasa de + a —: méaximo relativo. En 1, de — a +: minimo relativo. (Con la

segunda derivada, f”(x) = 6x —2: f” (—%) =—4<0y f’(1)=4>0)

. ¢) f es continua en [—1, 1]. Valores en los criticos y en los extremos del intervalo:

fen=o0 f(5)=3  f=0

. Para la gréfica: inflexién en x = % (f” cambia de signo), con f (%) = %; f(0)=1

£(2) = 3.
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inflexién (1/3,/16/27)

max. (~1/3, 32/

Resultado: a) creciente en (—00, —%) y (1, 00), decreciente en (—%, 1); b) maximo relativo

f (—%) = % minimo relativo f(1) = 0; ¢) en [—1, 1], maximo absoluto % enx = —% y
minimo absoluto 0,enx = —1yenx = 1.

Ejercicio 2C.5.5 - Funcidn racional

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo C, problema 4.

Dada f(x) = (,i_);)z: determine: a) los intervalos donde es creciente o decreciente; b) sus
maximos y minimos relativos; c) los puntos de inflexién y la concavidad de su grafica.
Resolucion.

1. Dominio: x # 2. En x = 2 hay asintota vertical y, como el grado del denominador es
mayor, y = 0 es asintota horizontal.
2. Primera derivada (se simplifica un factor x — 2):

£ 8(x —2)% —16x(x —2) 8(x —2)— 16x 8(x +2)

xX) = = = — .
(x-2)* (x—2)} (x—2)°

Critico: x = —2 (x = 2 no esta en el dominio, pero si separa intervalos).

3. Signos (valores de prueba —3, 0, 3):

x<—-2 -2<x<2 x>2
—8(x +2) + - -
(x —2)3 - - +
I - ¥ -
4. b) En x = -2, f’ pasa de — a +: minimo relativo f(-2) = 71—166 = —1. No hay maximo

relativo.
5. ¢) Derivando —8(x + 2)(x — 2)73:

(x-2)=3(x+2) 16(x+4)
(x-2¢  (x-2*

El denominador es positivo: f” <0six <-4y f”" >0si—-4<x<2o0x>2.

f(x) =8
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6. Inflexion en x = —4: f(—4) = 73—362 = —g. En x = 2 no hay inflexién: no esta en el

dominio y f” no cambia de signo.

y=8x/(x—2)

inflexion (-4, —8/9)

min. (—2,-1)

Resultado: a) decreciente en (—oo, —2) y en (2, o0), creciente en (—2, 2); b) minimo relativo

f(=2) = —1, sin maximos; ¢) concava hacia abajo en (—oo, —4), hacia arriba en (—4,2) y
. - .8

en (2, »); inflexién en ( 4, 9).

Ejercicio 2C.5.6 - Sector circular de perimetro minimo

Adaptado de: 1er final 2013-1, tipo C, problema 5.

Un sector circular de radio r y arco [ tiene 4rea 8 m?. Determine las dimensiones del sector
; p. i rl
cuyo perimetro es minimo. (Area del sector: E’)

Resolucion.
1. Funcion objetivo. El perimetro son dos radios y el arco: P = 2r + L.
2. Restriccion. %l =8 = [ = %,

3. Una variable: P(r) = 2r + %, conr > 0.
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4. Critico: P'(r)=2— 1—26 =0 = r? =8 = r =22 (laraiz negativa no tiene sentido).
5. Justificacion: P”(r) = % > 0 parar > 0: minimo, y absoluto, pues es el inico critico.
16

6. Arco:l = PN =4./2. Angulo central: 6 = é = 2 rad. Perimetro: P = 42 + 42 = 8./2.

Resultado: r = 2¢/2 m = 2.83 m y [ = 442 m (dngulo central de 2 rad); perimetro minimo

82 m.

Ejercicio 2C.5.7 - Cilindro inscrito en un cono

Adaptado de: Ier final 2006-1, tipo B, problema 6.

Calcule las dimensiones del cilindro de volumen maximo inscrito en un cono de radio
R=9cmy altura H = 18 cm.

Resolucion.

1. Variables. Radio r y altura h del cilindro. En el corte vertical, la generatriz del cono es
la recta por (9,0) y (0,18): y = 18 — 2x.
2. Restriccion. La esquina (r, h) del cilindro toca la generatriz: h = 18 — 2r (o, con
tridngulos semejantes, % = ?
. Funcioén objetivo: V = wr?h = 7r?(18 — 2r) = 7(18r% — 2r®), con 0 < r < 9.
. Critico: V/(r) = n(36r — 6r®) = 6xr(6 —r) =0 = r =6.
. Justificacion: V" (r) = n(36 — 12r), V" (6) = =36 < 0: maximo.
. h=18-12=6yV =m-36-6 = 2167x.
3

Resultado: radio 6 cm y altura 6 cm; volumen maximo 2167 cm”.

AN U1 W

Ejercicio 2C.5.8 - Envase cilindrico sin tapa

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2019-2, problema 4.

Se quiere construir un envase de 1500 cm® con forma de cilindro circular recto sin tapa.
Calcule el radio y la altura del envase que emplean la menor cantidad de material.
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sin tapa

Resolucion.

1. Funcién objetivo. Material: base més pared lateral (sin tapa): S = zr? + 2zrh.
2. Restriccion. 7r?h = 1500 = h = %.

3000

3. Una variable: S() = 7r? + 222, conr > 0.

4. Critico:

S'(r) = 2 — 3030 —0 = 3= 1500 1500
r

5. Justificacion: S”(r) = 27 + M > 0: minimo.

6. Altura: como 7r® = 1500, h = w = ”—rz =r

r? 7

Resultado:r = h = 5.3/1;2 cm =~ 7.82 cm.

2C.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.2C.

Ejercicio propuesto 2C.6.1
Adaptado de: ler final 2006-1, tipo B, problema 5.

2
Para f(x) = —14+2x— x? -= determme a) los intervalos donde es creciente o decreciente;

b) los intervalos donde la grafica es concava hacia arriba o hacia abajo; ¢) sus maximos y
minimos relativos. Trace su grafica.

Resultado: a) decreciente en (—oo0,—2) y (1, 00), creciente en (-2, 1); b) concava hacia
. i 12 . .
arriba en (—oo ——) hacia abajo en (—5, 00) inflexion en (—— ——) ¢) minimo relativo

20 12
f(-2) = =2, maximo relativo f(1) = 3

6
— Resoluc10n en el Apéndice E, p. 169.

Ejercicio propuesto 2C.6.2
Adaptado de: 2° final 2001-2, tipo A, problema 5.

Calcule el area maxima que puede tener un rectangulo de dimensiones variables inscrito

XY
en la elipse st =1
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Resultado: 24 unidades de area (rectangulo de 4v/2 por 3+/2).

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 169.

Ejercicio propuesto 2C.6.3
Adaptado de: 1er final 2005-2, tipo B, problema 6.

Se fabricara un recipiente con forma de prisma triangular recto. Su seccién es un tridangulo
rectangulo isosceles de catetos L y su longitud es h, como en la figura. Calcule el valor de
L que hace minima la cantidad de material, si el recipiente debe tener una capacidad de
3 m>. Considere el prisma cerrado: dos caras triangulares y tres rectangulares.

Resultado: L =36 +3v2m = 2.17 m (con h = (2 — v/2)L = 1.27 m).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 170.

Ejercicio propuesto 2C.6.4
Adaptado de: 2° final 2006-2, tipo A, problema 5.
Un triangulo rectangulo esta formado, en el primer cuadrante, por los ejes coordenados

y una recta que pasa por el punto (2,3). Obtenga las coordenadas de los vértices del
tridngulo de area minima.

Resultado: (0,0), (4,0) y (0, 6); &rea minima 12.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 170.

Ejercicio propuesto 2C.6.5
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° parcial 2025-1, tipo A, problema 4.

Obtenga el valor de a y el de b tales que la grafica de g(x) = ax® + bx? tenga un punto de
inflexién en A(1,2).
Resultado:a = —1,b = 3: g(x) = —x> + 3x2.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 171.

Ejercicio propuesto 2C.6.6
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2026-1, tipo A, problema 4.

Para m(x) = sen x + cos x, con —% <x< %: a) obtenga sus valores criticos; b) calcule sus
valores extremos absolutos; c) obtenga su punto de inflexion; d) trace su grafica.
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Resultado: a) x = %; b) maximo absoluto J2enx= %, minimo absoluto —1 en x = —%;

c) (—%,0).

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 171.

2C.7 Errores frecuentes

1. Olvidar los criticos donde f” no existe. EnJx — 10 x2/3 el critico no sale de f =0,
sino del denominador de f’.

2. Llamar extremo a todo critico. Si f’ no cambia de signo (x> en 0, ¥x — 1 en 1) no
hay extremo.

3. Llamar inflexion a todo cero de f”. Hay que comprobar que f” cambia de signo:
x* tiene f”(0) = 0y es concava hacia arriba en todas partes.

4. Inflexion fuera del dominio. En (xi’;)z, x = 2 separa intervalos de signo, pero ahi

no hay punto de la grafica.

5. Dar solo la abscisa. «Valor maximo» es f(c); «punto de inflexién» son las coordenadas
(c. f(e)).

6. Rolle y valor medio sin revisar hipotesis. Cada hipétesis se escribe y se califica:
«se cumple» o «no se cumple». Y ¢ debe estar en el intervalo abierto.

7. Extremos absolutos sin los extremos del intervalo. En [a, b] siempre se evaltan
f@y f).

8. Optimacién con dos variables. Si no se usa la restriccion para dejar una sola variable,
la derivada no tiene sentido.

9. No justificar el maximo o el minimo. Un critico no basta: segunda derivada, cambio
de signo o comparacién con los extremos del dominio.

10. Contar mal las caras o los tramos. Un envase sin tapa no lleva 1% dos veces; el

perimetro de un sector lleva dos radios mas el arco.

2C.8 Formulario de emergencia de la unidad

» Critico: ¢ en el dominio con f’(c) = 0 o f’(c) inexistente.

= Rolle: f continua en [a,b], derivable en (a,b), f(a) = f(b) = f’(c) = 0 para algin
c € (a,b).

= Valor medio: f continua en [a,b], derivable en (a,b) = f’(c) =
c € (a,b).

= Weierstrass: continua en [a,b] = alcanza maximo y minimo absolutos. Bolzano: conti-
nuay f(a)f(b) <0 = f(c) =0 para algin c € (a,b).

= f/ > 0:crece - f’ < 0:decrece - f” > 0: céncava U - f” < 0: concava N.

= Primera derivada: + — — maximo, — — + minimo. Segunda derivada: f'(c) = 0y
f”(c) < 0 méximo, f”(c) > 0 minimo.

= Inflexion: f” cambia de signo en ¢ del dominio; punto (¢, f(c)).

= Absolutos en [a, b]: comparar f en los criticos y en a, b.

J®O)-f(@) p
==, para algun

i , s s 3 1 _r* .
= Areasy volimenes: triangulo equilatero %(2 - sector % = rT,l =10 - cilindro V = 7r?h,
1
lateral 27rh - cono V = gerzH .
= Optimacion: objetivo, restriccion, una variable, dominio, critico, justificacion, respuesta
con unidades.
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2C.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Analisis de la grafica: dominio, f” factorizada, criticos, f” factorizada, candidatos a
inflexion; todo en una sola tabla de variacion.

2. Contesta cada inciso con intervalos y con valores f(c) o coordenadas, en el orden del
enunciado.

3. Para la grafica, marca extremos, inflexiones, f(0) y asintotas antes de unir con la curva.

4. Rolle o valor medio: tres (o dos) renglones de hipétesis con «se cumple» y después
la ecuacién para c.

5. Optimacion: dibujo con variables, escribe la plantilla completa y no olvides justificar
y dar unidades.

Si no se llega al final, la tabla de signos bien hecha o la funcion objetivo en una variable
ya valen buena parte del problema.

2C.10 Lo que agrega el Plan 2026: optimizacién en ingenieria y con software

Los problemas de optimacién de esta parte son el modelo de la Parte 1A mas un paso:
derivar, igualar a cero y justificar que el critico es el maximo o el minimo que se pide. El
programa pide ademas visualizar el resultado con software: graficar la funcion objetivo en
su dominio y ver que el extremo esta donde dice el calculo, o hacer la tabla de variacion
con la computadora, como en el recuadro. La grafica no sustituye a la justificacion (criterio
de la primera o de la segunda derivada, o comparacion con los extremos del intervalo),
pero detecta errores de planteamiento: un maximo que no se ve, o un dominio mal escrito.

Ejercicio propuesto 2C.10.1 - Terreno junto a un rio

Con 240 m de cerca se quiere cercar un terreno rectangular que colinda con un rio; el lado
del rio no lleva cerca. ;Qué dimensiones dan el drea maxima y cuanto vale?

Resultado: 60 m en los dos lados perpendiculares al rio y 120 m en el lado paralelo; area
méxima 7200 m?.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 172.

Ejercicio propuesto 2C.10.2 - La caja de volumen maximo

Para la caja del ejercicio 1A.10.2, con V(x) = x(30 — 2x)? y 0 < x < 15, obtenga el valor
de x que da el volumen méaximo y ese volumen.

Resultado: x = 5 cm; Vs, = 2000 cm?.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 172.
Con la computadora

# Tabla de variacion del primer ejemplo:

# f(x) = xA3/3 - XA2 - 3x + 2

from sympy import Rational, diff, solve, symbols
x = symbols("x"

f = Rational(1l, 3)*x**3 - x**2 - 3%xX + 2

crit = solve(diff(f, x), x)

infl = solve(diff(f, x, 2), x)

print(crit, [f.subs(x, c) for c¢ in crit])

87



88

Unidad 2 - Parte C - Variacion y optimizacion: valor medio, analisis de la grafica y optimacion

print (infl, f.subs(x, infl[0]))

# [-1, 3] [11/3, -7] y [1] -5/3

assert crit == [-1, 3] and infl == [1]
assert f.subs(x, infl[0]) == Rational(-5, 3)



Unidad 3 - Parte A - Integrales definida e indefinida: sumas de Riemann, valor medio, teorema fundamental e
inmediatas

Unidad 3 - Parte A - Integrales definida e indefinida: sumas de
Riemann, valor medio, teorema fundamental e inmediatas

1 Volver al indice

Objetivo del tema 3 (programa 2026). «Aplicar la integral definida y la
integral indefinida de funciones reales al planteamiento y a la resolucién
de problemas geométricos y fisicos mediante el analisis de sus propiedades
y con apoyo de software matematico para modelar el comportamiento de
sistemas ingenieriles.»

Contenido de esta parte. «Concepto de suma de Riemann empleando
software matematico para la visualizacion del problema del calculo del area
de una regién plana. Integral definida. Propiedades de la integral definida.
Integral indefinida y definicién de antiderivada.» «Enunciado del Teorema del
valor medio del calculo integral y su interpretacién geométrica. Enunciado
del Teorema fundamental del calculo.» «Integrales indefinidas inmediatas.
Cambio de variable para la obtencion de la integral de una funcién.»

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que
no cambiaron): en los 52 finales y extraordinarios de Calculo Integral del Plan
2010 sale siempre como problema 1: valor medio y teorema del valor medio en
41 examenes, sumas de Riemann en 7, teorema fundamental en 4 e integral con
un parametro en 2. En el Plan 2016 sale en 34 de los 60, como problema 2: valor
medio 25, integral con parametro 6, teorema fundamental 2 y Riemann 1.

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta parte.

= Ruta corta:
1. Lee la seccién 3A.1 y los procedimientos 3A.3.1, 3A.3.4 y 3A.3.5 (30 min).
2. Sigue los dos ejemplos de la seccion 3A.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios de la seccion 3A.5 con cronémetro (12 min cada uno).
4. Las sumas de Riemann con la computadora (seccion 3A.10) son lo nuevo del

programa: léelas, pero en el examen el limite de la suma se calcula a mano.

3A.1 Conceptos y expresiones

El problema del area y las sumas de Riemann. Para medir el area bajo la grafica

de f en [a,b], el intervalo se parte en n subintervalos de ancho Ax = b— con puntos

x;=a+iAx (i =0,1,...,n). Sobre cada subintervalo se levanta un rectangulo de altura
f(x). La suma de sus éreas es una suma de Riemann:

||M=

f(xz) Ax.

Integral definida. Si el limite de las sumas de Riemann existe cuando n — oo, ese limite
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es la integral definida:
b n
J f(x)dx = lim Z f(x) Ax.
a =11

Interpretacion geométrica: es el area con signo entre la grafica y el eje x: cuenta positiva el
area sobre el eje y negativa el area bajo él.

Propiedades. Para f y g integrables y k constante:
b b b b b
L LfG) = gldx = [, fG)dx = [, gl dxy [, kf(x)dx =k |, f(x)dx;
Iab flx)dx = fac flo)dx + jcb f(x) dx (sirve para las funciones por tramos);
b
f; flx)dx = - fa f(x)dxy jaa f(x)dx =0;
= si f(x) < g(x) en [a,b], entonces fab f(x)dx < j: g(x)dx.
Valor medio (ordenada media). El valor medio de f en [a,b] es

b
-1
f = m J; f(x) dx.

Los examenes lo llaman también valor promedio u ordenada media, y a veces lo escriben
f©.

Teorema del Valor Medio del Calculo Integral (TVM). Si f es continua en [a, b], existe
al menos un ¢ € [a, b] tal que

b
[ 10ac=r06-a,

es decir, f(c) = f. Interpretacion geométrica: el area bajo la curva es igual a la de un
rectangulo de base b—a y altura f (figura del ejemplo 3A.4.1). El niimero ¢ se llama abscisa
media. Puede haber mas de uno; solo valen los que estan en el intervalo.

Integral indefinida y Teorema Fundamental del Calculo (TFC). Si f es continua, la
integral con el extremo superior variable

F(x) = J f@)de

es derivable y F’(x) = f(x) (primera parte del TEC): F es una antiderivada o primitiva de
f. Todas las antiderivadas difieren en una constante; su familia es la integral indefinida,
[ f(x)dx = F(x) + C. La segunda parte del TFC da la regla para calcular integrales
definidas sin limites: ,
b
[ swax = rel = £ - Fea)
a

Con la regla de la cadena, si los dos limites son funciones de x:

d Jg(x) ( )d
— t)dat
dx Jno) f

= f(g() &' (x) = f(h(x)) b’ (x).
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Integrales inmediatas y cambio de variable. Una integral es inmediata si el integrando

es la derivada de una funcién conocida (la tabla esta en 3A.3.5). El cambio de variable

u = g(x), du = g’(x) dx lleva [ f(g(x)) g’(x) dx a la inmediata [ f(u) du. Las integrales
"(x dx

gg((x)) xlnx’

Lo que el programa pide y los exaimenes no preguntan. El programa incluye la

condicién de integrabilidad (toda funcidén continua en [a, b], o acotada con un nimero

finito de discontinuidades, es integrable) y la demostracion del TFC (se aplica el TVM a
F(x+h)-F(x) _ 1 J‘X+h
==

de la forma |

dx dan In|g(x)[; de ellas salen [ tanxdx y [

f(@)dt y se hace h — 0). Ninguna de las dos se ha preguntado en
los 112 exdmenes revisados; basta saber enunciarlas.

3A.2 Como reconocer el problema

El enunciado dice... Procedimiento

«Calcule el valor medio (valor promedio, ordenada  Valor medio (3A.3.1)

media) de f en [a,b]»

«...y el o los valores de ¢ que cumplen el Teorema  Valor medio y TVM (3A.3.1)

del Valor Medio», «abscisa media»

«La funcién cuya grafica esta en la figura» (rectas  Integral por areas (3A.3.2) y valor

por tramos) medio (3A.3.1)
«Mediante el limite de la suma de Riemann, Sumas de Riemann (3A.3.3)
calcule...»

«Obtenga F’(x) si F(x) es una integral con limite TFC con limites variables (3A.3.4)
variable», «usando el Teorema Fundamental del

Célculo»

Un integrando de la forma f(g(x)) g’(x) o i((;c)): Inmediatas y cambio de variable
5" * cos x, tan x, poy s lilx (3A.3.5)

«Determine a (o b) tal que la integral valga...», Integral con parametro (3A.3.6)

«para que el valor medio sea...», «para que las dos
funciones tengan la misma ordenada media»

3A.3 Procedimientos

3A.3.1 Valor medio y Teorema del Valor Medio
1. Revisa que f sea continua en [a, b] (si no, el TVM no garantiza nada).

2. Calcula f: f(x) dx con una antiderivada (3A.3.5) y divide entre b — a: eso es f.

3. Para el TVM, resuelve la ecuacién f(c) = f.

4. Conserva solo las raices que estin en [a,b] y descarta las demas diciendo por qué.
Puede haber una o varias; si no queda ninguna, hay un error (el teorema garantiza al
menos una).

5. Si f(c) = f no se puede despejar con funciones elementales, basta dar f; el teorema
asegura que c existe.
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Atajo de simetria. Si f es impar alrededor del centro del intervalo, su integral vale cero:

f_ll Bdx=0y foz(x —1)3dx = 0. Asi se ve rapido que el valor medio de 1 + ¥x — 1 en
[0,2] es 1.

3A.3.2 Integral definida por areas: funcion dada por una grafica

1. Escribe la funcién por tramos, con la recta de cada tramo: con dos puntos (x,y;) y

(x9, 2), la pendiente es m = i}r? y la recta, y = y; + m(x — xp).
-

2. Separa la integral en los mismos tramos (propiedad aditiva).

3. Cada tramo es un rectangulo, un tridngulo o un trapecio: A =
esté bajo el eje x se resta.

4. Suma, divide entre b — a para el valor medio y busca ¢ tramo por tramo con la recta de
cada uno.

=1t yz(x — x1). Lo que

3A.3.3 Sumas de Riemann
1. Escribe Ax = b_Ta y x; = a + i Ax (no olvides el sumando a).

2. Sustituye x; en f y desarrolla en potencias de i: f(x;) = a + fi + yi%, con a, f, y que
dependen de n.
3. Multiplica por Ax y separa la suma. Usa

znllzn Zn:’ n(n+1)

i=1 i=1

iiz _ n(n + 1)‘f2n+ 1)’

i=1
n
1

1M

4. Simplifica: cada término queda como un cociente de polinomios en n. Toma el limite
n — oo (solo cuentan los términos de mayor grado).

5. Comprueba con el TFC: F(x)|z debe dar lo mismo. Si f es lineal, también con el area
de un trapecio.

3A.3.4 TFC: derivar una integral con limites variables
1. Identifica el integrando f(¢), el limite superior g(x) y el inferior A(x). Si un limite es
constante, su término vale cero.
2. Aplica
F'(x) = f(g(x) g'(x) = f(h(x)) B (x).
No hace falta integrar.
3. Sipiden F’ en un punto, simplifica antes de sustituir (Ine* = x).
4. Comprobacion: si f tiene antiderivada sencilla, calcula F explicitamente y derivala.
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3A.3.5 Integrales inmediatas y cambio de variable

Tabla minima (con u funcién de x y a > 0):

ju”du:Z%+C(n¢—l);jd7u:ln|u|+C;fe“du:eu+C.

[senudu=—cosu+C; [ cosudu =senu+C; [ sec?udu = tanu + C.
[tanudu = —In|cosu| + C; [ cotudu = In|senu| + C.
du _ 1 u . du _ u
. Ia2+u2 = ~angtan - +C; T7 —angseng +C.

4.

Busca dentro del integrando una funcion g(x) cuya derivada también aparezca (salvo
una constante): sen x con cos x; Inx con =; 2 — x con —1.

Haz u = g(x), du = g’(x) dx, y reescribe toda la integral en u. Si sobra alguna x, el
cambio no sirve.

Integra con la tabla y regresa a x. En una definida, o regresas a x o cambias los limites
au(a) y u(b).

Comprueba derivando el resultado.

3A.3.6 Integral con parametro

1.
2.

Calcula la integral (o el valor medio) dejando el parametro como letra.

Iguala al dato y despeja. Con logaritmos, aplica la exponencial a los dos lados; con
raices, despeja la raiz y eleva al cuadrado.

Revisa que el valor obtenido deje el integrando continuo en el intervalo (V1 — x pide
b < 1;Inx en un denominador pide no pasar por x = 1) y que cumpla la condicién del
enunciado (a > 0).

Si son dos funciones con la misma ordenada media en el mismo intervalo, basta igualar

las integrales: el factor ﬁ se cancela.

3A.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Valor medio y abscisa del TVM

Adaptado de: 1er final 2010-2, tipo C, problema 1.

Calcule el valor medio de f(x) = 2 — (x — 1)% en el intervalo [0, 2] y obtenga el o los
valores de ¢ que cumplen el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral.
Resolucion.

1. f es un polinomio: es continua en [0, 2] y el TVM se aplica.

4
2. Conu=x-1, [(x— 13 dx = (JFTD. Entonces

2
J [2—(x— I)S]dx = <2x— M)
0 4 0

~(-3)-0- -

2

3. Valor medio: f = ﬁ =2.

4. TVM:2—(c—1)*=2=(c—1)> =0 = ¢ = 1, que esta en [0, 2].

5. f =2y c = 1. El rectangulo de base 2 y altura 2 tiene la misma area que la regién
bajo la curva: lo que la curva sobra en [0, 1] le falta en [1, 2].
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34
f=2\

O\

0 c=1 2
Ejemplo resuelto - Integral por sumas de Riemann

Adaptado de: 1er final 2011-1, tipo C, problema 1.
. L. . 0
Por medio del limite de la suma de Riemann, calcule j_3(2 —x)dx.

Resolucién. )
1. Ax:#:%yxi=—3+2.

2. f)=2-(-3+3)=5-2
3. Suma de Riemann:

4. Limite: lim,,_,o, S, = 15 — g = 271
0

=0- (—6 — 3) = %; también es el trapecio de
21
?.

- x?
5. Comprobacién: (2x - 7) »
alturas f(—=3) =5y f(0) = 2 y base 3: % -3 =

6. f_03(2 —x)dx = 271
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-3 -2 -1 0

<>
Ax

Con n = 6 (figura) los rectangulos quedan por debajo de la recta, porque f decrece y
se toma el extremo derecho; al crecer n el error 2—9,1 tiende a cero.

3A.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3A.5.1 - Valor medio de una funciéon dada por su grafica
Adaptado de: ler final 2011-1, tipo A, problema 1.

La grafica de f en [0, 5] est4 formada por segmentos de recta que unen los puntos (0, 1),
(1,2),(2,2), (4,0) y (5,3) (figura). a) Calcule el valor medio de f en [0, 5]. b) Obtenga los
valores de ¢ que cumplen el Teorema del Valor Medio. (El inciso b) se agregé al original.)

Resolucion.
1. Por tramos: f(x) = 1+ xen[0,1]; f(x) = 2en[1,2]; f(x) =4 —xen[2,4]; f(x) =
3(x —4) en [4,5]. ,

2. Areas: trapecio 22(1) = % ; rectangulo 2(1) = 2; tridngulo % = 2; triangulo % =3
Toda el area esta sobre el eje:

5
J fx)dx=3+2+2+3=7.
0 2 2
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3. a)f= %
4. TVM, tramo por tramo, con f(c) = %:
menf0,1]:1+c= g =c= % (si estd);

[

men[l,2: f=2=% g (ninguno);
[
[

® en 2,4]:4—c:§=>c:1—53(siesté);
= en[4,5]:3(c—4) = g =c= ?—Z ~ 4.47 (si esta).
— 2 B0
5. b)c—s,c— S ye=T5-

Ejercicio 3A.5.2 - Riemann con un integrando cuadratico

Adaptado de: ler extraordinario 2011-2, problema 1.

Mediante el limite de las sumas de Riemann, obtenga f13 (x2 + 1) dx.

Resolucion.
-1 _ 2 2i
1. Ax:3—:—y)ci:l+—l.
n n n
4%
2

_ 2i\2 _ 4i
2. fe)=(1+2) +1=2+2+
3. Suma de Riemann:

Sn

Il Il
RN
2= ==
+ +
m|°° ENES
M= 5 |£

~. & no

+ S———

| oo S
w
M=

Nl\)

4. Limite:4+4+§ = %

3
5. Comprobacién: (%3 + x)‘l =(9+3)- (% + 1) = %
6. ff(xz +1)dx = %

Ejercicio 3A.5.3 - TFC con un limite exponencial

Adaptado de: 2° extraordinario 2015-1, problema 1.

Sea F(x) = Ilex Int dt. Calcule F’(In 2).

Resolucion.
1. Integrando f(t) = Int; limite superior g(x) = €%, con g’(x) = €*; el inferior es
constante.
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w

5.

. TFC: F/(x) = In(e¥) e* = x€*.
.Enx=In2:F(In2)=In2-e"2 = 2In2.

. Comprobacién: [ Intdt = tInt—t, asi que F(x) = xe*—e*+1y F'(x) = e* +xe* —e* =
xe*.
F'(In2) =2In2 =1n4 (= 1.386).

Ejercicio 3A.5.4 - Dos funciones con la misma ordenada media

Adaptado de: 2° final 2015-2, tipo B, problema 1.

Si las funciones f(x) = ﬁ y g(x) =

a

242—x

tienen la misma ordenada media en el

intervalo [0, 1], calcule el valor de a.

Resolucion.

1.

5.
6. a=

El intervalo es el mismo, asi que basta igualar las integrales (el factor ﬁ es igual en
los dos lados).

1 dx _ 1_
lo 7z = angtanx|y = 7.
d ., d
Conu=2-x,du = —dx: j 2\/;_7 = —J/2 — x + C. Comprobacién: y (—\/2 — x) =
1
2\/E.Entonces
J, s =e (e
0 242—x 0
=a(V2-1)
_=x __=z : ; .
a(\/E— 1) =7=a= 4(\/E_l).Racmnahzando.
ﬂ(ﬁ+ l)
a= T =~ 1.896.

g es continua en [0, 1] porque 2 — x > 0: el valor sirve.
7(J2+1)
-

Ejercicio 3A.5.5 - Limite inferior desconocido con logaritmo

Adaptado de: 2° final 2024-2, problema 2.

Determine el valor de a > 0 que cumple

62
J dx =In2.
. xlnx

Resolucién.

1.

Cambio de variable: u = Inx, du = CL—X La integral es f d;“ = Inlul, asi que

J d _ Inln x| + C.
xInx

i6n: 4 =11
Comprobacién: o In(Inx) = =y
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2. Evaluacién (con a > 1, para que In x > 0 en todo el intervalo):

In(In x)|§2 =1In2 - In(lna).

3. In2-In(lna) =ln2=1In(lna) =0 =Ilna=1=a=e.

4. a = e > 1: el integrando es continuo en [e, ¢?] y el valor sirve. Un a < 1 dejaria x = 1
(donde In x = 0) dentro del intervalo.

5.a=e.

Ejercicio 3A.5.6 - TVM con tres abscisas medias
Adaptado de: 2° final 2017-2, problema 2.

Sea f(x) = 3x% — 5x* en [-1, 1]. Calcule el o los valores de ¢ del intervalo que cumplen el
Teorema del Valor Medio del Calculo Integral.

Resolucién.

1. Integral:
! 1
J_l(fix2 —5x%)dx = (x3 - x5)|_l
=(1-1)-(-1+1)=0.

2. Valor medio: f = g =0.
3. TVM:3¢2 —5¢t = 0= c2(3-5¢%)=0=>c=00c%*= %

4. c==% % = i% =~ #+0.775: los dos estan en [—1, 1].
C0 e Y5 _ V5 . o
5.¢=0,c="yc=—"-. El teorema garantiza al menos uno; aqui hay tres.

3A.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.3A.

Ejercicio propuesto 3A.6.1

Adaptado de: 2° extraordinario 2020-1, problema 2.

Mediante el limite de las sumas de Riemann, calcule ff (x+ 1)dx.
Resultado: 6.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 172.

Ejercicio propuesto 3A.6.2
Adaptado de: ler final 2025-1, tipo A, problema 3.

2
Sea F(x) = jx cost dt. Usando el Teorema Fundamental del Calculo, determine F’(x).

X
Resultado: F'(x) = 2x cos(x%) — cos x.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 172.
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Ejercicio propuesto 3A.6.3
Adaptado de: ler final 2020-1, tipo C, problema 2.

Si fob \% =1, calcule el valor de b > 0.

Resultado: b = %.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 172.

Ejercicio propuesto 3A.6.4
Adaptado de: ler extraordinario 2015-2, problema 1.

sen x

Determine el valor medio de f(x) =e cos x en el intervalo [0, %]

Resultado: f = 2(67_1) =~ 1.094.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 173.

Ejercicio propuesto 3A.6.5

Adaptado de: 2° extraordinario 2012-2, problema 1.

a) Calcule el valor medio de f(x) = |tan x| en el intervalo [0, %] b) Obtenga el valor de ¢
que cumple el Teorema del Valor Medio. (El inciso b) se agrego al original.)

Resultado: a) f = 217%2 = ln74 =~ 0.441; b) ¢ = ang tan lenz = 0.416.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 173.

3A.7 Errores frecuentes
= Olvidar dividir entre b —a. fab f es un area; el valor medio es una altura: f = ﬁ le f.

» Confundir f con c. f es una ordenada (un valor de y); ¢ es una abscisa, la x donde

flo=1.

» Dejar abscisas fuera del intervalo. Al resolver f(c) = f pueden salir raices fuera de
[a, b]: se descartan diciendo por qué.

= Escribir x; = i Ax. En Riemann el punto es x; = a + i Ax; solo coincide con i Ax cuando
a = 0.Y cada término se multiplica por Ax.

= Olvidar g’(x) en el TFC. La derivada de Hﬂ f(t)dt es f(xz) - 2x, no f(xz). Con el
limite inferior variable, el término va restando.

= Perder el valor absoluto del logaritmo. | % = In|u|; en una definida, el intervalo no
puede contener un cero de u.

= Ignorar el dominio al despejar un parametro. Un b que deje 1 — x o In x fuera de
su dominio dentro del intervalo no sirve, aunque cumpla la ecuacion.

3A.8 Formulario de emergencia de la unidad

b-a

» Riemann: Ax = - , x5 =a+ilx,

b n
J f(x)dx = lim Z f(x) Ax.
a =
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2
. 1 . 1)(2n+1 . 1
Yiyi= My 2 - He) pn o [

» Valor medio: f = ﬁ f: f(x)dx. TVM: existe ¢ € [a,b] con f(c) = f.

TFC: f: f(x)dx = F(b) — F(a), con F’ = f.
= Limites variables:

d &(x)
-~ J ) f@®)de = f(g(x)) g’ (x) = f(R(x)) h' (x).

dx Jn(x

. % = Inlu| + C; [ tanudu = — In|cosu| + C; [ cotudu = In|senu| + C.

du u
=angsen - +C.
a?—u? a

du__ 1 U,
i —,.7 = ;angtan - +C;

3A.9 Procedimiento recomendado en el examen

. Identifica el tipo con la tabla 3A.2: valor medio, grafica, Riemann, TFC o parametro.

. Valor medio: integra, divide entre b — a, resuelve f(c) = f y revisa que ¢ € [a,b].
Riemann: escribe Ax y x; = a + i Ax antes de sustituir; separaen Y, 1, Y., . i%.

TFC: no integres; aplica f(g(x)) g’(x) — f(h(x)) b’ (x).

. Cierra siempre con una comprobacién: derivar la antiderivada o calcular la integral
por el TEC.

3A.10 Lo que agrega el Plan 2026: sumas de Riemann con la computadora

El programa pide visualizar con software el problema del area: se dibujan los n rectangulos
bajo la grafica y se calcula su suma para n cada vez mayor. Con f(x) = 2 —x en [-3,0] (el
segundo ejemplo de la seccidén 3A.4), los rectangulos con el extremo derecho dan

3(7Tn -3
Sn = g : 510 = 1005, 5100 = 10455, lim Sn = % = 10.5.

2n n—oo

Como f es decreciente, los rectangulos con el extremo derecho quedan por debajo de la
grafica y las sumas se acercan a 10.5 por abajo. Con el extremo izquierdo quedarian por
arriba. La computadora hace en un instante la suma que a mano lleva varios renglones, y
el limite confirma la integral.

Ejercicio propuesto 3A.10.1 - Sumas por la derecha y por la izquierda

Para f(x) = x% en [0, 1] con n = 4 subintervalos iguales, calcule la suma de Riemann con
los extremos derechos y la suma con los extremos izquierdos, y comparelas con fol x% dax.
Resultado: Por la derecha 5 = 0.46875; por la izquierda % = 0.21875; la integral,

% =~ 0.333, esta entre las dos.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 173.

Ejercicio propuesto 3A.10.2 - La suma por la derecha con cien rectangulos
Para f(x) = x? en [0, 1], la suma por la derecha con n rectangulos es S, = %.
Calcule 5100 y Iimn_,w Sn.
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6767
20000
—> Resolucién en el Apéndice E, p. 173.

Resultado: Sy = = 0.33835; el limite es %

Con la computadora

# Sumas de Riemann (extremo derecho) de 2 - x en [-3, 0]
from sympy import Rational, limit, oo, summation, symbols
x = symbols("x"

n, i = symbols("n i", positive=True, integer=True)

f,a, b=2-x, -3, 0

dx = Rational(b - a)/n

S = summation(f.subs(x, a + i*dx)*dx, (i, 1, n))
print([S.subs(n, k) for k in (10, 100)]) # 201/20, 2091/200
L = 1limit(S, n, o0o0)

print(L) # 21/2

assert L == Rational(21, 2)
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Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de
arco, volumen de revolucion y trabajo

1 Volver al indice

Contenido de esta parte (programa 2026, tema 3). «Célculo de areas,
longitudes y volimenes de sélidos de revolucion. Mencién del empleo de la
integral definida para el calculo de trabajo mecanico.» El objetivo del tema
esta al principio de la Parte A.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en exdmenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): es el problema 4 de los 52 finales y extraordinarios de Calculo Integral
del Plan 2010 (area entre curvas 20, volumen de revolucién 16, longitud de arco 13)
y de 56 de los 60 del Plan 2016 (area 36, volumen 12, longitud de arco 8). El area
en coordenadas polares de los planes anteriores no esta en el programa 2026 y no
viene aqui; el trabajo mecénico no salia en esos examenes.
= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta parte. Las integrales se resuelven con lo de la
Parte 3A; las que piden partes, sustitucién trigonométrica o fracciones parciales,
con la Parte 4A. Aqui lo nuevo es plantearlas.
= Ruta corta:
1. Lee las secciones 3B.1 y 3B.3 (30 min).
2. Sigue los tres ejemplos de la seccion 3B.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios de la seccion 3B.5 con crondémetro (15 min cada uno),
empezando por la figura.
4. Lee la seccién 3B.10: el programa solo pide una mencién del trabajo, pero el
planteamiento es el mismo de las areas y los volimenes.

3B.1 Conceptos y expresiones

La idea de todas las aplicaciones. Se corta la figura en pedazos muy delgados, se escribe
la medida de un pedazo (el elemento diferencial) y se suman todos con una integral definida.
Los limites de la integral son el primero y el Gltimo valor de la variable en la que se corta.
Por eso cada problema empieza con la grafica de la regiéon y un pedazo dibujado.

Area entre curvas. Si f(x) > g(x) en [a,b], el elemento es un rectangulo vertical de
altura f(x) — g(x) y ancho dx:

b
A= [ 1560 - gl ax

Si conviene cortar en franjas horizontales (curvas de la forma x = h(y), como las parabolas
horizontales), el elemento tiene largo «derecha menos izquierda»:

d
A= [ Tt = 5.
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El 4rea siempre es positiva y se da en [4?]. Si las curvas se cruzan dentro del intervalo,

cambia cual esta arriba y la integral se parte en el punto de cruce.

Longitud de arco. Un tramo muy corto de curva es casi un segmento de largo ds =
(dx)? + (dy)?. Segtin cémo esté dada la curva:

b
=@ L= Jielreol e

w050 1= [ (&) ()

B dr\2
- . - 2, (9
r=£(0) : L—L r +(d9) 0

La longitud se da en [u]. En los exdmenes, el radicando casi siempre queda lineal (v'1 + 9x)
o como un cuadrado perfecto disfrazado: si no se simplifica, revisa la derivada. La derivada
de las paramétricas viene de la Unidad 2A.

So6lido de revolucion. Al girar una region plana alrededor de una recta (el eje de giro) se
forma un sélido. Hay dos maneras de cortarlo:

= Discos y arandelas: el rectangulo es perpendicular al eje. Al girar forma un disco de

radio R o, si la region no toca el eje, una arandela de radio exterior R e interior r:

b
V= nj (R2 - rz)dx.
a

= Capas cilindricas: el rectangulo es paralelo al eje. Al girar forma un tubo delgado de
radio p, altura h y grosor dx, con volumen 27 phdx:

b
V= ZHJ p(x) h(x)dx.
a

Los radios son distancias al eje de giro, no ordenadas: con el eje y = k, el radio a la curva
y = f(x) es |f(x) — kl; con el eje x = k, el radio de una capa es |x — k|. El volumen se da
en [43].

Lo que no se pregunta. El area de una superficie de revolucion, el centroide y el trabajo
no aparecen en los examenes de los dos planes; tampoco la longitud de arco en polares en
el banco del Plan 2016.

3B.2 Cémo reconocer el problema

El enunciado dice... Procedimiento

«Calcular el area de la region limitada por las Area en x (3B.3.1)
graficas de...» con y = f(x)

Curvas como y? — 4y — x = 0 0 x = y? (pardbolas  Area en y (3B.3.1)
horizontales)
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El enunciado dice... Procedimiento

«Longitud de arco» o «longitud de la graficade f  Longitud de arco (3B.3.2), forma

en [a,b]» cartesiana

«La curva dada por x = ..., y = ...» con parametro ¢t Longitud de arco (3B.3.2),
paramétricas

«Longitud de la curva r = 36%» Longitud de arco (3B.3.2), polares

«Volumen del sélido... al girar alrededor del eje de  Discos o arandelas en x (3B.3.3)
las abscisas»

«.

«.

.. alrededor del eje de las ordenadas» Capas en x (3B.3.4) o discos en y
(3B.3.3)
.. alrededor de la recta y = k» 0 «x = k» Discos (3B.3.3) o capas (3B.3.4)

con el radio medido desde la recta

3B.3 Procedimientos

3B.3.1 Area entre curvas

1.

Dibuja las curvas: identifica rectas, parabolas (vértice y hacia donde abren), e*, In x. Si
alguna ecuacién tiene y* y no x2, despeja x: es una parabola horizontal.

Calcula los puntos de corte igualando las dos expresiones. Los cortes son los limites de
la integral.

Elige el corte: franjas verticales (dx) si cada vertical entra por una curva y sale por otra;
franjas horizontales (dy) si asi pasa con las horizontales. Con parabolas horizontales
casi siempre es en ).

Decide qué curva esta arriba (o a la derecha) probando un punto intermedio. Si el orden
cambia, parte la integral.

Integra «arriba menos abajo» o «derecha menos izquierda» y da el resultado en [?].
Si sale negativo, restaste al revés.

Simetria. Si las dos funciones son impares (3/x y x) o la regién es simétrica respecto a
un eje, calcula una parte y multiplica. Nunca integres de un lado al otro de un cruce sin
partir: las areas con signo se cancelan.

3B.3.2 Longitud de arco

1.

Identifica la forma de la curva: y = f(x), paramétrica o polar, y escribe la formula que
corresponde.

. Deriva y eleva al cuadrado: [ f/(x)]?, 0 (x)* + ()%, o r? + (')2.
. Simplifica el radicando antes de integrar. En paramétricas con €’ cost y e’ sent, los

productos cruzados se cancelan; en polares con r = a6?, saca el factor comun.

. Integra (casi siempre un cambio de variable u = 1+ 9x o u = % + 4) y evalta. Da el

resultado exacto en [u].

3B.3.3 Volumen por discos y arandelas

1.
2.
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Dibuja la region, el eje de giro con linea punteada y un rectangulo perpendicular al eje.
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vertical (x = 0 0 x = k), es horizontal y se integra en y: despeja x de cada curva.
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3. Mide los radios desde el eje: R hasta la curva mas lejana, r hasta la mas cercana (r = 0
si la regién toca el eje).

4. CalculaV =r I(R2 —r?). Se eleva cada radio por separado: R? —r? # (R —r)?.

Eje y = k. Laregién entre y = x? y y = x (0 < x < 1) gira alrededor de y = 2. La recta

queda arriba de la regién, asi que la curva mas lejana es la de abajo: R=2—x%yr =2—x,

y

1
V= HJ [(2 —x?P—-(2- x)z]dx _ & [43].
b 15
3B.3.4 Volumen por capas cilindricas

1. Dibuja la regién y un rectangulo paralelo al eje de giro.

2. Para un eje vertical (x = 0 o x = k) el rectingulo es vertical y se integra en x: radio
p = |x — k|, altura h = curva de arriba menos curva de abajo.

3. CalculaV = 27 [ p hdx.

4. Sipuedes, comprueba con discos en y: los dos métodos dan el mismo volumen.

Cuando conviene cada uno. Alrededor del eje y con curvas y = f(x) dificiles de
despejar, o con una region que necesitaria dos integrales en y, usa capas. Si x se despeja
facil (y = Inx = x = €”), los discos en y suelen ser mas cortos.

3B.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Area entre una parabola y una recta

Adaptado de: 1er final 2016-1, tipo A, problema 4.
Calcule el 4rea de la regién limitada por las graficas de y = x? + 2x + 1y y = 2x + 5.
Resolucion.

y=2x+5

(2,9)

y = (x+1)?

1. Figura: y = (x + 1)? es una parabola con vértice en (—1,0) que abre hacia arriba;
¥y = 2x + 5 es una recta de pendiente 2.

2. Cortes: x> + 2x + 1 = 2x + 5 = x* = 4 => x = +2. Puntos (=2,1) y (2,9).

3. En x = 0 larecta vale 5 y la parabola 1: la recta esta arriba. Rectangulo vertical de
altura (2x +5) — (x2 +2x + 1) = 4 — x%.
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4. Integral:

312

A= J_22(4 —x%)dx = <4x - x?)

72.
5. Evaluacién: (8 - g) - (—8 + g) =16 — % = 33—2

6. A= 22 [u?] = 10.67 [u%]. Comprobaci6n: el integrando 4 — x? es par, asi que

A=2fja-Ddx=2(8-3)= 2.

Ejemplo resuelto - Volumen por arandelas alrededor del eje x

Adaptado de: 3er extraordinario 2011-2, problema 4.

Calcule el volumen del sélido que se genera al girar, alrededor del eje x, la region
acotada por las graficasde y = x> + 1y y = x + 3.

Resolucion.

1. Cortes: x2 +1=x+3 = x> —x—2=0= (x—2)(x + 1) = 0. Puntos (-1,2) y
(2,5).

2. En x = 0 la recta vale 3 y la parabola 1: la recta esta arriba. Las dos curvas estan
sobre el eje (y > 1), asi que la region no toca el eje: arandelas con R = x + 3y
r=x%+1.

3. Integrando: (x +3)? = (x> + 1)? = x® +6x + 9 —x* —2x2 =1 = —x* —x® + 6x + 8.

4. Integral:

2
VZITJ (—x4—x2+6x+8)dx
-1

5 .3 2
:ﬁ(—x——x—+3x2+8x)
5 3 4
—9. 32 _8 — 284 —_q.1.1 _8g=_% pj .
5. Enx = 2: 3 3+12+16—15.Enx— 1.5+3+3 8= 15.D1ferenc1a.
351 _ 117
15~ 5°
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6. V=

5 3
[u3] = 73.5 [u3]. Comprobacién: %(—x— - x? +3x% +8x) = —x

4

1177 2
—_— - X+
5

6x + 8.

Ejemplo resuelto - Volumen de un barril

Un barril mide 1 m de altura. Su radio es de 40 cm a la mitad de la altura y de 30 cm
en las tapas, y su perfil es parabélico. Calcule cuantos litros le caben.
Resolucion.

30

[ ) disco
| =

40

oo

. Ejes: el eje y es el eje del barril, con el origen a la mitad de la altura y todo en
centimetros, asi que —50 < y < 50. El radio a la altura y es r(y).

. Perfil parabélico, simétrico, con maximo 40 en y = 0: r(y) = 40 — ky?. En las tapas,
1

_ _ _ =1 Ad —40- 2
r(£50) = 30 = 40 — 2500k = 30 = k = 55" Asi, r(y) = 40 5

. Cada corte horizontal es un disco de radio r(y) y grosor dy: dV = z r(y)?dy.
. Por simetria, el doble de la mitad de arriba:

V= JTJSO (40 - y—z)zdy

5o 250
50 2 4
8
=271'J (1600—l+ J )dy.
0 25 | 62500
A A . _ .8 .50° _ 40000, 1 50° _
. Término a término, de 0 a 50: 1600(50) = 80 000; %3 = 3 azsos 5 = 1000.

Suma: 81000 — 40200 - 2033000.

v = 2060007 3« 425162 cm®. Como 1L = 1000 cm®:

. Al barril le caben unos 425 L. Comprobacién: un cilindro de radio 40 cmy 1 m
de alto tendria unos 503 L, y uno de radio 30 cm, unos 283 L; el barril queda entre
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los dos y més cerca del primero, porque casi toda su altura tiene radio cercano a
40.

3B.5 Ejercicios de examen (resueltos)
Ejercicio 3B.5.1 - Area entre dos parabolas horizontales
Adaptado de: 2° extraordinario 2015-1, problema 4.

Calcule el 4rea de la region limitada por las graficas de y> — 4y —x = 0y y? — 2y + x = 0.
Resolucion.

x=2y—y2

1. Se despeja x: x = y% — 4y es una parabola horizontal que abre a la derecha, con vértice
(-4,2);x =2y — y2 abre a la izquierda, con vértice (1, 1).

2. Cortes: y? —4y =2y —y?> = 2y —6y =0 = 2y(y —3) = 0,asique y = 0y y = 3.
Puntos (0,0) y (=3, 3).

3. Franjas horizontales. En y = 1: 2y — 3% = 1y y? — 4y = —3; la de la derecha es
x=2y— yz.

4. Largo de la franja: (2y — y?) — (y? — 4y) = 6y — 2y°.

5. Integral:

3 13

3
2
A= L (6y - 2y%)dy = (3y% - %) =27-18.

0

.. d 2
6. A =9[u®]. Comprobacion: d—y(3y2 - §y3) =6y — 2y~

Ejercicio 3B.5.2 - Area con dos regiones: raiz ctbica y recta
Adaptado de: 2° final 2018-2, problema 4.

Calcule el area de la region limitada por las graficas de f(x) = x y g(x) = x.

Resolucion.

35 x(x?—1) =0, asi que x = —1, 0, 1. Hay dos regiones.

1. Cortes: Ix=x = x=x

2. En[0,1],con x = %: Ix = % > é; arriba esta f. En [—1,0], con x = —é: x = —% > —%;
arriba esta g.

3. Las dos funciones son impares: las regiones son simétricas respecto al origen y tienen

la misma érea.
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4. Integral:
1 9 1
- 1/3 _ —o (3,43 _ X
A ZJO (x x)dx 2<4x 2)

0
5.2(3-2)=2-1.
6. A= % [4?]. Comprobacién: d—i(%x‘l/S) = x1/3,Sin partir, f_ll(xl/3 — x)dx = 0: las dos

areas se cancelan.

Ejercicio 3B.5.3 - Arandelas entre seno y coseno hiperbédlicos
Adaptado de: ler final 2018-1, tipo C, problema 4.

Calcule el volumen del sdlido que se genera al girar, alrededor del eje de las abscisas, la
region limitada por las graficas de y = senhx, y = coshx, x =0y x =In2.
Resolucion.

1. Figura: coshx — senhx = e > 0, asi que cosh x esta arriba; en [0,1n 2], senh x > 0.
La regién va de y = senhx a y = cosh x y no toca el eje (salvo en el punto (0,0) de su
borde inferior).

2. Arandelas: R = cosh x, r = senh x.

3. Integral, con la identidad cosh? x — senh? x = 1:

In2 In2
V=n J (cosh2 x — senh? x)dx =1 J dx.
0 0
4.V = zln2[u®] = 2.18[u?]. Comprobacién: con coshln2 = Z y senhln2 = %, el
i - 25 9 _
integrando en x = In 2 es TR T

Ejercicio 3B.5.4 - Capas cilindricas alrededor del eje y

Adaptado de: 1er final 2013-1, tipo C, problema 4.

Calcule el volumen del sélido de revolucion que se obtiene al girar alrededor del eje de
las ordenadas la regién limitada por las graficasde y = x2 +1,y =1y x = 1.

Resolucién.
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y=x*+1
t
I
I
[N
I
I
I
|

I
altura x?
I

y=1
-

radio x

1. Region: 0 < x <1y 1<y < x? + 1. El eje de giro (x = 0) es su borde izquierdo.
2. Rectangulos verticales (paralelos al eje): capas de radio p = x yalturah = (x> +1)—1 =
2
x

3. Integral:
1 4l
VZZJIJ xoxldx=2r 2| =2
0 4], 4
T3
4. V==[uv].
s

5. Comprobacion con arandelas en y,paral < y<2:R=1(larectax =1)yr=,y—1
(la parabola):

V:ﬂjlz[l—(y—l)]dy:ﬂ(l— %) =2

Ejercicio 3B.5.5 - Discos en y con logaritmo

Adaptado de: ler final 2017-1, tipo C, problema 4.

Calcule el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar alrededor del eje de

las ordenadas la region limitada por y =Inx,y =0,y =1y x = 0.

Resolucién.

1. Se despeja x: y = Inx = x = e¥. La region esta entre el eje y (x = 0) y la curva x = ¢?,
para0 <y < 1.

2. Laregion toca el eje de giro: discos horizontales de radio R = e”.

3. Integral:

= E(ez - 1).

1 2y
V:ﬂJ 32ydy:7[e_
0 2|, 2

2
4. V= @ (3] ~ 10.04 [3].
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5. Comprobacién con capas: en x la region se parte en0<x<1(altural)yl1<x<e

(altura 1 — In x). Con partes, Jl x(1 —Inx)dx = e —, y

2 _ 2_1
an(d 4 22 3):_”@ )
2 4 2

Los discos en y evitan partir la regién y la integracion por partes.

Ejercicio 3B.5.6 - Longitud de arco en cartesianas
Adaptado de: 2° final 2019-2, problema 4.

Calcule la longitud de arco de la grafica de f(x) = 2\/; en el intervalo [0, %]
Resolucién.
L f) =222 = f(x) =32 = [0 =
2. Integral:

1/3

L= J V1 + 9xdx.

0

3. Cambio de variable u = 1 + 9x, du = 9dx; los limites pasanau =1y u = 4:

4
_1 /24 = 2 32
L=- di 8—1).
9[1“ YT ’1 7( )

4. L= %[u] =~ 0.52 [u]. Comprobacién: —[ (1+9x )3/2] = ﬁ %~9\/1+9x:\/1+9x.

Ejercicio 3B.5.7 - Longitud de arco en paramétricas: espiral

Adaptado de: 2° extraordinario 2011-1, problema 5.
Calcule la longitud de la curva dada por x = e’ cost, y = e sent, cont € [0,In 11].
Resolucion.

1. Derivadas (producto):

c(li—}; = —e*(cost + sent)
d
d_Jt/ = e !(cost —sent)

2. Suma de cuadrados: los productos cruzados +2 sent cost se cancelan,
e‘m[(cost +sent)? + (cost — sen t)z] =2¢7%,

3. Integral:

In11
L= j Vaetdr =z (- )" = Va1 - ).

0

4. L= # u] = 1.29 [u]. Comprobacién: %(—ﬁe’t) = 2e7!; y la distancia al origen

. 1 . .10
bajade 1a 77 L es mayor que esa diferencia, o
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3B.6 Ejercicios propuestos
Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E.
Ejercicio propuesto 3B.6.1
Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 4.
Calcule el 4rea de la region limitada por las curvas y = 4x° y y = 8x2.
1
Resultado: A = ?6 [4?].
—> Resolucién en el Apéndice E, p. 173.
Ejercicio propuesto 3B.6.2
Adaptado de: 2° final 2016-1, tipo A, problema 4.

Calcule el volumen del sélido que se forma al girar alrededor del eje de las ordenadas la
region limitada por las graficasde y = 3x,y =1y x = 0.

Resultado: V = % [43].

— Resolucién en el Apéndice E, p. 174.

Ejercicio propuesto 3B.6.3

Adaptado de: ler extraordinario 2020-1, problema 4.

Calcule el volumen del sélido que se obtiene al girar, alrededor del eje de las abscisas, la
region limitada por x =0, y = e ¥, y = 0 y x = In 2. Dibuje el sdlido.

3
Resultado: V = ?” [43].
— Resolucion en el Apéndice E, p. 174.
Ejercicio propuesto 3B.6.4
Adaptado de: 3er extraordinario 2011-2, problema 5.
Calcule la longitud de arco de la curva r = 362 en el intervalo [0, 7].
3/2
Resultado: L = (71'2 + 4) /2 _ 8 u] = 43.65 [u].
— Resolucién en el Apéndice E, p. 174.
Ejercicio propuesto 3B.6.5
Adaptado de: 1er extraordinario 2017-2, problema 4.
Calcule la longitud de la grafica de f(x) = 3\/ x3 en el intervalo |0, i]

J2-1
6

Resultado: L = 2 [u] = 0.30 [u].

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 174.

3B.7 Errores frecuentes

= Empezar sin figura. Sin la gréafica no se sabe qué curva esta arriba, si hay dos regiones
ni si la region toca el eje de giro.
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Integrar de un lado al otro de un cruce. Si las curvas se cruzan dentro del intervalo,

las areas con signo se cancelan (f_ll(é/f — x)dx = 0). Parte la integral.

Equivocar «derecha menos izquierda». En las parabolas horizontales despeja x con
cuidado: y? — 2y + x = 0 da x = 2y — %, no % — 2y.

Elevar mal en las arandelas. j(R2 —rnoesr J(R- r)2.

Medir el radio desde el eje equivocado. Con el eje y = k o x = k, el radio es la
distancia a esa recta, no la ordenada ni la abscisa.

Olvidar 27 en las capas o 7 en los discos.

Olvidar el 1 en la longitud de arco: es \/1 +[f"1% no \/[f’]z.

3B.8 Formulario de emergencia de la unidad

Areaenx: A = fab[f(x) — g(x)]dx, con f arriba.
Areaen y: A = ch[xder — Xigq|dy.

Arco, cartesianas: L = f : \/H[]‘W dx.
Arco, paramétricas: L = jttlz %2+ y2dt.

Arco, polares: L = ff md&

Discos y arandelas: V = 7 jab (R2 - rz)dx (o dy).
Capas: V =2z fab phdx, con p la distancia al eje.

. L. 1+cos 2 1—cos 2 2 2
Identidades utiles: cos? u = %, senu = %, cosh” x —senh” x = 1.

3B.9 Procedimiento recomendado en el examen

1.

Dibuja las curvas, marca los puntos de corte y sombrea la region. Dibuja un rectangulo
(0 un sector) representativo.

. En volumen, dibuja el eje de giro punteado y decide: rectangulo perpendicular al eje

(discos) o paralelo (capas).

. Escribe el elemento diferencial con palabras: «arriba menos abajo», «radio exterior»,

«radio por altura».

. Plantea la integral con sus limites y simplifica el integrando antes de integrar.
. Integra con la técnica de la Unidad 4A, evalia con fracciones exactas y escribe las

unidades [42], [u] o [«®].

. Revisa el signo y el orden de magnitud con la figura: un area no puede salir negativa

ni mayor que el rectangulo que la contiene.

3B.10 Lo que agrega el Plan 2026: el trabajo mecanico

Si una fuerza constante F mueve un objeto una distancia d en su misma direccion, el
trabajo es W = Fd (en joules, ], si F esta en newtons y d en metros). Si la fuerza cambia
con la posicion, F = F(x), se parte [a,b] en tramos cortos de largo dx: en cada uno la
fuerza es casi constante y el trabajo es F(x) dx. Sumando, como en las areas,

W= J-b F(x)dx.

a
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Dos casos de los textos de la bibliografia del programa:

= Resorte (ley de Hooke). Para estirar un resorte x metros desde su longitud natural
se necesita la fuerza F(x) = kx, con k la constante del resorte (N/m). El trabajo para
estirarlode x =aax=besW = f:kxdx = g (b2 —az).

= Bombeo de un liquido. Para vaciar un tanque bombeando el liquido por arriba, cada
capa delgada a la altura y pesa pg A(y) dy (p, densidad; g = 9.81 m/s?; A(y), area de la

seccién) y sube la distancia que le falta para salir. Se suman los trabajos de todas las
capas.

Ejemplo resuelto - Trabajo para estirar un resorte

Una fuerza de 10 N estira un resorte 0.2 m mas alla de su longitud natural. ;Cuanto
trabajo se necesita para estirarlo 0.5 m desde su longitud natural?

Resolucion.

1. Constante: F = kx = 10 = k(0.2) = k = 50 N/m.

2. Trabajode x =0ax =0.5:

0.5

0.5

W= J 50x dx = 25x%|;” = 25(0.25) = 6.25].
0

Resultado: W = 6.25].

Ejercicio propuesto 3B.10.1 - El mismo resorte, en un tramo

Con el resorte del ejemplo (k = 50 N/m), calcule el trabajo para estirarlo de 0.2 m a 0.4 m
mas alla de su longitud natural.

Resultado: W =3 ].

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 174.

Ejercicio propuesto 3B.10.2 - Vaciar un tanque cilindrico

Un tanque cilindrico vertical de 1 m de radio y 3 m de altura esté lleno de agua (p =
1000 kg/m3, g = 9.81 m/s%). Calcule el trabajo necesario para bombear toda el agua por el
borde superior del tanque.

Resultado: W = 441457 ] ~ 1.39 x 10° J.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 174.
Con la computadora

# Volumen por arandelas del segundo ejemplo:

# region entre y = xA2 + 1y y = x + 3, alrededor del eje x
from sympy import integrate, pi, solve, symbols

x = symbols("x"

f, g =x + 3, x*¥*2 + 1 # arriba y abajo
a, b = sorted(solve(f - g, x)) # cortes: -1y 2
V = pi*integrate(f**2 - g%%2, (x, a, b))

print(a, b, V) # -1 2 117*pi/5
assert V == 117*pi/5
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Unidad 3 - Parte C - Integral impropia: convergencia y divergencia

1 Volver al indice

Contenido de esta parte (programa 2026, tema 3). «Integral impropia.
Convergencia y divergencia de la integral impropia.» El objetivo del tema
esta al principio de la Parte A.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en exdmenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): sale en 22 de los 52 finales y extraordinarios de Calculo Integral del
Plan 2010 y en 14 de los 60 del Plan 2016, casi siempre como problema 2, que
comparte con la regla de L’Hopital (Parte 2B) y con el valor medio (Parte 3A).

= Tiempo: 2 horas para esta parte. Muchas antiderivadas salen con un cambio de
variable (Parte 3A); algunas piden los métodos de la Parte 4A.

= Ruta corta:
1. Lee la seccién 3C.1.1 y la tabla de la seccion 3C.2 (15 min).
2. Sigue el ejemplo de la seccién 3C.4 tapando la resolucién.
3. Resuelve los ejercicios de la seccién 3C.5 con crondémetro: 12 min cada uno. El

del punto malo interior es la trampa mas comun.

3C.1 Conceptos y expresiones
3C.1.1 Integral impropia

Una integral es impropia si un limite de integracion es infinito o si el integrando no esta
acotado en un punto del intervalo (extremo o interior). Se define con un limite:

Lm f6) dx = lim Lb f)dr,

y, si f no esta acotada en q,

Jb f(x)dx = tlir; Lb f(x)dx.

a

Si el limite existe y es finito, la integral converge y su valor es ese limite; si no existe
. . . (9]

o es infinito, diverge. Con J_m, o con un punto malo ¢ dentro de [a, b], se parte en dos

integrales y cada una debe converger.

. L. . 1
Integrales p (sirven para anticipar el resultado): Jlm i—’; converge si p > 1,y | i—’;
converge si p < 1.
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b —
—_
X
b
3C.2 Como reconocer el problema
El enunciado dice... Procedimiento

«Determinar si la integral converge o diverge» con  Impropia de limite infinito (3C.3.1)
00 0 —0o en un limite

«Calcular, de ser posible» una integral cuyo Impropia de integrando no
integrando se va a infinito en un extremo acotado (3C.3.2)

Una integral definida que parece normal, pero el Partir en el punto malo (3C.3.2)
denominador se anula dentro del intervalo

fw dx fl ix Integrales p (3C.1.1)

3C.3 Procedimientos
3C.3.1 Integral impropia de limite inﬁnito

1. Escribe el limite: f = limp_,00 j (o J_ =lim,,_o j ). Si los dos limites son infinitos,
parte en un punto comodo, como 0.

2. Calcula la antiderivada (Unidad 4A si hace falta) y comprueba derivéndola

3. Evalta entre a y b y toma el limite. Recuerda: e~ b 0,Inb— Y g~ 0si b — oo;
angtanb — i% sib — +oo.

4. Concluye con palabras: «converge a...» 0 «diverge».

3C.3.2 Integral impropia de integrando no acotado

1. Busca dénde se anula el denominador o dénde un In se va a —oo, y si ese punto esta en
un extremo o dentro del intervalo. Una integral con un punto malo interior parece una
integral definida normal: es la trampa.

b_ ., b ; t
2. Extremo: fa = lim;_, ,+ L (0 limy_,p- fa).
. . b ; o, b .. . .

3. Punto interior c: fa =lim; - fa +limg_, o+ js . Siuna de las dos diverge, toda la integral
diverge.

4. Antiderivada, comprobacién por derivacion, evaluacion y limite, como en 3C.3.1.
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3C.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Integral impropia que converge

Adaptado de: 2° final 2015-2, tipo B, problema 2.
oo
S dx .
Determine si la integral ———— converge o diverge.

e x(Inx)?
Resolucion.

1. El limite superior es infinito:

J'm dx i J bodx
— = lim | ——.
e x(Inx)? b ) x(Inx)?

2. Cambio de variable u = Inx, du = d7x:

Jd_x = Ju_zdu:—L+C
x(In x)? Inx

. 1 ’ 1 1
Comprobacion: (—m) =&y
3. Evaluacioén:
tim (—)[ = tim (- + L)
b—oo Inx e b—oo Ind lne
=0+1.

4. La integral converge y vale 1. Es el area de la regiéon sombreada de la figura de
3C.1.1.

3C.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3C.5.1 - Impropia con un punto malo interior
Adaptado de: 2° extraordinario 2015-1, problema 2.

9

Determine si la integral J converge o diverge.

dx
0 3¥x—1
Resolucion.

1. El denominador se anula en x = 1, que esta dentro de [0, 9]. Se parte:

9 t 9
J' = lim J + lim J .
0 =17 Jo  so1t Jg

2. Antiderivada: J %(x - 1)_1/3 dx = %(x - 1)2/3 + C. Comprobacion: [%(x - 1)2/3] =
Jae—17,
3. Primera parte: lim,_)l—[%(t —1)2/3 — %(—1)2/3] =0-

@)’ =1

1 __1 _1\2/3 —
L= L porque (-1)* =
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4. Segunda parte: limsﬁl+[%(8)z/3 - %(s - 1)2/3] = %(4) —-0=2.
3

E.

6. La integral converge y vale %

5. Las dos convergen: —% +2=

Ejercicio 3C.5.2 - Impropia hacia —co: completar el cuadrado

Adaptado de: 1er final 2020-1, tipo A, problema 2.

-1
Determine si la integral J. dx

————— converge o diverge.
oo X2 4+ 2x 42 & &

Resolucion.
1. Completar el cuadrado: x? + 2x + 2 = (x + 1)? + 1. Antiderivada: ang tan(x + 1) + C.

Comprobacién: [ang tan(x + 1) | "= m

2. Limite inferior infinito:
lim angtan(x + l)|;1
a—>—0o0

=angtan0— lim angtan(a+ 1).
a—>—00

3. angtan0 = 0 y angtan(a + 1) — —%: el resultado es 0 — (—%)
4. La integral converge y vale %

Ejercicio 3C.5.3 - Impropia con integrando no acotado en un extremo

Adaptado de: ler final 2019-1, tipo A, problema 2.

LV +1

Determine si la integral J ————— dx converge o diverge.
0 Jx
Resolucion.

1 1
1. En x = 0 el denominador se anula: J = lim J .
0 >0t Jg

dx
2. Cambio d iable u = \x + 1, du = —:
ambio de variable u = \/x u N
\ +1
J\Fx—dx:ZJul/zdu
Jx

= ‘g*(\/}+1)3/2+c.

Comprobacién: [%(\/}+ 1)3/2]' =2(Jx+1)V2. L

2{x"
3. Evaluacion:

im [203/2_2 3/2
811>I(I)l+|:3 2 3(ﬁ+ 1) ]

= 3(2\/5— 1).

4. La integral converge y vale %(2@ -1)= &3_4 (= 2.44).
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3C.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucidn. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.3C.

Ejercicio propuesto 3C.6.1

Adaptado de: 2° extraordinario 2010-1, tipo A, problema 2.

6 —
Calcule, de ser posible, J M dx
5 2x—10

Resultado: La integral diverge (tiende a —o).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 175.

3C.7 Errores frecuentes

. . 9 .
= No ver el punto malo interior. [; parece normal, pero en x = 1 el integrando

dx
33x-1
no esta acotado: hay que partir en dos.
= Declarar que converge sin tomar el limite. Si F(b) — oo, la integral diverge, aunque

la antiderivada esté bien.
= Juntar dos limites en uno. Con f_mw o con un punto malo interior, cada parte se

calcula por separado y las dos deben converger; oo — 00 no se cancela.
= Confundir los criterios p. fl - = converge si p > 1; Io sip < 1. Conp=1las

dos divergen.

p’

3C.8 Formulario de emergencia de la parte
o . b b , b oo c oo
- Ia f = hmb*’WJ‘a f’ I—mf = hmaH*WJ‘a f’ I—mf = J‘—oof+J‘c f
= Integrando no acotado en a: f: f = lim;_ th f; punto malo interior c: fab
; t o, b
lim_, .~ [, +limg_+ ;.
. flm % converge si p > 1; Jol i—’; converge si p < 1.

« Conb— c0:e? - 0,Inb — oo, Ian — 0, angtanb — %

3C.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Revisa los limites (+0) y los ceros del denominador dentro del intervalo; escribe el
limite antes de integrar.

2. Calcula la antiderivada y compruébala derivando.

3. Evalta y toma el limite de cada parte por separado.

4. Concluye con palabras: «converge a...» o «diverge».

3C.10 Lo que agrega el Plan 2026: convergencia con la computadora
El software calcula la integral impropia directamente (en sympy, con oo como limite) y
dice si diverge (0o). También permite ver el limite: se evalua |, f para b = 10,100, 1000, ...

y se mira si se estabiliza. Para fe (el ejemplo), fb =1-— vale 0.57 con b = 10,

(ln x(Inx)?
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0.78 con b = 100 y 0.86 con b = 1000: converge a 1, pero despacio. La computadora no
sustituye al limite escrito: es la manera de comprobarlo.

Ejercicio propuesto 3C.10.1 - Una exponencial decreciente
(o)

Determine si J e~2% dx converge o diverge.
0

Resultado: Converge y vale %

— Resolucién en el Apéndice E, p. 175.

Ejercicio propuesto 3C.10.2 - Una integral p que diverge

00

. . dx .
Determine si | —= converge o diverge.
1 Jx

1

Resultado: Diverge (es una integral p con p = 2 < 1).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 175.
Con la computadora

# El ejemplo: integral de 1/(x 1n*2 x) de e a infinito
from sympy import E, Rational, integrate, log, oo, symbols
x = symbols("x", positive=True)

f = 1/(x*log(x)**2)

I = integrate(f, (x, E, 00))

print(I) # 1

for k in (1, 2, 3): # 0.57, 0.78, 0.86
print(integrate(f, (x, E, 10**k)).evalf(2))

assert I ==

assert integrate(1/x*+*Rational(1l, 2), (x, 1, 00)) == oo
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Unidad 4 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustitucion
trigonométrica y fracciones parciales

1 Volver al indice

Objetivo del tema 4 (programa 2026). «Aplicar diversos métodos de inte-
gracion de funciones reales y el desarrollo de dichas funciones en series de
potencias estudiando sus propiedades y apoyandose en el uso de software
matematico para describir situaciones ingenieriles.»

Contenido de esta parte. «Integracion por partes, por sustitucion trigono-
métrica y por fracciones parciales apoyandose con software matematico.»

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en exdmenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): es el problema 3 (tres integrales, una por método) en los 52 finales y
extraordinarios de Célculo Integral del Plan 2010 y en los 60 del Plan 2016. Incisos
por método en el Plan 2010: fracciones parciales 50, sustitucion trigonométrica
35, por partes 34, otras sustituciones 23 y potencias trigonométricas 3. En el Plan
2016: fracciones parciales 51, por partes 43, sustitucion trigonométrica 35, otras
sustituciones 20 y potencias trigonométricas 9.
= Tiempo: de 6 a 8 horas para esta parte. Es la que mas rinde: es la base de las
aplicaciones (Parte 3B), de la integral impropia (Parte 3C), de las series (Parte 4B)
y de Célculo Vectorial.
= Ruta corta:
1. Lee la tabla de la seccién 4A.2 y la de integrales inmediatas de la 4A.1 (30 min).
2. Lee los procedimientos 4A.3.1, 4A.3.3 y 4A.3.4 (partes, sustitucion trigonomé-
trica y fracciones: la terna tipica).
3. Sigue el ejemplo de la seccion 4A.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve los ejercicios de la seccién 4A.5 con cronémetro (8 min cada integral)
y comprueba cada resultado derivando.

4A.1 Conceptos y expresiones

Integral indefinida. | f(x) dx = F(x) + C quiere decir que F’(x) = f(x). Por eso toda
integral indefinida se comprueba derivando: si la derivada del resultado no regresa al
integrando, hay un error. En este libro cada integral termina con esa comprobacion en
una linea.

Cambio de variable. Si u = g(x), entonces du = g’(x)dx y

Jf(g(x)) /() dx = j ) du,

Todos los métodos de esta unidad terminan en una integral inmediata, casi siempre
después de un cambio de variable. Al final se regresa a x.

Integrales inmediatas. Hay que saberlas de memoria: en el examen no se permite
formulario.
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Integral Resultado (més C)
n+1
I udu,n = -1 u
4 n+1
& Iny|
u
[e'du e
fsenudu; f cosudu —cosu; senu
f sec? udu; f csc? udu tanu; —cotu
Isecutanudu secu
[ escucotudu —cscu
[tanudu —In|cosu| = In|secu]
[ cotudu In|seny]
[ secudu In|secu + tanu
[escudu In|cscu — cotu|
[ 1 netan ¥
a® + u? PR
u u
i ang sen —
aZ _ uZ a
du 1 u
i —angsec — (conu >a > 0)
u léz Y a a
I—u ln‘u-f-\luziaz‘
u? + a?

Identidades trigonométricas que se usan.

sen? x + cos® x = 1, 1+ tan? x = sec? X,
1+ cot? x = csc? X, sen 2x = 2sen x cos X,
sen®x = %(l — €08 2x), cos’x = %(1 + cos 2x).

Valor absoluto y constante. El logaritmo lleva valor absoluto: | % =In|x-2|+C.
Dos resultados que difieren en una constante son los dos correctos: In|x? + x — 2| y
In|x + 2| + In|x — 1| son la misma antiderivada; 2 ang sec Ve* y 2 ang tan ve¥ — 1 también.
Los cinco métodos. Por partes (4A.3.1) para productos de funciones de distinto tipo;
potencias trigonométricas (4A.3.2) para sen™ x cos” x y tan™ x sec” x; sustitucion trigono-
métrica (4A.3.3) para raices de a® — x?, a® + x* y x? — a?; fracciones parciales (4A.3.4) para
cocientes de polinomios; sustituciones diversas (4A.3.5) para raices de x, exponenciales y
logaritmos dentro de otra funcién. Muchas integrales de examen combinan dos: primero
un cambio de variable y después uno de los otros cuatro.

4A.2 Cémo reconocer el problema

El enunciado siempre dice «Efectuar las integrales» (o «Efectiia»); lo que decide el método
es la forma del integrando. Revisa los renglones en este orden: el primero que encaje es
el método.
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El integrando tiene...

Procedimiento

Una funcién g(x) y, multiplicando, su derivada

2 Inx 2x+1
(salvo una constante): x cos x*, —, —
x 7 x“+x—2
P(x)

Un cociente de polinomios )

———— sin raices reales
ax?+bx+c

Va? — x2 (sola, en un cociente o elevada a %)
Va2 + x2 o (x? + a2)3/2

x2 — g2

Jax? +bx +c

Polinomio por e**, senax o cos ax

Polinomio (o nada) por In x, ang tan x, ang sen x,
ang sec x

e sen bx, e* cos bx, sen(In x), cos(In x)

sen™ x cos” x con un exponente impar

sen™ x cos” x con los dos exponentes pares
tan™ x sec” x, (tan x — sec x)2, cocientes de seno y
coseno

Jx, Vx + 1 0 ¥x dentro de otra funcién

¢* dentro de una raiz o de un cociente

1 . dx
nx junto con -

% dentro de otra funcion y % ) i—f

Cambio de variable u = g(x)
(4A.3.5)

Fracciones parciales (4A.3.4); si el
grado de P es mayor o igual que el
de Q, divide primero

Completa el cuadrado y usa

ang tan (4A.3.3)

x = asenf (4A.3.3)
x = atanf (4A.3.3)
x = asecf (4A.3.3)

Completa el cuadrado y después
uno de los tres anteriores (4A.3.3)
Partes con u = polinomio (4A.3.1)
Partes con u = el logaritmo o la
inversa (4A.3.1)

Partes dos veces: integral ciclica
(4A3.1)

Separa un factor y usa

sen® + cos® = 1 (4A.3.2)

Angulo doble (4A.3.2)

Pasa a tan y sec y usa

1+ tan® = sec? (4A.3.2)

u = /x (o la raiz que aparezca)
(4A.3.5)
u=e“ou=+e*—1(4A.3.5)
u=Inx (4A.3.5)

u= % (4A.3.5)

La terna tipica. En 50 de los 52 examenes del Plan 2010 un inciso es de fracciones
parciales; los otros dos suelen ser uno por partes y uno de sustitucion trigonométrica. Si
un inciso no encaja en ninguno, casi siempre es de sustitucion (u = y/x, u = ¢*, u = Inx)

seguida de uno de los otros métodos.

4A.3 Procedimientos

4A.3.1 Integracioén por partes

Judvzuv—lvdu

1. Elige u con el orden LIATE: Logaritmo, Inversa trigonométrica, Algebraica (polinomio),
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Trigonométrica, Exponencial. La primera que aparezca en el integrando es u; el resto,
con dx, es dv.

2. Escribe el cuadro: u, du = v’ dx, dv, v = f dv (sin constante).

3. Aplica la férmula. La nueva integral [ v du debe ser mas sencilla; si no lo es, cambia la
eleccién.

4. Siqueda otra vez un producto de polinomio por exponencial o trigonométrica, repite
partes (una vez por cada grado del polinomio).

5. Integral ciclica (e** sen bx, sen(In x)): aplica partes dos veces con el mismo tipo de u.
Reaparece la integral original I; despéjala como una incédgnita: I = ---—kI = (1+k)I = ...

6. Con In x o una inversa sola, toma dv = dx, v = x.

Las que hay que saber.
Jlnxdx =xlnx—-x+C

Jangtanxdx = xangtanx — % In(1+x?)+C
Jangsenxdx =xangsenx++v1—x2+C

Con ang sec x (parax > 1): u = angsecx, du = dx =3 la integral que queda es algebraica

xvx?
(ejercicio de la seccion 4A.5).

4A.3.2 Potencias trigonométricas

En el examen de esta materia salen poco (3 incisos en el Plan 2010 y 9 en el Plan 2016),
pero Célculo Vectorial las usa en casi todas las integrales de linea, de superficie y en
polares. Vale la pena dominarlas.

[ sen™ x cos™ x dx.

Zx = l—coszxyusa

1. Sim es impar, separa un sen x, pasa el resto a cosenos con sen
U = CosX.

2. Si n es impar, separa un cos x, pasa el resto a senos con cos?x = 1 — sen? x y usa
u = senx.

3. Si los dos son pares, baja las potencias con sen? x = %(1 — €0s2x) y cos? x = %(l +
cos 2x); repite si hace falta.

Ejemplos:

J cos® xdx = J(l —sen? x) cos x dx

=senx—%sen3x+C

Jsenzxdx: %x— isen2x+C

1
J sen? x cos® x dx = 1 J sen? 2x dx

_ 1 _ 1
=3X—5 sendx + C

124



Unidad 4 - Parte A - Métodos de integracién: partes, sustitucion trigonométrica y fracciones parciales

[ tan™ x sec™ x dx.

1. Sin es par, separa un sec? x, pasa el resto a tangentes con sec?x = 1+ tan®x y usa
u = tan x. Ejemplo:

I tan? x sec? x dx = J tan® x(1 + tan® x) sec?® x dx

%tan3x+%tan5x+c

2. Sim es impar, separa sec x tan x, pasa el resto a secantes con tan® x = sec?

u = secx.
3. Si solo hay tangentes, convierte un tan’ x en sec? x — 1y repite (ejercicio de la seccién
4A.5).

4. Si el integrando es un cociente de senos y cosenos, escribelo como tan™ x sec” x:
sen? x b—a
cos? x

x—1yusa

= tan? x sec’"% x. Sirve también con exponentes fraccionarios.

También conviene saber [ sec® x dx = %(sec xtanx +In|secx + tan x|) + C (por partes,
ciclica): aparece al final de varias sustituciones trigonométricas y en longitud de arco.

4A.3.3 Sustitucion trigonométrica

a Va? +x2 x
x x Jx2 — a2
//r] 6
m a a
x =asenf x =atané x =asecl

Raiz Sustitucién y lo que queda

2 x =

|
=
|

asen®, dx = acos0do, \Ja? — x* = acosf

Q
)
q
=
i)
1l

atan6, dx = asec?0df, \a® + x% = asect

asecO,dx = asecOtan0dl, \Jx2 —a? = atan

. Identifica a. Si la raiz es \/16 — 9x2, escribe 3x = 4 sen 6 (es decir, u = 3x, a = 4).

. Sihay ax? + bx + ¢, completa el cuadrado: x% + 6x + 18 = (x + 3)> + 9; hazu = x + 3y
sigue con u.

3. Sustituye x, dx y la raiz; simplifica hasta una integral trigonométrica (casi siempre de

potencias, 4A.3.2).

4. Integra en 6.

5. Regresa a x con el triangulo: dibuja el de tu caso (figura), pon x y a donde dice la

sustitucion y lee sen 0, tan 6, cot6... como cociente de lados. El angulo solo se escribe

con su inversa: f = ang sen E, ang tan ;_; 0 ang sec E

[
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4A.3.4 Fracciones parciales

1. Compara grados. Si el grado del numerador es mayor o igual que el del denominador,

divide: £ = cociente + fesiduo

2. Factoriza el denominador en factores lineales y cuadréaticos irreducibles. Para una
cubica, prueba raices enteras que dividan al término independiente (+1, +2, ...) y divide.
3. Escribe la descomposicion:
= cada (x — r) distinto da ﬁ;
Ay k.
G T G

« un (x —r) repetido da % +

» cada cuadratico irreducible x? + px + g da %; si esta al cuadrado, también
Dx+E
(x2+px+q)*”

4. Obtén las constantes. Multiplica por el denominador. Sustituye las raices reales
(cada una da una constante al instante: método de «tapar»); para las que falten, iguala
coeficientes de x* o del término independiente, o sustituye un valor sencillo como
x=0.

5. Integra cada término:

JA—dx:Alnlx—rl, _Adx _ A )
x-—r (x—r)? x—r

Bx+C B C x
=~ dx = = In(x? + q) + — angtan —.
4[ x2+q 2 NG v4q

6. Junta los logaritmos si quieres (In|x — 1| —In|x — 2| = In ‘ i—:;‘) y comprueba derivando
o sumando las fracciones.

Atajo. Antes de descomponer, revisa si el numerador es la derivada del denominador, o

casi: [ 2t gy = In|x® + x— 2|+ Csale conu = x2 + x — 2.
x%+x—2

4A.3.5 Sustituciones diversas

1. Busca la parte «incomoda» del integrando (una raiz de x, una exponencial dentro de
una raiz, un In x o un L dentro de otra funcién) y llamala u.

2. Despeja x y dx en términos de u, o identifica du en el integrando.

3. Sustituye todo: no debe quedar ninguna x. Lo que queda suele ser una integral inme-
diata, racional (4A.3.4), de partes (4A.3.1) o de sustitucioén trigonométrica (4A.3.3).

4. Regresa a x y comprueba derivando.

Sustitucién Ejemplo
u=4x x=u?dx =2udu 1fxx: Zluiu =2Jx-2In(1+x)+C
_ X _ X efdx o du _ x
u=e",du=e élx [ = o —alngtane +C
u:lnx,du:?x j%dx:juduzg(lnx)zwtc
u:l,du:—d—f L sen2dx = —[senudu = cos = +C
X X X X X

xdx _ 1 du

1+xt T 27 14w

u=x2 du=2xdx :%angtanx2+C
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4A.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - La terna tipica: partes, sustitucion trigonométrica y fracciones

Adaptado de: 2° final 2011-2, tipo A, problema 3.
Efectie las integrales:

— 52 _
a) chostdx b) Jl—;{dx c) J )36 32 dx
x X3+ x

Resolucion.
. . 1
1. a) Polinomio por coseno: partes con u = x, du = dx; dv = cos 2x dx, v = 5 sen 2x.

chostdx = %xsean— %Jseandx

1
) 2
5 sen 2x = x cos 2x.

3. b) Raiz de 1 —x% x = sen#, dx = cos0df, 1 — x2 = cosb.

J €00 0s0.do = J cot?9do
sen? 6

X sen 2x + i cos 2x + C. Comprobacion: 1 sen 2x + x cos 2x —

2. a) [ xcos2xdx = 5

= I(cscze— 1)do
=—cotd—-0+C

V1—x?

X

4. Del triangulo (hipotenusa 1, opuesto x, adyacente /1 — x?): cot§ = ,0 =

ang sen x.

b) [ _le*zxzdx G

2
~ - —angsenx + C. Comprobacion:

11 1-xr V1=
1 —x2  J1-x2  x%J1-x? x?

6. c) Racional propia; x> + x? = x%(x + 1), con x repetido:

x—3 A B C

(x+1) x ¥ x+1

7. x-3=Ax(x+1) +B(x+1)+Cx% . Conx =0:B=-3.Conx = —1: C = —4.
Coeficiente de x>: A+ C=0= A =4,

8. ¢) X3 dx = 4In x| + 3 _4In |x + 1] + C. Comprobacion:
x3+x2 x

3 4 _4x®+4x-3x-3-4x>  x-3
X2 x+1 x2(x+1) x3 + x?

4
x
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4A.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4A.5.1 - Partes ciclica: exponencial por seno

Adaptado de: ler final 2010-2, tipo A, problema 4, inciso a).

Efectie I €% sen x dx.

Resolucién.

1
1. Partes con u = senx, dv = e*¥dx, v = Eezx:

1 1
I= Eezx senx — > Jer cos x dx

. . 1
2. Otra vez partes, con el mismo tipo de u: u = cosx, v = Eezx:

Jezx cosxdx = %ezx cos x + %I

3. Sustituyendo: I = %ezx senx — iezx cosx — ‘—llI, asi que %I = iezx(Z senx — cos x).
4. e senxdx = %ezx(z sen x — cos x) + C. Comprobacion:

1 2x _ ,2x

ze [2(2 sen x — cos x) + (2 cos x + senx)] =e“*senx

Ejercicio 4A.5.2 - Partes con una inversa: x ang sec x

Adaptado de: 2° extraordinario 2019-1, problema 3, inciso b).

Efectie I x ang sec x dx (con x > 1).

Resolucién.
. dx x?
1. LIATE: la inversa es u. u = ang sec x, du = sdv=xdx,v=".
& xVx2—1 2
2. Partes:
x? 1 J xdx
I'=—angsecx— - | ——
2 2 x2 -1
. . . dx
3. La integral que queda es inmediata con w = x% — 1: [ 225 = {/x2 — 1.
gral que q X / NPy
4. [ xangsecxdx = x? ang sec x — %\/xz — 1+ C. Comprobacién:
2
X ang sec x + = xangsecx

X
2x\x2 -1 2yx%2 -1

Ejercicio 4A.5.3 - Potencia impar de la tangente

Adaptado de: ler final 2018-1, tipo C, problema 3, inciso a).

Efectiie I tan3 x dx.

Resolucién.
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1. Solo hay tangentes: se convierte un tan® x en sec? x — 1.
Jtan3xdx = Jtanxseczxdx - J tan x dx

. . . 1
2. La primera es inmediata con u = tanx, du = sec® xdx: 2 tan® x. La segunda es
—1In|cos x|

3. ftan3xdx = %tanzx + In|cosx| + C. Comprobacién: tan x sec?

x —tanx =
tan x(sec? x — 1) = tan® x.
Ejercicio 4A.5.4 - Cociente de potencias con exponente fraccionario

Adaptado de: 1er final 2010-1, tipo C, problema 3, inciso c).

sen x

dx.

Efectiie J 3
cos’ x

Resolucién.

1. Se escribe como tan™ x sec” x: cos’ x = cos x - cos® x, asi que

sen x sen x 1
3/ — =2 . 5 = tan!/3 x sec? x
cos’ x COSX cos“x
x (exponente par): u = tan x, du = sec® x dx.

Ju1/3 du = %u4/3

2. Hay sec?

3. (328X dx =2 tan Yyx+C= Zi}tan4 x + C. Comprobacion: 3. ;—1tan1/3 xsec?x =

cos’ x 4

1/3 2

tan’/- x sec” x.

Ejercicio 4A.5.5 - Sustitucién trigonométrica con seno: /16 — 9x?
Adaptado de: 2° final 2011-1, tipo A, problema 3, inciso a).

V16 — 9x2
Efectie J — dx
X
Resolucion.
1. Raizde a®> —w® conu = 3x,a = 4: 3x = 4senf, dx = %cos@d@, \J16 — 9x2 = 4 cosé,
x* = 28 gento

2. Sustituyendo:

4cosf —cos@ 2
_J—dez ﬁj—c"s 9 40

Zgﬁ sent 0 16 J sen*d

27 JCOtZQCSC 6do = -2 cot’9+C
16 16

(con w = cotf, dw = — csc? 6 df).
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A —Ox2

3. Tridngulo: hipotenusa 4, opuesto 3x, adyacente /16 — 9x2. Entonces cot§ = % y

3, _ (16-9x%)%2

cot’ 0 = i /

16—9+2 _042)3/2

4. | %dx = —% + C. Comprobacién:
27x*16 — 9x2 + 3x2(16 — 9x%)*/2 {16 — 9x% (27x% + 48 — 27x?)
48x° 48x*
16— 9x2
x4

Ejercicio 4A.5.6 - Sustitucién trigonométrica con secante: \/x% — 1
Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 3, inciso b).

21

Efecttie J ! dx (con x > 1).

x
Resolucion.

1. Raiz de x2 — a® cona = 1: x = sech, dx = secOtan0df, \/x2 — 1 = tanb.
2. Sustituyendo:

I= J tan 0 secftanfdf = J tan’ 0 d9
secd
= J(seczﬁ— 1)df =tanf0 -0+ C
3. Tridngulo: hipotenusa x, adyacente 1, opuesto \/x% — 1; tan§ = \/x2 — 1, § = ang sec x.
4. [ %dx =+/x? — 1 — ang sec x + C. Comprobacion:

x2 -1 x2 -1

1
\/xz—l x\/xz—l x\/x2—1 x

Ejercicio 4A.5.7 - Fracciones con un cuadratico repetido

X

Adaptado de: ler extraordinario 2019-2, problema 3, inciso b).
2x° + 10x

(x% +1)2

Resolucion.

Efectte J

1. Racional propia (grado 3 contra grado 4); x? + 1 es irreducible y esta al cuadrado:

2x*+10x _Ax+B Cx+D
(x% +1)? x2+1 (x2+1)?

2. 2x3 +10x = (Ax +B)(x®+ 1)+ Cx + D = Ax> + Bx%* + (A+ O)x + (B+ D). Igualando
coeficientes: A=2,B=0,A+C=10=C=8,D=0.

2 8 4

X dx =In(x? + 1)y [ ﬁdx =—= (las dos con u = x% + 1).

x2+1
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2x3+10x
4] 2+1)? dx =

2x 8x 2x3 + 2x + 8x
=+ =
x24+1 (x%+1)2 (x%2 +1)2

Otra via, mas corta: con u = x4+ 1, xdx = %du y 2x% +10 = 2u + 8, la integral es
1, 4

Ejercicio 4A.5.8 - Fraccion impropia: dividir primero

Adaptado de: 2° extraordinario 2011-1, problema 4, inciso b).

3 _
Efectie I xox+3 dx.
X2+ x—2
Resolucién.

1. Grado 3 contra grado 2: se divide. Cociente x — 1, residuo 2x + 1:

X —x+3 2x+1
L il
x2+x-2 x2+x-2
(se comprueba con (x — 1)(x® +x —2) +2x + 1 = x> — x + 3).
2. > +x-2=(x+2)(x—-1)y2x+1 :A(x—l)+B(x+2).C0nx: 1: B = 1; con
x=-2A=1. (También sirve el atajo: 2x + 1 es la derivada de x% + x — 2.)

3—x+3 _ _ _
3. fx2+x de 2 x +In|x + 2| + In|x — 1] + C. Comprobacién:
x_1+_+L:x—1 ﬂ
x+2 x-—1 x2+x-2

Ejercicio 4A.5.9 - Fracciones con un factor lineal repetido
Adaptado de: ler extraordinario 2015-1, problema 3, inciso b).
dx
x3—5x2 +8x—4
Resolucion.

Efectiie J

1. Raices enteras de la ctbica: x = 1 la anula (1 — 5+ 8 — 4 = 0). Al dividir entre x — 1
queda x? — 4x + 4 = (x — 2)%. Asi, x> = 5x2 + 8x —4 = (x — 1)(x — 2)%.
2. Descomposicion:

1 A B C

(x—D(x-2?% x-—1 +x—2+(x_2)2

3.1=Ax -2 +Blx—1D)(x-2)+C(x—1).Conx=1:A=1.Conx = 2:C = 1.
Coeficiente de x>: A+ B=0= B=—1.

dx _ 1 o 11, 1
fm—lmx 1|-In|x-2| x_2+C.Comprobacmn.alsumar pe e A e

sobre (x — 1)(x — 2)%, el numerador es (x —2)? — (x — 1)(x — 2) + (x — 1) = 1.

-~
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Ejercicio 4A.5.10 - Sustituciéon u = x? y después tangente
Adaptado de: 2° final 2019-2, problema 3, inciso b).

Efectte J X dx
V14 x?

Resolucion.

1. El factor x es casi la derivada de x?: u = x%, du = 2x dx.

I_lJ du
2 \/l+u2
2. Raizde 1 +u?:u= tan@, du = sec20do, \1+ u? = sech.

I= %Jsec@d@z %ln|sec9+tan9|+C

3. Regreso: tanf = u = x%, sec = /1 + x*.
4 [ X %ln (x2 +41+ x4) + C. Comprobacién:

Vitxt
2x3
2 (Vi+xt+a?)
x+m ~ x|V1+x*+x x

1
2 241+t x/1+x4(x2+\/1+x4) V14 xt

4A.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién y comprueba cada uno derivando. Las resoluciones com-
pletas estan en el Apéndice E, secciéon E.4A.

Ejercicio propuesto 4A.6.1

Adaptado de: 2° extraordinario 2010-1, tipo A, problema 3, inciso a).
Efectie J. sen(In x) dx.

Resultado: %[ sen(In x) — cos(In x)] +C.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 175.

Ejercicio propuesto 4A.6.2

Adaptado de: 1er extraordinario 2015-1, problema 3, inciso a).
Efectie J x(In x)? dx.

2 2 2
Resultado: x?(ln x)? — % Inx + xT +C.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 176.

Ejercicio propuesto 4A.6.3

Adaptado de: 2° final 2015-2, tipo B, problema 3, inciso a).

Efectie J(tanx —secx)? dx.
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Resultado: 2tanx — 2secx —x + C.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 176.

Ejercicio propuesto 4A.6.4
Adaptado de: 2° final 2020-1, problema 3, inciso c).

20,2
Bectie [ Z0C0)
sec(x?)
Resultado: % sen3(x?) + C.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 176.

Ejercicio propuesto 4A.6.5

Adaptado de: 2° extraordinario 2012-2, problema 3, inciso a).

Efectte J d—x

[(x +3)? +9]3

Resultado: x+3

Warores
— Resolucién en el Apéndice E, p. 176.
Ejercicio propuesto 4A.6.6
Adaptado de: 2° extraordinario 2019-1, problema 3, inciso c).
e* dx
€+ 1) -1)
Resultado: %ln leX — 1] — iln(ezx +1)— % ang tane* + C.

Efectte J

— Resolucién en el Apéndice E, p. 177.

Ejercicio propuesto 4A.6.7
Adaptado de: ler final 2018-2, tipo A, problema 3, inciso c).

Efectte J d—x
x2\x% + 4
Resultado: —% +C.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 177.

Ejercicio propuesto 4A.6.8
Adaptado de: 2° final 2011-1, tipo A, problema 3, inciso b).
dx
e — l.
Resultado: ang tan+/e?* — 1+ C.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 177.

Efectte J
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4A.7 Errores frecuentes

= No comprobar. Derivar el resultado toma un minuto y detecta casi todos los errores
de signo y de constantes; varias resoluciones publicadas tienen justo esos errores
(Apéndice C).
2
= Olvidar el factor de v en partes. Si dv = x dx, entonces v = X?, no x2; si dv = e**dx,

1
v =+,

= Cambiar de u a media integral ciclica. En la segunda aplicacion de partes hay que
elegir el mismo tipo de funcién como u; si no, se regresa a la integral original y queda
0=0.

= No dividir una fraccion impropia. Si el grado del numerador es mayor o igual que
el del denominador, las fracciones parciales dan un sistema sin solucion.

= Olvidar términos en la descomposiciéon. Un (x—2)? pide % + ﬁ;

un cuadratico
irreducible pide numerador Bx + C, no solo B.

= Dejar la respuesta en 6. En la sustitucién trigonométrica hay que regresar a x con el
tridngulo; 0 solo aparece como ang sen § ang tan g 0 ang sec J—;

s Olvidar el factor del cambio en dx. Con 3x = 4sen0, dx = % cos0d6, no cos 0 do.

= Quitar el valor absoluto del logaritmo. [ % = In|x — 2|, porque el integrando
también existe para x < 2.

4A.8 Formulario de emergencia de la unidad

» Partes: f udv =uv — f v du; eleccidon de u con LIATE (logaritmo, inversa, algebraica,
trigonométrica, exponencial).
» [Inxdx = xInx —x; [ angtan x dx = xang tan x — %ln(l +x?).

» [tanxdx = —In|cosx|; [ secxdx = In|secx + tanx]|; [ esc xdx = In|csc x — cot x].

» sen’x = %(1 — cos 2x); cos? x = %(1 + cos 2x); 1 + tan® x = sec? x; 1 + cot? x = csc? x.

x 1
2 4
s [secdxdx = %(secxtanx+ln|secx+tanx|).

—x2 > x = asenf; Ja?+x2 - x = atanb;

1
" fsen2 xdx = sen 2x; j cos? xdx = g + 7 sen 2x.

= Sustitucién trigonométrica: /a?

x? —a® - x = asech.

du _ 1 u, du _ u, du _1 u
. T = g angtan a,f T T angsen s i g = gangsec .

du ‘ 2 2
L] =Inju+u* ta“.

J. Vul+a® *
. . . A A .
= Fracciones parciales: A por factor lineal; =L +---+ —£— por factor repetido; Z&C—J'C
x—r x—r (x=r) x*+px+q

por cuadratico irreducible.
J‘ Adx _ A oxdx _ %ln(x2+q),

(x-r)2 = x—r’Jd x24q

4A.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Si el examen trae varias integrales, cada una se decide con la tabla de 4A.2.
2. Antes de elegir método, busca un cambio de variable inmediato (la derivada de algo
esta multiplicando) o una simplificacién algebraica.
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Escribe el método al inicio de cada inciso («por partes», «x = 2tan6», «fracciones
parciales»); si te equivocas después, el planteamiento cuenta.

En fracciones parciales, revisa grados y factoriza antes de escribir la descomposicién;
usa las raices para las constantes.

En sustitucién trigonométrica, dibuja el triangulo antes de integrar: lo necesitaras para
regresar a x.

Comprueba cada resultado derivando (una linea) y escribe +C.

4A.10 Lo que agrega el Plan 2026: integrar con software

El programa pide resolver las integrales «apoyandose con software matematico». Un
sistema de algebra computacional (como sympy, en el recuadro) da la antiderivada en un
instante, pero conviene saber tres cosas:

La forma puede ser otra. El resultado puede diferir del tuyo en una constante o
en la forma algebraica (In |x| — In|x + 1| contra In |ﬁ ; ang tan contra ang cot). Para
compararlos, deriva los dos o resta y simplifica: la diferencia debe ser constante.
Puede omitir valores absolutos y escribir In(x) donde va In |x|: trabaja con variables
complejas. En el examen, escribe el valor absoluto.

Comprobar si es tarea de la computadora: derivar tu resultado y restar el integrando
debe dar 0. Es lo mismo que el paso de comprobacién de cada ejercicio de esta parte.

Ejercicio propuesto 4A.10.1 - Partes en una integral impropia

(o]
Calcule J' xe ¥ dxy, con ella, determine si J x e ¥ dx converge.
0

Resultado: [ xe™* dx = —(x + 1)e™* + C; la impropia converge y vale 1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 177.

Con la computadora

# La terna del ejemplo, con la comprobacion por derivacion
from sympy import cos, diff, integrate, simplify, sqrt
from sympy import symbols
X = symbols("x", positive=True)
fs = [x*cos(2*x), sqrt(l - x**2)/x**2,
(x - 3)/(x**3 + x**2)]

for £ in fs:

F = integrate(f, x)

print (F)

assert simplify(diff(F, x) - f) == 0
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Unidad 4 - Parte B - Sucesiones y series: caracter, criterios,
intervalo de convergencia, Maclaurin y Taylor

1 Volver al indice

Contenido de esta parte (programa 2026, tema 4). «Definiciones de
sucesion y de serie. Series convergentes y series divergentes. Caracter de
una serie empleando software matematico. Serie p, serie geométrica, serie de
signos alternados. Criterios del cociente, de comparacién y de la integral.»
«Desarrollo de funciones en serie de potencias. Series de Maclaurin y series
de Taylor. Intervalo de convergencia. Visualizacion de la convergencia y de
la divergencia de series mediante un enfoque grafico empleando software
matematico. Uso de las series en aplicaciones a la ingenieria.» El objetivo del
tema esta al principio de la Parte A.

Instrucciones de emergencia

» Frecuencia (basado en examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): es el problema 1 en 59 de los 60 finales y extraordinarios de Céalculo
Integral del Plan 2016, con 61 problemas: 35 de sucesiones y series (intervalo de
convergencia 19, casi siempre con el analisis de los extremos; caracter de una serie
con un criterio 9, ocho del cociente y uno de Leibniz; suma de una serie 7) y 26 de
series de Maclaurin (20) o de Taylor alrededor de otro punto (6). En el Plan 2010
era el problema 6 de los 10 finales de Célculo Diferencial: serie de Maclaurin o de
Taylor en 6 e intervalo de convergencia en 4.

= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta parte.

= Ruta corta:

1. Lee las secciones 4B.1 y 4B.3 (30 min) y memoriza el formulario de la seccién
4B.8: el examen no permite formulario.

2. Sigue los dos ejemplos de la seccion 4B.4 tapando la resolucion.

3. Resuelve los ejercicios de la seccion 4B.5 con cronémetro (12 min cada uno): el
intervalo de convergencia primero, porque es el mas frecuente.

4. Lee el criterio de la integral en la seccién 4B.10: lo pide el programa 2026 y no
salia en los examenes anteriores.

4B.1 Conceptos y expresiones

Sucesion. Una sucesion es una lista infinita a;, ay, as, ... dada por un término general a,,.
Converge a L silim,,_,, a, = L (un nimero); si el limite no existe o es infinito, diverge. El

limite se calcula como el de una funcién de x (con L’'Hopital si hace falta): lim,,_, o, # =1,

lim,,_,, %7 = 7° = 1. La sucesion es mondtona si siempre crece (@, > a,) 0 siempre
decrece (ay41 < ay), y acotada si |a,| < M para todo n. Toda sucesiéon mondtona y acotada
converge.

. . . . o .
Serie. Una serie es la suma infinita ), _; a, = a;+ay+... Su suma parcial es S, = a;+--+ap;
la serie converge a S si lim,_,, S, = S. Hay que distinguir: la sucesién a, puede converger
(a cero) y la serie diverger, como en la armoénica.
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Criterio del término n-ésimo. Si lim, ,., a, # 0 (0 no existe), la serie diverge. Si el
limite es cero, no se concluye nada.

Series de referencia.

Serie Caracter
Geométrica converge si |r| < 1, con suma & (aesel
[oe] —_ . , . . .
Yoeiar =a+ar+ar’ + .. primer término); diverge si|r| > 1
. ) 1 . . .
Serie p: Y=y prl converge si p > 1; diverge si p < 1
Armonica Y, % (p=1) diverge
_1)n+1
Armonica alternada Y, % converge (condicionalmente), con suma In 2

Telescopica Y.(b, — bpi1) Sp = by — by, 1; converge a by — lim b, si ese
limite existe

Criterios para series de términos positivos.

» Comparacién directa: si 0 < a,, < b, y Y. b, converge, Y, a, converge;sia, > b, >0y
3. b, diverge, Y. a, diverge.

= Comparacion en el limite: si lim,,_, o, Z—" = ccon 0 < ¢ < oo, las dos series tienen el
mismo carécter. Se compara con una ggométrica o una serie p que tenga las potencias

. n+1 1
dominantes: —— con .
n°+2 n

= Cociente (D’Alembert): con L = lim,,_, o, a;—” ,la serie converge si L < 1, divergesiL > 1

y el criterio no decide si L = 1. Es el criterio de las series con factoriales y potencias c".
Series alternadas (Leibniz). Una serie Y(—1)""1b, con b, > 0 converge si b, es de-
creciente y lim,_,o, b, = 0. Si ademas ), |a,| converge, la convergencia es absoluta; si
Y. a, converge pero Y. |a,| diverge, es condicional. Toda serie absolutamente convergente
converge.

Serie de potencias. Es una serie Y., ¢,(x — a)", con centro a. Converge en un intervalo
centrado en a: solo en x = g, para todo x (radio R = o) o para [x —a| < R, y en los
extremos x = a + R puede converger o no; cada extremo se estudia aparte. Ese conjunto
es el intervalo de convergencia.

Series de Taylor y de Maclaurin. Si f tiene derivadas de todos los 6rdenes en a, su serie
de Taylor alrededor de a es

o ¢(n)
0= ap,
n=0 :

es decir, f(a) + f'(a)(x —a) + fz—(f)(x —a)? + ... La serie de Maclaurin es el caso a = 0.
Dentro de su intervalo de convergencia, una serie de potencias se puede derivar e integrar
término a término (el radio no cambia), y en ella se puede sustituir x por 2x, —x, x2,

etcétera.
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4B.2 Cémo reconocer el problema

El enunciado dice...

Procedimiento

«Determine el caracter de la serie» o «si converge
o diverge» con niimeros (sin x)

«Empleando el criterio del cociente o de
D’Alembert»

«Si es convergente, calcule su suma»; una lista
3+ g + % + ...; un decimal periddico

«Empleando el criterio de Leibniz»; un factor (—1)"

«Intervalo de convergencia», con x en la serie;
«incluir el analisis de los extremos»

«Serie de Maclaurin» o «de Taylor alrededor de a»
de una funcién; «los primeros términos»; «el
término enésimo»

La funcién es una conocida con 2x, —x, x% 0 una
constante, o una derivada o integral de una
conocida

Caracter de una serie (4B.3.1)

Caracter de una serie (4B.3.1), con
el cociente
Suma de una serie (4B.3.2)

Serie alternada (4B.3.3); revisa
antes el término n-ésimo
Intervalo de convergencia (4B.3.4)

Serie por derivadas (4B.3.5)

Serie a partir de una conocida
(4B.3.6)

4B.3 Procedimientos

4B.3.1 Caracter de una serie numérica

1. Calcula lim,,_, a,. Si no es cero (o no existe), diverge y terminaste.
2. ;Es geométrica (a, = ar"!) o serie p? Decide con la tabla de la seccion 4B.1.

3. (Hay factoriales o potencias ¢"? Usa el cociente: simplifica

((n+1)! _ 4l
== =

n+1, =4).

nt1
an

antes de tomar el limite

4. ;Es un cociente de polinomios o de raices? Compara en el limite con la serie p de las

potencias dominantes.

5. ;Hay (—1)"? Usa Leibniz (4B.3.3) y, si piden, revisa la convergencia absoluta.

4B.3.2 Suma de una serie

. . , . . . , . , 2} .
1. Escribe los primeros términos y localiza el primer término a y larazénr = Z“ . Cuidado

T 0o 4 . 4
con el indice: ), _; 7T empieza en 5, no en 4.

n

2. Silr| < 1, la suma es &; si|r| > 1, la serie diverge.

3. Si el término es una suma o diferencia de dos geométricas convergentes, suma cada
una por separado.
. . . . 11 1 .
4. Si es telescopica (fracciones parciales como prevEy Balieil ), escribe S, cancela y
toma el limite.
5. Un decimal periédico 0.777 ... = % + % + ... es geométrica conr = %.

4B.3.3 Serie alternada (criterio de Leibniz)

1.
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2. Calculalim,_,, b,. Sino es cero, la serie diverge por el término n-ésimo (no por Leibniz).

3. Comprueba que b, decrece: b, < by, o bien la derivada de b(x) es negativa.

4. Con las dos condiciones, converge. Si piden el tipo, estudia Y b,: si converge, es absoluta;
si no, condicional.

4B.3.4 Intervalo de convergencia

1. Aplica el cociente con valor absoluto a toda la expresion, incluida la x:

An+1
an

L(x) = lim

n—oo

2. Resuelve L(x) < 1. Queda |x —a| < R, es decir,a— R < x < a+ R. Si L(x) = 0 para todo
x, el intervalo es (—oo, 00) y no hay extremos.

3. Sustituye cada extremo en la serie original: obtienes dos series numéricas. Decide
cada una con 4B.3.1 (casi siempre serie p o Leibniz).

4. Escribe el intervalo con corchete en los extremos que convergen y paréntesis en los
que divergen.

4B.3.5 Serie de Maclaurin o Taylor por derivadas

1. Haz la tabla: f, f’, f”, f"”, f(4) y cada una evaluada en a (en Maclaurin, a = 0).
Simplifica antes de derivar: In3/1+ x = % In(1 + x).

2. Busca el patron de f(")(a): signo alternado (—1)*"1, factorial (n — 1)!, potencias 2",
ceros en los pares o impares.

(n)
3. Escribe los términos ,(a) (x —a)" y el término general con su indice inicial.

4. Si piden el intervalo, aplica 4B.3.4 al término general.

4B.3.6 Serie a partir de una conocida

1. Reconoce la conocida: €%, sen u, cos u, senh u, coshu, In(1 + ), ﬁ

2. Sustituye u (u = 2x, u = —x, u = x>, u = 2(x — 1)) y simplifica cada término.

3. Sila funcién es una derivada o integral de una conocida, deriva o integra término a

T

4. Elintervalo es el de la conocida con u en lugar de x: % converge si | — x| < 1. En los
extremos revisa de nuevo, porque integrar puede ganar un extremo y derivar perderlo.

término:

4B.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Intervalo de convergencia con los dos extremos

Adaptado de: 2° final 2016-2, problema 1.
Determine el intervalo de convergencia de la serie de potencias

= (2x — 1)

Resoluciéon.
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1.

g R W N

. Extremo x = 0: anl

Cociente con valor absoluto:

(2x — 1)1 n n
. =2x -1 —.
n+1 (2x—1)" n+1

An+1|
an

. Limite: L(x) = |2x — 1] lim;,_,0o n"? =[2x - 1.
. Convergesi|2x— 1| <1: -1 <2x—-1<1=0< x < 1. Centro l , radio l

n
. Extremo x = 1: Y ; 1n = 2 =, la armoénica (serle pcon p=1): dlverge

, alternada conb, = ;, que decrece y tiende a cero:

converge por Leibniz (condicionalmente, porque Y, % diverge).

. Intervalo de convergencia: 0 < x < 1, es decir, [0, 1).

Ejemplo resuelto - Serie de Maclaurin de In(x + 1)

Adaptado de: 1er final 2016-2, tipo C, problema 1.
Obtenga la serie de Maclaurin de la funciéon f(x) = In(x + 1).
Resolucion.

1.

Tabla de derivadas, evaluadas en 0:

M) £(0)

2(1+x)73 2
—6(1+x)"% -6

n

0 In(1+x) 0
1 (Q+x)7! 1
2 —(1+x)7% -1
3

4

. Patrén: f(")(()) = (=1)""'(n — 1)! para n > 1. El coeficiente es

fP0) - o

n! n! n
. Serie: ) s .
In(1+x)=x-2—+Z X
2 3 4
)n+1x

ln(l+x)—Z(

. Intervalo (no lo pide el enunciado, pero sale en otros examenes): el cociente da

L = |x|; en x = 1 queda la arménica alternada (converge) y en x = —1, — ), %
(diverge). Converge en (-1, 1].

. Comprobacién: derivando término a término, 1 — x + x2— . = T que es la

derivada de In(1 + x).
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4B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4B.5.1 - Intervalo con los dos extremos convergentes

Adaptado de: ler final 2020-1, tipo A, problema 1.

Obtenga el intervalo de convergencia de la serie
(-D"(x-4)"
nz:l qnp 2

e incluya el anélisis de los extremos.

Resolucion.
1. Cociente:
1| _ Jx =4 ( n )2 x — 4
Il _ - .
a 4 n+1 4
2, =4l <1l=|x-— 4|<4=>0<x<8 Centro 4, radio 4.
n n _1)2nyn
3. x=0: (14)”# % = n—z. Serie p con p = 2 > 1: converge.
4 x=38 (_42124 (_n—lz) La serie de sus valores absolutos es Y, n—lz, que converge: converge
absolutamente.

5. Intervalo de convergencia: 0 < x < 8, es decir, [0, 8].
Ejercicio 4B.5.2 - Intervalo con exponente n — 1
Adaptado de: 1er final 2024-1, tipo A, problema 1.

Determine el intervalo de convergencia de la serie

e

n=1

4nn1

Resolucion.

1. Cociente (las potencias de x bajan un grado: % =x):

Ant1| _

4n+1 x|
W _n alx] —2— — 4fx|.
n+1 47t n+1

an

2. 4x|< 1= —i <x< i. Centro 0, radio i.

n n—1
3. x= i: 47 (i) = %. La serie 4, % diverge (armoénica).
I T s S TES L , . ..
4 x=—-5:— (——) = ——.Es4por la armoénica alternada: converge (condicional-

4 n 4/ .

mente) por Leibniz.
5. Intervalo de convergencia: —i <x< i, es decir, [—i, i)
Ejercicio 4B.5.3 - Intervalo con factorial: radio infinito
Adaptado de: ler final 2025-1, tipo A, problema 1.
Determine el intervalo de convergencia de la serie

i 37(x + 1)
n! '

n=1
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Resolucion.
1

. n!
1. ien n——e=—:
Cociente, co Dl =

ani1| 3+ x 4 17 n! _ 3l +1]
ap (n+1)! 3 x + 1" n+1
2. Para cualquier x fijo, lim,_,, 3‘;:1“ = 0 < 1: la serie converge para todo x. No hay

extremos que analizar.

3. Intervalo de convergencia: (—oo, ©); radio R = co.

4. Comprobacion: con u = 3(x + 1) es la serie de e sin su primer término, asi que suma
3+ _ 1 para todo x.

Ejercicio 4B.5.4 - Criterio del cociente con factorial

Adaptado de: ler final 2017-1, tipo A, problema 1.

Emplee el criterio del cociente o de D’Alembert para determinar el caracter de la serie
Z £ (n—-1)

Resolucion.

(=1t _
n!

4n+
1. El término siguiente es a,,; = ——. Cociente, con

=

i1 _ 4™ (n-1)! 4
a,  nl gn

S|

2. L=limy o3 =0<1.
3. La serie converge.

4m+1

4. Comprobaciéon: conm=n—1,y_, = 4e*, un numero finito.

Ejercicio 4B.5.5 - Suma de una diferencia de geométricas

Adaptado de: ler extraordinario 2024-2, problema 1.

[

k=1

Determine el valor de la suma

Si no es posible, indique por qué es divergente.
Resolucion.

Lios L€ . 1
1. Son dos geométricas. Como e < x, la razén —~ es menor que 1; la otra razoén es 7~ Las
dos convergen, asi que la suma se separa.

|

2
2. Primera: empiezaenk = 1 cona = (i) yr=

62/71'2 ez

l—e/n n(r—e)
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3 1
3. Segunda: a = o=
3/49 3 7 _ 1
1-1/7 49 6 14
2 1
4. La serie converge y su suma es ——— — — (= 5.485).
a(mr—e) 14

Ejercicio 4B.5.6 - Maclaurin de senh 2x e intervalo

Adaptado de: ler final 2024-2, problema 1.

Obtenga el desarrollo en serie de Maclaurin de f(x) = senh 2x, determine su intervalo de

convergencia y haga el analisis de los extremos.

Resolucion.

1. Derivadas: f = senh2x, f* = 2cosh2x, f” = 4senh2x, f"” = 8 cosh 2x, y asi sucesi-
vamente. En x = 0: 0, 2, 0, 8, 0, 32,... Las de orden par valen 0 y la de orden impar n
vale 2".

2. Términos no nulos, con n = 2k + 1:

3 5
senh 2x = 2x + 8x + 327 +
3! 5!
X 52k+1,.2k+1
senh 2x = Z—x
P (2k +1)!

Es la serie de senhu con u = 2x: 2x + %xs + 14—5x5 +...
3. Cociente entre términos no nulos consecutivos:
4x?
=— >0
(2k + 2)(2k + 3)
4. El limite es 0 < 1 para todo x: no hay extremos.

co  p2k+1,2k+1
5. senh2x =Y, “Grnr convergente en (—00,00).

k41
53

Ejercicio 4B.5.7 - Taylor de ¢?* alrededor de 1
Adaptado de: 2° final 2019-2, problema 1.

Obtenga la serie de Taylor de f(x) = ¢ alrededor de a = 1.
Resolucion.
1. Derivadas: f(")(x) = 2"e%* asi que f(")(l) = 2Me%: €2, 2¢2, 4¢?, 8e?, ...
(n) 2 2
2. Coeficientes m: e%, 262, L~ 2¢%, LA,
. nl 21 33
3. Serie:
¥ = e? + 2e%(x — 1) + 26%(x — 1)?

+ 4éez(x —1)3+ ...

= 2Me?
e = Z —(x-1)" xeR
= n

2x 2(x—1)

4. Comprobacion: e?* = e’ e

u" . .
,yconu=2(x—1)ene* =Y o sale la misma serie,
vélida para todo x.
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4B.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucidn. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.4B.

Ejercicio propuesto 4B.6.1
Adaptado de: 2° final 2017-2, problema 1.

Determine el intervalo de convergencia de la serie

Resultado: [1, 7]: converge en los dos extremos.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 178.

Ejercicio propuesto 4B.6.2
Adaptado de: 1er final 2019-1, tipo C, problema 1.

Determine el caracter de la serie
i (_1)n+l
= n+\1ﬁ
empleando el criterio de Leibniz.

Resultado: Diverge: b, = 7710+ 1 20, asi que no se cumple Leibniz y falla el
criterio del término n-ésimo.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 178.

Ejercicio propuesto 4B.6.3
Adaptado de: ler extraordinario 2017-2, problema 1.

Escriba el nimero decimal periddico infinito 0.7777 ... como una serie y determine su
caracter. Si es convergente, calcule su suma.

n—1
Resultado: 2;0:1 110 (11—0) , geométrica convergente con suma g.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 178.

Ejercicio propuesto 4B.6.4
Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 1.

Obtenga la serie de Maclaurin de f(x) = In3/1 + x.

(<]
-1 n+1xn 2 3
Resultado: Z L X X X _ ..,en(—1,1].
e 36 9

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 178.
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Ejercicio propuesto 4B.6.5

Adaptado de: 1er final 2017-2, tipo A, problema 1.

Obtenga la serie de Maclaurin de la funcion

1
8x) = 2(x — 1)%

(o8]
Resultado: 1 Z(n + D" = 1 +x+ §x2 +2x3 + ..., para |x| < 1.
2 & 2 2

— Resolucién en el Apéndice E, p. 179.

4B.7 Errores frecuentes

Concluir convergencia porque g, — 0. El término n-ésimo solo sirve para probar
divergencia: % — 0y la armoénica diverge.

Aplicar Leibniz sin revisar el limite. Si b, no tiende a cero, la serie diverge aunque
alterne, como Z(—l)”*lfl/(”*l).

Olvidar el analisis de los extremos. El cociente da L = 1 en ellos y no decide; hay
que sustituir cada extremo en la serie y estudiarla con otro criterio.

Sustituir el extremo mal. Con x = 0 en (—1)"(x — 4)" queda (—1)*(—4)" = 4™ los
signos se cancelan. Escribe las potencias completas.

Equivocar el primer término de una geométrica. En Y, 3,% el primer término
a _ 49 _2 o4

1-r ~2/37 37 1-1/3

Perder el término constante o el indice. En una serie de Maclaurin, el términon = 0
es f(0); revisa que el indice inicial del término general reproduzca el primer término
de la tabla.

Olvidar el n! del denominador. El coeficiente es

4
es o la suma es

AR O)

s sin el factorial, la serie de e*

. 1
se convierte en la de =

4B.8 Formulario de emergencia de la unidad

Término n-ésimo: lima, # 0 = Y, a, diverge.
ST o0 n—1_ a . s .
Geométrica: Y,,_; ar"™ = s [r] < 1; diverge si |r| > 1.
. 1 . .
Serie p: ), = converge si'y solosi p > 1.

n+1
an

.z P , a . ,
Comparacion en el limite: lim h—" = ¢ € (0, 00) = mismo carécter.
n

Leibniz: Y (—1)""b, converge si b, decrece y b, — 0.

o O
Taylor: f(x) =Y, f ,(a) (x — a)™*; Maclaurin con a = 0.

n:

L Z;’;O x", en (—1,1).

—X

Cociente: L = lim ; L < 1 converge, L > 1 diverge, L = 1 no decide.

1
x _ v x
€' = Y=o 7y en R
_ 00 (_1)nX2n+1
senx =y, o o 0 R.

—ye (D
cosx =, o en R
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0 x2n+1 00 xZn
= senhx =Y, @ Y coshx =Y, " o o0 R.
_ 0 (71)n+1xn
» In(1+x)=),_; ———,en(-1,1].

n

4B.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Sila serie no tiene x: término n-ésimo primero; después geométrica, serie p, cociente o
Leibniz, segin su forma.

2. Si tiene x: cociente con valor absoluto, despeja |x — a| < Ry sustituye cada extremo en
la serie original.

3. Si piden Maclaurin o Taylor: busca primero una serie conocida con sustitucion; si no
la hay, haz la tabla de cuatro o cinco derivadas y busca el patrén.

4. Escribe el resultado completo: caracter con el criterio usado, suma exacta, intervalo
con corchetes o paréntesis, término general con su indice.

4B.10 Lo que agrega el Plan 2026: el criterio de la integral y las series en la
computadora

4B.10.1 Criterio de la integral

Si f es continua, positiva y decreciente en [1, ) y a, = f(n), entonces

(o] (o]

Ya v | s@a

n=1 1
tienen el mismo caracter: las dos convergen o las dos divergen. La razon es geométrica:
los términos ay, as, ... son areas de rectangulos de base 1 que caben bajo la grafica de f
desde x = 1, y ay, ay, ... son rectangulos que la cubren. Si la serie empieza en otro indice,
la integral empieza en ese numero; basta que f sea decreciente a partir de algiin punto.
Cuidado: el criterio dice si la serie converge, pero no da su suma. La integral y la serie
valen numeros distintos.

La serie p. Con f(x) = ﬁ (p > 0), el criterio y la integral impropia de la Parte 3C (seccion
3C.1.1) dan la regla de la tabla de series conocidas: ), niP converge siy solosi p > 1.

Cuando usarlo. Cuando el término general es una funcién de n facil de integrar y los

criterios del cociente y de comparacién no deciden. Pasa sobre todo con logaritmos, como

nan ) h;l—Z": ahi el cociente da L = 1, igual que en todas las series p, y no decide. También

. . . . . . — 2
sirve cuando la integral sale con un cambio de variable inmediato, como en ne™™ .

Ejemplo resuelto - Criterio de la integral

(o]
Determine el caracter de Z con el criterio de la integral.
n=1
Resolucion.
1. f(x)= x21+ ] es continua y positiva, y es decreciente en [1, ) porque el denomi-

nador crece.
o0

dx , b T T T
2. = lim angtanx|; = = — = = =: converge.
1 X2 +1 b—co 2 4 4
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3. La serie converge. (Su suma es aproximadamente 1.077, no %A) También se decide

. 1
por comparacion con Y, ol

4B.10.2 Visualizacién y uso de las series

Sumas parciales. El programa pide ver con software la convergencia y la divergencia: se
calculan las sumas parciales Sy y se grafican contra N. Para ), iz S10 = 1.550, S199 = 1.635
n

2
y S1000 = 1.644: se estabilizan cerca de = =~ 1.645. Para la arménica Y, %, S0 = 2.93,

S100 = 5.19 ¥ S1900 = 7.49: crecen sin limite, aunque despacio (mas o menos como In N).
Una grafica que «parece» estabilizarse no prueba la convergencia: la decide un criterio.

Error al cortar una serie alternada. Si una serie alternada cumple el criterio de Leibniz,
el error al cortarla en un término es menor que el valor absoluto del primer término que
se omite.

Uso en ingenieria. Cortar una serie de Taylor da un polinomio que aproxima la funcién
cerca del centro. Asi calculan una calculadora y una computadora sen x, e o In x, y asi se
simplifican modelos: para angulos pequefos, sen § = 6 convierte la ecuacion del péndulo
en una que se resuelve a mano; v1+x = 1+ g y € = 1 + x linealizan una funcién cerca
de 0 (es la diferencial de la Parte 2A).

Ejercicio propuesto 4B.10.1 - Una serie con logaritmo
[oe]

Determine el caracter de Z
n=2

nlnn’
Resultado: Diverge.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 179.

Ejercicio propuesto 4B.10.2 - Una serie con exponencial
(o]

Determine el caracter de Z ne-
n=1

"* con el criterio de la integral.
Resultado: Converge (la integral vale i)

— Resolucién en el Apéndice E, p. 179.

Ejercicio propuesto 4B.10.3 - El error de la aproximacion del péndulo

Con la serie de Maclaurin de sen x, acote el error de la aproximacién senx = x para
x=0.1.

0.1
Resultado: El error es menor que —

o = 1.67x 10~ (el error verdadero es 1.666 x 107).

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 179.
Con la computadora
# Sumas parciales de 1/nA2 y su suma; serie de 1ln(1 + x)
from sympy import Rational, log, oo, pi, series, summation

from sympy import symbols
n = symbols("n", integer=True, positive=True)
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Unidad 4 - Parte B - Sucesiones y series: caracter, criterios, intervalo de convergencia, Maclaurin y Taylor

for N in (10, 100, 1000):
S = sum(Rational(1l, k+**2) for k in range(1l, N + 1))

print (N, round(float(S), 3)) # 1.55, 1.635, 1.644
suma = summation(1/n*+*2, (n, 1, 00))
print (suma) # pi**2/6

x = symbols("x"
print(series(log(l + x), x, 0, 5)) # X - X*%2/2 +
assert suma == pi**2/6
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Apéndice A - Formulario

1 Volver al indice

Las férmulas de todas las partes, en el orden del cuaderno. El examen no permite formula-
rio: este apéndice es para escribirlo de memoria y comprobar.

A.1 Parte 1A - Funciones
= Dominio: Ju = u > 0; i = u# 0;lnu= u>0;angsenu, angcosu = [u| < 1.
f .
D¢,y =1x€D € D¢} - Dy, =DrN D, - =, adi * 0.
* Dp,=1{x o | &(x) '} Drg f N Dy - en +, ademds g(x)
» Inversa: Dg-1 = Ry, Rp-1 = Dy; F(f1(x)) = x; grafica simétrica respecto a y = x.
= Inyectiva: estrictamente creciente o decreciente; recta horizontal corta una vez.
s y = k + c\Ja? — (x — h)?: circunferencia (c = 1) o elipse de centro (h,k); y = k +
c\J(x — h)? — a2 0 \/(x — h)? + a?: hipérbola.
m y=f(x—h)+k: traslaci()n (hk) - —f(x): reﬂejo eneleje x - f(—x):enelejey
» Paramétricas: sen®t + cos t=1-sec?t—tan®t = 1- cosh®t — senh®t = 1.

= angsen : [—l, l] - | == ] ang cos : [ 1, 1] [0’ ﬂ—] -angtan : R — (_g, %)
1 1 1
m e =x(x>0),Ine* :xvlogax:ﬁ-a": e¥lna

X_ =X X =X _ _
s senhx = & ze , coshx = % . senh 'x = ln(x+\lx2+1) . cosh lx =

ln(x+\lx2—1) tanh™ x—ll Lix,

1-x

A.2 Parte 1B - Limites y continuidad

v limy,, f(x) =L & limy_,, f(x) =lim,_ . f(x)=L.

= Indeterminadas: g, g 00 — 00, (- 00, %C (k # 0): limite infinito o no existe.

» XP+ad = (x+xa)x® Fax+a?)- WA-B)WA+B)=A- B
» Raices ¢/x, ¢x: x =™, m = mem(p, q), t — %a.

senu tanu 1—cosu 1 1-cosu
= Conu— 0: 1-==>1 —= = - — >0
sen ku senau a tanau a
L] g . - = - .
sen bu b senbu b

» Al infinito: Ln — 0; dividir entre la mayor potencia del denominador; Jx? = |x].

= Cociente de polinomios al infinito: grado menor arriba — 0; grados iguales — cociente
de coeficientes principales.

= Asintota vertical x = a: un lateral es +oo. Horizontal y = L: lim, .o, f(x) =

» Continuidad en c¢: f(c) definida - lim,_,. f(x) existe - lim,_,. f(x) = f(c).

m ¢ 50six > oo-tanhx —> +1six = +00-senh0 =0, cosh0=1.

A.3 Parte 2A - La derivada
w f/(x) = limy,_,g w - derivable = continua.
(W) =uv +w - (%)/ = Wy =yl -(Vu) =

» (senu) =cosuu’ - (cosu) = —senuw’ - (tanu)’ = sec’uu’ (sec u) =secutanuu’.

» (cotu) =—csc?uu’ - (cscu)’ = —cscucotuu’.
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A u ’r ’ u’ .
= (angsenu)’ = N (angtanu)’ = 1+u2 - (angsecu)’ = PN las «co» llevan
signo menos.
» Inversa: & = 1
dy dy/dx’

d(dy
dy _ayjar &y _ 5(2)
dx ~ dx/dt dx? dx/dt °
» Tangente y — yo = m(x — x) - normal con —% -Ax+ By +C = 0tienem = —%.

» Paramétrica:

-mimy = —1= ¢ = 90°".

. tan(p—‘

= Razén de camblo: figura, datos con signo, ecuacién, derivar respecto a t, sustituir al
final.

= EsferaV = éirr3, A = 472 - cilindro V = 772k - cono V = 2772k - circulo A = 772

= Diferencial: dy = f/(x)dx - f(x + Ax) = f(x) + f’(x)Ax.

s (Inu) = ”;, (€)Y = e - (a4) = a*lnau’ - (senhu)’ = coshuu’ - (coshu) =
senhuu’ - (tanhu)’ = sech®uu’.

»y=fS&lny=glnf,y =f§ (g’lnf+gf7)~

A.4 Parte 2B - Regla de L’H()pital

« I Hop1ta1( o —) lim £ i llm§ derivando por separado.

" 0-00: fg= ﬁ - 00 — oo: comun denominador.
= y=f&limy= gimglnf hmxﬁw(l + ) e - lim,, (1 +x)/x =

A.5 Parte 2C - Variacién y optimizacion

= Critico: ¢ en el dominio con f’(c) = 0 o f’(c) inexistente.

= Rolle: f continua en [a, b], derivable en (a,b), f(a) = f(b) = f’(c) = 0 para algin
c € (a,b).

= Valor medio: f continua en [a,b], derivable en (a,b) = f’(c) =
c € (a,b).

» Weierstrass: continua en [a,b] = alcanza maximo y minimo absolutos. Bolzano: conti-
nuay f(a)f(b) <0 = f(c) =0 para algin c € (a,b).

= f” > 0:crece - f’ < 0:decrece - f” > 0: cobncava U - f” < 0: cobncava N.

= Primera derivada: + — — méximo, — — + minimo. Segunda derivada: f'(c) = 0y
f”(c) < 0 maximo, f”(c) > 0 minimo.

» Inflexién: f” cambia de signo en ¢ del dominio; punto (c, f(c)).

= Absolutos en [a, b]: comparar f en los criticos y en a, b.

- 2
= Areasy volimenes: triangulo equilatero \/73(32 - sector %l = %,l =1 -cilindro V = zr?h,

1
lateral 27zrh - cono V = =7 R%H.
= Optimacién: objetivo, restriccion, una variable, dominio, critico, justificacion, respuesta
con unidades.

f®)—f(a) (b) f (@)

para algun
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A.6 Parte 3A - Integrales definida e indefinida

b—a

» Riemann: Ax = %= a+ilx,

b n
[ sax = im 3 sy ax.
a i=1

. Z?:l i n(n2+1); Z?:l 2 n(n+1)6(2n+1); Z?:l 3= [n(nz-ﬂ)]z.
Valor medio: f = Iﬁ fab £f(x) dx. TVM: existe ¢ € [a,b] con f(c) = f.

TFC: f: f(x)dx = F(b) — F(a), con F’ = f.
= Limites variables:

d g(x)
- J ) f@®)dt = f(g(x)) g’ (x) = f(R()) I’ (x).

dx Jn(x

. f% = Inlu| + C; [ tanudu = — In|cosu| + C; [ cotudu = In|senu| + C.

du _ 1 u . du _ u
. ja2+uz —Eangtana+C,fm—angsenz +C.

A.7 Parte 3B - Aplicaciones de la integral

» Areaenx: A= fab[f(x) - g(x)]dx, con f arriba.
< d

= Areaeny: A = [[xXger — Xizq|dy.

= Arco, cartesianas: L = f: J1+ [ ()] dx.

= Arco, paramétricas: L = j}? %2+ y2dt.

= Arco, polares: L = Jf Jré + ()2 do.

= Discos y arandelas: V = 7 f:(RZ - rz)dx (o dy).

= Capas:V =2x fab p hdx, con p la distancia al eje.
2 1+cos2u

. L. 1—cos 2 2 2
» Identidades tutiles: cos®u = — senu = %, cosh” x —senh” x = 1.

= Trabajo: W = fab F(x)dx - resorte F = kx, W = ]EC (b* — a*) - bombeo: peso de la capa
pg A(y) dy por la distancia que sube.

A.8 Parte 3C - Integral impropia
0 ; b . b , b

» [ f =limy [, f - integrando no acotado en a: [, f = lim;_,+ [, f - punto malo
interior: partir y que las dos partes converjan.

] IIOO i—J; converge si p > 1; jol %, sip<l1.

A.9 Parte 4A - Métodos de integracion

» Partes: f udv =uv — f v du; eleccidon de u con LIATE (logaritmo, inversa, algebraica,
trigonométrica, exponencial).

» [Inxdx = xInx —x; [ angtan x dx = xang tan x — % In(1 + x?).

» [tanxdx = —In|cosx|; [ secxdx = In|secx + tanx]|; [ escxdx = In|cscx — cot x].
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" sen’x = %(1 — 08 2x); cos® x = %(1 + 08 2x); 1 + tan® x = sec® x; 1 + cot? x = csc? x.

2 —x_1 . 2 —x,1
= [sen xdx—12 4sen2x,fcos xdx =3 + 7 sen2x.
v [secdxdx = E(secxtanx+ln|secx+tanx|).

—x2 > x = asenf; Va2 +x2 - x = atan®;

= Sustitucién trigonométrica: /a?

NESE —>x—asec€

du
] Im = angtan— f\/; —angsen [ —— uz = —angsec—
du 2 2
. = —ln‘u+ u? +d?|.
. . . A A .
= Fracciones parciales: ﬁ por factor lineal; x—_lr +o (x—];)" por factor repetido; %

por cuadréatico irreducible.

Adx _ A xdx _ 1 2
J‘(x—r)z T oxr’d x%q T 2 In(x® +g).

A.10 Parte 4B - Sucesiones y series

» Término n-ésimo: lima, # 0 = Y. a, diverge.

= Geométrica: 220:1 ar"1 = 1L7r si|r| < 1; diverge si |r| > 1.
= Serie p: ), ip converge siy solo si p > 1.

1 |,

» Cociente: L = lim ; L < 1 converge, L > 1 diverge, L = 1 no decide.

an

, a . ,
= Comparacion en el limite: lim h—" = ¢ € (0, 00) = mismo carécter.
n

= Integral: f continua, positiva y decreciente, a, = f(n) = Y. a, y floo f tienen el mismo
caracter.
= Leibniz: 3(~1)""1b, converge si b, decrece y b, — 0.

o
= Taylor: f(x) =Y,,_, f—@( — a)"; Maclaurin con a = 0.
] X_Znox en(—1,1).

s = ano . enR.
_ 00 (*1)”}62'”1
" senx =y, g o R

00 _1\1,-2n
" cosx:Zn_o% enR.

._‘

2n+1

= senhx =Y, , @D ycoshx Yo (2 )', nR.
. ln(1+x):Z;°=1( 1) en( 1,1].
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Apéndice B - Examenes

1 Volver al indice

B.1 Cémo seran los examenes

Todavia no hay exdmenes publicados del Plan 2026. El programa pide un examen final como
evaluacion sumativa y no dice como es; los finales y extraordinarios de los planes 2010 y
2016 de las materias que se juntaron en esta (Calculo Diferencial, Célculo y Geometria
Analitica y Célculo Integral) traian seis problemas en dos horas, uno por tema y en un
orden fijo, sin calculadora ni formulario. Los simulacros de este apéndice siguen esa forma
con los cuatro temas del programa 2026: siete problemas, uno por cada bloque de temas,
todos tomados de examenes de los planes anteriores en temas que no cambiaron.

B.2 Simulacros

Cada simulacro retine ejercicios propuestos en el orden del programa. Resuélvelo en 2
horas y media, sin calculadora, sin formulario y sin ver el cuaderno; después calificalo
con las resoluciones del Apéndice E. El problema 6 son tres integrales, una por método,
que valen lo mismo.

Simulacro I

Problema Tema Ejercicio Examen de origen
1 Inversa de una 1A.6.4 Calculo Diferencial, 2° final 2001-2,
funcién en tipo A, problema 1
paramétricas
2 Tres limites 1B.6.4 Calculo Diferencial, ler final 2006-1,
tipo B, problema 2
3 Razoén de cambio 2A.6.3 Calculo y Geometria Analitica, ler
final 2020-1, tipo A, problema 3
4 Optimacién 2C.6.2 Calculo Diferencial, 2° final 2001-2,
tipo A, problema 5
5 Area entre curvas  3B.6.1 Célculo Integral, 2° final 2016-2,
problema 4
6 Tres integrales 4A.6.1, Calculo Integral, 2° extraordinario
4A.6.3, 2010-1, tipo A, problema 3, inciso a);
4A.6.6 2° final 2015-2, tipo B, problema 3,

inciso a); 2° extraordinario 2019-1,
problema 3, inciso c)
7 Intervalo de 4B.6.1 Calculo Integral, 2° final 2017-2,
convergencia problema 1

Simulacro IT
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Problema Tema Ejercicio Examen de origen
1 Inversa de una 1A.6.3 Calculo y Geometria Analitica, ler
racional parcial 2025-1, tipo C, problema 2
2 Asintotas y limite ~ 1B.6.6 Célculo y Geometria Analitica, 2°
final 2025-1, tipo A, problema 2
3 Recta tangente a 2A.6.1 Célculo Diferencial, 2° final 2013-1,
una curva tipo A, problema 4
paramétrica
4 L’Hopital, forma 2B.6.1 Calculo Integral, 2° final 2020-1,
1% problema 2
5 Valor medio y 3A.6.5 Calculo Integral, 2° extraordinario
teorema del valor 2012-2, problema 1
medio
6 Tres integrales 4A.6.2, Calculo Integral, ler extraordinario
4A.6.5, 2015-1, problema 3, inciso a); 2°
4A.6.7 extraordinario 2012-2, problema 3,

inciso a); ler final 2018-2, tipo A,
problema 3, inciso c)
7 Serie de 4B.6.5 Calculo Integral, ler final 2017-2, tipo
Maclaurin A, problema 1

Después del simulacro. Con 60 o méas en los dos simulacros, estas listo para el examen.
Si un problema falla, vuelve a su parte y resuelve otra vez sus ejercicios de examen. Para
practicar mas, cada parte tiene otros propuestos de examenes en el mismo formato; la inte-
gral impropia, por ejemplo, esta en el ejercicio 3C.6.1 (Célculo Integral, 2° extraordinario
2010-1, tipo A, problema 2).
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Apéndice C - Fe de erratas

1 Volver al indice

Todas las resoluciones de este cuaderno son propias. Varios examenes de Calculo Integral
de los planes anteriores traen una resolucion publicada; para cada problema usado aqui
que la tiene, se comparé con la resolucién propia, verificada con algebra computacional.
Aqui se registran las diferencias: resultados distintos, pasos que cambian el resultado y
enunciados con datos que sobran, faltan o admiten dos lecturas. No se registran las formas
equivalentes de un mismo resultado (otra constante de integracion, otra forma algebraica).
Los ejercicios propios del Plan 2026 no tienen resolucion publicada.

C.1A - Unidad 1 - Parte A - Funciones: dominio, recorrido, inversa,
representaciones, trascendentes y modelos

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.1B - Unidad 1 - Parte B - Limites y continuidad: formas indeterminadas,
limites al infinito y funciones por partes

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.2A - Unidad 2 - Parte A - La derivada: reglas, implicita y paramétrica,
tangentes y razon de cambio

2° final 2013-2, tipo A, problema 4: El enunciado pide la razén «en el instante en el

cual el esquiador se encuentra a una distancia de 3 m del punto méas bajo de la rampa».
. dx _ 4dp

Como la rampa es recta y la rapidez es constante, il

ese dato sobra; en este cuaderno se omite.

no depende del instante y

2° final 2013-1, tipo A, problema 4: El enunciado pide «una ecuacién de la recta
tangente» en el punto de ordenada %, pero la curva (y = 1 — x?) tiene dos puntos con esa

ordenada, (i%, %), con tangentes distintas. En este cuaderno se fija el de abscisa positiva
y se da también la otra tangente.

2° final 2006-2, tipo A, problema 4: El enunciado habla de «el punto P», pero hay dos
tangentes a y = x> que forman 45° conlarecta3x —y+1=0:en(-1,1) y en (i %) En
este cuaderno se dan los dos.

1er final 2005-2, tipo B, problema 2: El enunciado pide % en y = 1, donde Z—f y ‘;—3; se
anulan a la vez y la formula paramétrica da %. En este cuaderno se simplifica el cociente

o . . 1
antes de evaluar o se elimina el parametro (x = 1 — y?); las dos vias dan -3

C.2B - Unidad 2 - Parte B - Regla de L’Hopital: las siete formas indeterminadas

2° final 2010-2, tipo A, problema 2: En la resolucion publicada, al aplicar la regla de
L’Hopital a In cosh x/ senh x se escribe la derivada del denominador como senh x (es
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cosh x); con eso se obtiene limIn y = 1 y el resultado e. El limite verificado de Iny es 0y
el valor verificado del limite es 1.

C.2C - Unidad 2 - Parte C - Variacion y optimizacion: valor medio, analisis de la
grafica y optimacion

1er final 2005-2, tipo B, problema 6: El enunciado no dice qué caras tiene el recipiente;
la figura dibuja todas las aristas del prisma. En este cuaderno se toma el prisma cerrado

(dos triangulos y tres rectangulos), con L = 3/6 + 34/2 m; si la cara de la hipotenusa fuera
abierta, resultaria L = 3/6 m.

C.3A : Unidad 3 - Parte A - Integrales definida e indefinida: sumas de Riemann,
valor medio, teorema fundamental e inmediatas

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.3B - Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de arco,
volumen de revolucién y trabajo

2° extraordinario 2015-1, problema 4: En la resolucién publicada la curva de la derecha
aparece como x = y% —2y en lugar de x = 2y — y?, y el integrando queda (y? — 2y) — (3> -
4y) = 2y; el area coincide por casualidad, 9 [u?], pero el integrando verificado es 6y — 2y2.
La ecuacién de los cortes aparece como 2y% — 6 = 0; la verificada es 2y? — 6y = 0.

C.3C : Unidad 3 - Parte C - Integral impropia: convergencia y divergencia

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.4A - Unidad 4 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustituciéon
trigonométrica y fracciones parciales

1er final 2010-2, tipo A, problema 4, inciso a): En la resolucion publicada se integra
¢* sen x en lugar de e?* sen x y aparece —%(cosx —senx) + C; para el integrando del

. . 1
enunciado, el valor verificado es gezx (2senx —cosx) + C.

2° extraordinario 2019-1, problema 3, inciso b): En la resolucion publicada se toma
v = x? para dv = x dx y aparece x? ang sec x — Vx% — 1 + C, el doble del resultado; con

2 2
. 1
v = x? el valor verificado es x? angsecx — 5\/362 —-1+C.

ler extraordinario 2015-1, problema 3, inciso b): En la resolucion publicada, con las
constantes correctas A = 1, B= —1, D = 1, el resultado aparece como In(x — 1) + In(x —
2) + ﬁ + C; el valor verificado es In|x — 1] — In|x — 2| — ﬁ +C.

ler extraordinario 2015-1, problema 3, inciso a): En la resolucion publicada el re-
sultado aparece como %xz(ln x)? — %x Inx + %}xz + C; el segundo término verificado es

_1.2
X Inx.
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C.4B - Unidad 4 - Parte B - Sucesiones y series: caracter, criterios, intervalo de
convergencia, Maclaurin y Taylor

2° final 2018-1, problema 1: En la resolucién publicada la derivada de orden n aparece

como f(”)(x) = @%, el signo verificado es (—1)"*! (por ejemplo, f7(0) = % > 0).

La serie final publicada si es la correcta.

ler final 2017-2, tipo A, problema 1: En la resolucién publicada el resultado enmarcado

1 . A 1 . )
es 5 Yoo (n+ 1)x", que omite el término constante 2 el resultado verificado empieza en

1 o . . s s
n=0:5 Y,—o(n+ 1x", como en el renglén anterior de la misma resolucion.

157



Apéndice D - Fuentes

Apéndice D - Fuentes

1 Volver al indice

Programa de la asignatura

= Programa de estudios de Cdalculo Diferencial e Integral del Plan 2026 de Ingenieria en
Computacion (primer semestre, 10 créditos, 96 horas: 64 de teoria y 32 de practica;
obligatoria, sin seriacion antecedente). Cuatro temas: funciones y limites; derivada y
sus aplicaciones; integral definida e integral indefinida; métodos de integracion.

De él se tomaron el orden de las unidades y de sus partes, el objetivo del curso, el objetivo
de cada tema y el contenido literal de cada parte.

Examenes

Todavia no hay examenes del Plan 2026. Los ejercicios de examen salen de los examenes
de los planes 2010 y 2016 de las materias que se juntaron en esta, en los temas que no
cambiaron; son los mismos que usan Curso de Emergencia, Calculo Diferencial y Curso de
Emergencia, Calculo Integral, que los listan completos en su Apéndice D. En cada ejercicio
se cita el examen del que se adapt6 con la forma «1er final 2011-2, tipo A, problema 3»;
los de Calculo y Geometria Analitica llevan el nombre de la materia.

» Temas 1y 2 (Partes 1A, 1B, 2A y 2C): 10 examenes finales de Calculo Diferencial
(Plan 2010 y la version anterior de la misma materia, de 2001-2 a 2013-2) y 39 exdmenes
finales y 17 parciales de Calculo y Geometria Analitica (Plan 2016, de 2016-1 a 2026-2).

= Partes 2B, 3A, 3B, 3C, 4A y 4B: 112 examenes finales y extraordinarios de Calculo
Integral: 52 del Plan 2010 (de 2010-1 a 2016-2) y 60 del Plan 2016 (de 2016-2 a 2026-1),
mas los parciales del Plan 2016 para las series.

Los enunciados estan redactados de nuevo, las figuras estan redibujadas y las resoluciones

son propias; las resoluciones publicadas solo se usaron para cotejar (Apéndice C). Los

ejercicios de las secciones «Lo que agrega el Plan 2026» son propios y no llevan cita de
examen.

Bibliografia del programa

Basica

= Garcia, P., Castafieda, J. E. y Jurado, M. Calculo diferencial e integral con geometria
analitica para ingenieria, 1.* ed., 2017.

= Larson, R. y Edwards, B. Calculo diferencial e integral, 1. ed. Cengage, 2023.

= Smith, R. T., Minton, R. B. y Rathi, Z. A. Calculo de una variable: trascendentes tempranas,
1.2 ed. McGraw-Hill, 2019.

= Stewart, J., Clegg, D. y Watson, S. Calculo: trascendentes tempranas, 1.* ed. Cengage
Learning, 2021.

= Zill, D. y Wright, W. Calculo. Trascendentes tempranas, 4. ed. McGraw-Hill Interameri-
cana, 2023.

Los temas que el programa 2026 agrega (representacion implicita, funciones como modelos,
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sumas de Riemann con software, trabajo mecanico, criterio de la integral y visualizacion
de series) se redactaron con estos textos, que los tratan en sus capitulos de funciones, de
aplicaciones de la integral y de series infinitas; los ejercicios de esas secciones son propios.

Software

= SymPy, biblioteca de Python para matematicas simbdlicas (https://www.sympy.
org). Los recuadros «Con la computadora» la usan; su codigo corre tal cual y comprueba
el resultado impreso. Con la biblioteca matplotlib, sympy . plot dibuja las graficas.

La notacién de este cuaderno (ang sen x, ang tan x y ang sec x para las trigonométricas

inversas; senh x y cosh x; «ordenada media»; [u?] y [4®] para las unidades de 4rea y

volumen) es la de los enunciados de los examenes.
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1 Volver al indice

E.1A - Unidad 1 - Parte A - Funciones: dominio, recorrido, inversa,
representaciones, trascendentes y modelos
Ejercicio 1A.6.1 «— volver

1. Dominio: la raiz esta en el denominador: x — 1 > 0, es decir, Df = (1, ).

2. Recorrido: vx — 1 toma todos los valores positivos, y su reciproco también: cuando
x — 1%, f(x) - oo; cuando x — oo, f(x) — 0T. Como f es continua y decreciente,
Rf = (0, 00).

3. Grafica:lade % trasladada una unidad a la derecha; asintota vertical x = 1y horizontal

y=0.Pasapor(2,1)y (5, %)

y

Ejercicio 1A.6.2 « volver

1. fog: f(x* +1) = yx2 +1. Como x?> + 1 > 1 > 0 para todo x, g(x) € Dy siempre:
dominio R.

2. Recorrido de f - g: x% + 1 toma todos los valores de [1,00), y su raiz, los de [1, ). El
minimo es 1, en x = 0.

3. f-g:Jx(x*+1), con dominio DyNDg = [0,00) N R = [0, o).

4. Recorrido de f - g: es producto de dos funciones no negativas y crecientes en [0, o),
asi que es creciente; vale 0 en x = 0 y crece sin limite: [0, ).

Ejercicio 1A.6.3 <« volver

L Dy =R\ {—%} (denominador # 0).

2. Despeje: y(3x+2)=x—1=3xy—x=-1-2y = x(By—-1) =-Qy+1),ysiy # %
2y+1

x = .
1-3y
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3. Cony = % la ecuacién queda 0 = —g: no hay x. Entonces Ry = R\ {%} y para cada
otro y hay un tnico x: f es inyectiva.

4. Intercambio: f~'(x) = f’i;lc con Dg-1 = Ry =R\ {%} y Rp-1 =Dy =R\ {_g}
5. Comprobacién: f(0) = —% y £ (—%) =9 -y

Ejercicio 1A.6.4 «— volver

1. Forma cartesiana: cost = § sent = % y % + }1}—; =1.Conx >0,y > 0es el cuarto
de elipse del primer cuadrante: y = 2\/9 —x%, x €0, 3], con recorrido [0, 4].

. Inyectividad: en [0, 3], 9 — x2 decrece, asi que f es decreciente: tiene inversa.

. Despeje: x* =9 — 91—};2 = % (16 —yz) y, como x > 0, x = %m

Inversa: f~!(x) = %\/16 —x%,con D1 = [0,4] y Rp-1 = [0,3].

5. Graficas: f vade (0,4) a (3,0); f~1, de (0,3) a (4, 0): el cuarto de la elipse

:-IAUJN

2y _
=+ =1

Ejercicio 1A.6.5 «— volver

Dominio: cosht es creciente parat > 0, con cosh 0 = 1y sin cota superior: x € [1,c0).
Recorrido: senht es creciente, senh 0 = 0 y sin cota: y € [0, 00).

2
Grafica: mitad superior de la rama derecha de la hipérbola x? — yz = 1: empieza en el

vértice (1,0) y se acerca a la asintota y = 2x.

1.
2.
2
3. Forma cartesiana: con cosh®t — senh®t = 1, x2 — yT =1.Comoy >0,y =2Jx*—1.
4.
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Ejercicio 1A.6.6 «— volver

1. Elrectangulo mas grande que se corta del tronco esta inscrito en el circulo: su diagonal
es el didmetro D.

2. Si h es el alto, por Pitagoras x% + h? = D?, asi que h = \/D? — x2.

3. Area: A = xh = x\JD? — x2.

4. Dominio: x > 0y h > 0, es decir, 0 < x < D.
Ejercicio 1A.10.1 - Una funcién dada en forma implicita «— volver

1. Despeje: 9y* = 36 — 4x> = % = g (9—x2) =y= i§\/9 — x%. La condicién y < 0
elige el signo negativo.

2. Dominio: 9 — x>0 < —-3<x<3.

3. Recorrido: laraiz va de 0 (en x = +3) a 3 (en x = 0), asi que y vade —2 a 0: [-2,0]. Es

2 2
la mitad inferior de la elipse % + yz =1

Ejercicio 1A.10.2 - Volumen de una caja como modelo «— volver

1. La base es un cuadrado de lado 30 — 2x y la altura es x: V = x(30 — 2x)2.

2. Dominio: x > 0y 30 — 2x > 0, es decir, 0 < x < 15.

3. V(5) = 5- 20 = 2000 cm?>. (E]l volumen maximo se obtiene en la Parte 2C: justamente
x=5)

Ejercicio 1A.10.3 - Logaritmo de una cuadratica «— volver

1. Dominio: el argumento del logaritmo debe ser positivo: 4 — x2 >0 < —-2<x < 2.

2. Recorrido: 4 — x2 toma todos los valores de (0, 4] (el maximo, 4, en x = 0). Como In es
creciente, f toma todos los valores de (—oo,In 4]: cerca de x = +2 el argumento tiende
a 0% yIn tiende a —oo.
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Ejercicio 1A.10.4 - Inversa de un coseno hiperbdlico «— volver

1. coshx es creciente en [0, 00) con cosh 0 = 1: f es inyectiva y Ry = [2,00).

Yy —4
2

2. Despejeconu:ex:y:u+i=>u2—yu+l:0=>u:

u =e* > 1y se toma el signo +.
y+\/y2_4 . . -1 x+\x2—4 X
3. x = In=——=——; al intercambiar, f~'(x) = In ———— = angcosh > con

2 2
Df—l =[2,00)y Rf—l = [0, o).

. Como x > 0,

E.1B - Unidad 1 - Parte B - Limites y continuidad: formas indeterminadas,
limites al infinito y funciones por partes

Ejercicio 1B.6.1 <« volver

1. Las dos reglas son polinomios; el unico punto en duda es x = a, cona > —2.

2. Condicién 1: f(a) = a® + 4 (primera regla); se cumple.

3. Condicién 2: lim,_,, f(x) = a® + 4 y lim,_,,+ f(x) = (a — 2)°. Se igualan: a + 4 =
a® —4a+4,de donde 4a =0ya = 0.

4. Condicién 3: con a = 0, el limite vale 4 = f(0); se cumple. Ademas a =0 > —2.

5. Resultado: a = 0.

En el original la segunda regla se lee (x — 2).

Ejercicio 1B.6.2 «— volver

0
1. a) Forma —. En senos y cosenos:

cscdx sen 3x _ 3 sen3x  4x 1

3
= = . - 2
cot3x sen4xcos3x 4 3x sen4x cos3x 4
El lateral por la derecha coincide con el limite bilateral.
2. b) Forma g. Conx =13t > 2y 2x—16 = 2(t3 - 8).
3. Diferencia de cubos:
t—2 1 1

= —
20t —2)(t2 +2t +4) 2t +2t+4) 2-12

1
24
4. Resultado: a) 3, b) L
4’ 24
Ejercicio 1B.6.3 <« volver

1. a) Forma %. Doble racionalizacion:
A-vV5-x)(1+v5-x)=1—-(5—-x)=x—4,
B-V5+x)B3+V5+x)=9—-(5+x)=—(x—4).

2. Se cancela x — 4:

1-V5-x _ 3+4V5+x  3+3 _
3—-5+x 1++45-x 1+1
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senx

3. b) Forma 9 Contanx = :
0 cos x

XZ

2
X
:( )cosx—>1-1:1.
sen x tan x sen x

4. Resultado: a) —3;b) 1.

Ejercicio 1B.6.4 « volver

1. a) Forma g. Doble racionalizacion:

Wx=3){x+3)=x-9,
(4—V2x—2)4+V2x—2) =18 —2x = —2(x - 9).

2. Se cancela x — 9:

Jx =3 __4+\/2x—2_> 8 _ 2
4—+2x-2 2(Jx +3) 12 3

3. b) Forma g,

0
4tan2x _ 4 tan2x 3x 2x 4 2 _38
3sen3x 3 2x sen3x 3x 3 3 9
4. c¢) Forma E Se divide entre x%:
6+2+ %
X X - 6
1+2-2
X X
5. Resultado: a) —%; b) %; c) 6.
Ejercicio 1B.6.5 <« volver

1. a) Forma %, Conx=t?(fx=tt— 1)

-t tt-DE+t+1)
r—1 -1

=t +t+1) - 3.

2. b) Forma %:
tan2x _ 2 tan2x = 3x
sen3x 3 2x sen 3x

2
- =,

3
3. Resultado: a) 3; b) %

Ejercicio 1B.6.6 «— volver

2

1. Dominio: x° — x = x(x — 1) # 0, asi que Dy = R\ {0, 1}. Simplificacion:

ENCE i |

1
g(x)—m— p :1—; (x =0, x = 1).
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2. a) Asintota vertical: en x = 0 el numerador simplificado vale —1; lim,_, o+ g(x) = g—} =
—oco y lim,_,g- g(x) = 400. La recta x = 0 es asintota vertical. En x = 1 el factor se
canceld: no hay asintota, hay un hueco.

3. Asintota horizontal: lim,_,, (1 - %) =1;larectay=1.
4. b) lim,_,; XT_I = (T) = 0. La discontinuidad en x = 1 es evitable.

5. c) La grafica es la hipérbola y =1 — % sin el punto (1, 0).

y

Ejercicio 1B.10.1 - Una constante para la continuidad en un intervalo < volver

1. Parax # 2, f(x) = % = x + 2: continua en [0, 2) y en (2, 3].
2. En x = 2: lim,_,5(x + 2) = 4. La funcién es continua ahi si f(2) = k = 4 (la disconti-
nuidad es evitable).

3. k=4.

Ejercicio 1B.10.2 - Diferencia de una raiz y una recta al infinito «— volver

1. Forma oo — co. Se multiplica y divide por el conjugado:
2

2 _
lx2+3x—x=x +3x—x° 3x

\/x2+3x+x - \/x2+3x+x.

2. Se divide entre x (con x > 0, \x* = x): 3 3 .
Jieder 1FE
X
3. El limite vale %
Ejercicio 1B.10.3 - La asintota de un modelo «— volver

_[/10 _ l [/10 z
1. 2 = — 0 cuando t — oo, porque la base esta entre 0 y 1.

2. limy_,e (= 20 + 70 0 = 20.
3. Larecta T = 20 es asintota horizontal: la temperatura se acerca a la del cuarto,
20 °C, pero T(t) > 20 para todo t.
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E.2A - Unidad 2 - Parte A - La derivada: reglas, implicita y paramétrica,
tangentes y razon de cambio

Ejercicio 2A.6.1 «— volver
1. Punto: y = cos? 8 = % = sen’f = i =>x?=: Con abscisa positiva, x = =: P (; i)
2. Derivadas respecto a 6: 2x =2senfcosly —= d9 = —2cosfsend.

i _y _ 723en9c059 _ P . . _
3. Cociente: = = —=="=" T = 2x. (Lo mismo sale al eliminar el parametro: y =

1—sen’0=1-x2%)
4. Enx = %:mz—l.Tangente:y—% = (x— 5) =4x+4y—-5=0.
5. En el otro punto de ordenada %, (—%, Z)’ la pendiente es 1 y la tangente es 4x—4y+5 = 0.

Se agregd «y abscisa positiva» al original.

Ejercicio 2A.6.2 <« volver
1. Sea P(a,a?). La tangente tiene pendiente m = 2a; la recta, my = 3.
o _ 4 _ |3—2a
2. tan45° =1= |—F dos casos.
3—2a 1+6a 1 1
3. Trea :l=>3—2a=1+6a=>a:2,conm= 7
g4, 20 - 4 =3-2a=-1—-6a=a=-1,conm=—2.
1+6a
—(-2) 137
5. Comprobacién: con m = -2, 3 1(76 =—1;conm = 2 H—% = 1. En los dos el angulo
2
agudo es de 45°.
. 11
6. Puntos: P(—1,1)y P ( 6)
Ejercicio 2A.6.3 « volver
1. Variables: y (recorrido de A), x (de B), h (distancia entre ellos). Datos: dy =3, ‘Z—f =5

(m/s).
2. Instante: y = 9 alost = 3 s; entonces x =5(3) =15y h V81 + 225 = /306 = 34/34.
3. Ecuacion: h? = x% + 2. Derivando: Zh'; = 2x— + 2y

4. Sustitucién:
@ 15(5) +9(3) _ 102 = i m/s.

dt 334 334 \F
5. Comprobacion: h = /(3t)? + (5t)2 = \/34t, que crece siempre a v/34 m/s.

Ejercicio 2A.6.4 «— volver

. a) Se simplifica primero: Ine” = y. La ecuacién es ¥ —x = y.

. Derivacion implicita: e (y + xy’) — 1 =y’

1-ye”

f xev—1"

. b) (2—’; = 9cosh(3t) y d—}; = 6 senh(3t) (sin cambio de signo: (coshu)’ = senhu u’).
dy _ 6senh(3t)

1
2
3. Seagrupa: (xe*V — 1)y =1—yeV =y =
4
> dx _ 9cosh(3t)

= % tanh(3t).

Ejercicio 2A.6.5 <« volver
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. 1 _1 — 9. 1
. Punto: = = 5 zx—2 P(Z’z)'
. Pendlente f’ (x) m= —i.
. Tangente: y — 5 ——Z(x—2)=>y:—§ +1l,0x+4y—4=0.
. Intersecciones: con el eje x (y = 0), x = 4; coneleje y (x =0), y = 1.
. Area: %(4)(1) =2

x2’

G W N =

Ejercicio 2A.6.6 « volver
1. A= xr?, asi que dA = 27r dr.

2. Conr =20 ydr=0.02: dA = 277(20)(0.02) = 0.87 cm?.

3. Exacto: AA =  (20.02% — 20%) = 7(0.8004) cm®.

4. La diferencia, 0.00047 = x(dr)?, es despreciable frente a dA.

Se cambib la pregunta del original, que pide la rapidez con que aumenta el area si el radio
crece a razén de 0.02 cm/s: dA = 27 r =0.871 cmz/s el mismo numero.

Ejercicio 2A.6.7 « volver
1. y =l=sen2t=1=t= E (Gnico en el intervalo). Punto (0, 1).

2. 4 =2cos2ty o d = 2cos 2t( sen2t)(2) = —4sen2tcos2t. Ent =2 las dos valen 0:

d
la formula da 2.

3. Se simplifica antes de evaluar (para cos 2t # 0):

d_y _ 2cos 2t _ 1
dx  —4sen2tcos2t 2sen2t’

Cuando t — % el cociente tiende a —%

4. Otra forma, sin el pardmetro: x = cos?2t =1—sen?2t=1— y Entonces d—y =-2yy
dy _ 1 _ 1 _
e T 2eny—l.

Ejercicio 2A.10.1 - Velocidad y aceleracion de un movil «— volver

1. v(t) = s'(t) = 3t2 — 12t + 9y a(t) = v/(t) = 6t — 12.

2. Reposo: 3t2 — 12t +9 =3(t —1)(t —3) =0 =t = 1yt = 3 5. Entre ellos, v < 0: la
particula regresa.

3. a(t) =0=1=2s;v(2) = 12—24+49 = —3 m/s, la velocidad més negativa del recorrido.

Ejercicio 2A.10.2 - Una raiz ctbica con la diferencial «— volver

1. f(x)=3¥x,x=8dx=0.12; f'(x) = Tlm asi que f'(8) = é
2. dy = f’(8)dx = % =0.01.
3. Y812 ~ f(8) + dy = 2+ 0.01 = 2.01.

E.2B - Unidad 2 - Parte B - Regla de L’Hopital: las siete formas indeterminadas

Ejercicio 2B.6.1 <« volver

167



Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1. Base — 1, exponente csc x — oo: forma 1%

In(x + cos x)

2. Iny =cscx In(x + cosx) = , de la forma g.

) sen x
3. L’'Hopital:
1 —
lim Iny = lim S TSRX
x—0* x—0+ (x + cos x) cos x
4. lim (x + cos x)°¢¥ = ¢l =e.
x—0F
Ejercicio 2B.6.2 «— volver
+1
1. Forma oo — 0o, Comtin denominador: = e f 0’ , de la forma g.
AL 1-¢*
2. L’Hopital: —e, otra vez 2.
e — 1+ xe¥ 0
3. Otra vez: S N _—1
2eX + xe* 2
4. El limite vale —%.
Ejercicio 2B.6.3 « volver
1’1(2—

, de la forma 9

1. Forma oo - 0. Como cociente: o

S
~ 1
2. L’'Hopital: numerador cos( ) (- xZ) denominador — o

3. Cociente: 2 Cos(a) — 2cos0.
4. El limite vale 2.

Ejercicio 2B.6.4 « volver

1. Base — 1, exponente coth x — co: forma 1%

In(1 — senh x.)

2. Iny = cothx In(1 — senh x) = , de la forma %.

) tanh x
3. L'Hopital:
—cosh x/(1 — senh x)
lim Iny = lim =-1
x—0F x—0* sech2 x
4. lim (1 — senhx)®thx = g1,
x—0*
Ejercicio 2B.10.1 - L’Hoépital dos veces con la exponencial <« volver

s 110 _ 0
1. Al sustituir: T o

X —
2. L'Hopital:

X 0
3. Otravez — — <.

2 2

4. El limite vale %

1 0
, otra vez o
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E.2C - Unidad 2 - Parte C - Variacion y optimizacion: valor medio, analisis de la

grafica y optimacion

Ejercicio 2C.6.1 « volver

1. Dominio R. f/(x) = 2 — x — x? = —(x® + x — 2) = —(x + 2)(x — 1). Criticos: x = =2 y
x=1

2. a) —(x + 2)(x — 1) es positivo entre las raices y negativo fuera: decreciente en (—co, —2),

creciente en (—2, 1), decreciente en (1, c0).
3. b) f”(x)=—-1-2x,ceroenx = —%: 7 >0six< —% (concava hacia arriba) y f” < 0

six > —% (hacia abajo). Inflexién: f(—%) =—1-1-1+ 21—4 = —%.
4. ¢)Enx = -2, f’ pasade —a+y f”(-2) = 3 > 0: minimo relativo f(-2) = -1 —
4—-2+ g = —%. Enx = 1,de +a—vy f”(1) = =3 < 0: maximo relativo f(1) =
1 11
-14+2-— E - 5 =5
5. Para la grafica: f(0) = —1, f(—4) = ?, f(g) ~ —4.33.
y
méx. (1, 1/6)
= 22 —— x
1 2
inflexion
(=1/2, —25/12)
min. (-2, —13/3)
Ejercicio 2C.6.2 «— volver
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1. Variables. Por simetria, el vértice del primer cuadrante es (x, y), con lados 2x y 2y.
2. Funcion objetivo: A = 4xy. Restriccion: el vértice estd en la elipse, y = %\/ 16 — x2.
3. Una variable: A(x) = 3x4/16 — x2, con 0 < x < 4.

4. Critico:

3x2  3(16 —2x%)

A'(x) =3V16 — x% — =0 = x=2V2.

16—x2 16— x2

5. Justificaciéon: el numerador 3(16 — 2x%) pasa de positivo a negativo en x = 2v2:
maximo. (Ademas A — 0 en los extremos x =0y x = 4.)

6. y= %\/g = %E Lados: 2x = 442y 2y = 3/2.
7. Resultado: A = 442 - 34/2 = 24 unidades de 4rea (en general, 2ab).

Ejercicio 2C.6.3 «— volver
1. Restriccion. Volumen: area del triangulo por la longitud, —h =3 = h= L62

2. Funcién objetivo. Dos tridangulos de area 7; dos rectangulos L x h (los catetos) y uno

V2L x h (la hipotenusa):

6(2 ++2
S=L2+(2+\/§)Lh:L2+(T\D, L>0.
3. Critico: 5
6(2 ++/2
S’(L):zL—%:O=>L3:3(2+\/§):6+3\/§.

4. Justificacién: S”(L) = 2 + 12(2+‘F) > 0: minimo.

5. L:36+3\/§z2.17m.C0m0L3:3(2+\/§),h:%:i—];: ziff_(z—f)L~
1.27 m.

6. Sila cara de la hipotenusa quedara abierta, S = L%+ % y el minimo estaria en L = 36 m.

Ejercicio 2C.6.4 « volver
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1. Variables. La recta corta los ejes en (a, 0) y (0, b), con a, b > 0; su ecuacion es % + % =1.
2. Restriccion. Pasa por (2, 3): % + 1_37 =1= b= ;Taz’ cona > 2 para que b > 0.
.2 sogso o4 ab _ 3a®
3. Funcién objetivo: A = = = Xap 42
4. Critico: )
2a(a—2)—a 3a(a — 4
A’(a):§~ ( ) = ( ):O=>a:4.

2 (a—2)* 2(a — 2)?
5. Justificacion: para 2 < a < 4, A’ < 0; para a > 4, A’ > 0: minimo.
6. b= % =6y A= % = 12. La recta es i + % = 1,y (2,3) es el punto medio del

segmento entre los ejes.

Ejercicio 2C.6.5 « volver
1. Aestdenlagrafica: g(1)=a+b=2.
2. Inflexién en x = 1: g”(x) = 6ax + 2by g”(1) = 6a + 2b = 0, es decir, b = —3a.
3. Sustituyendo:a—3a=2 = a=-1yb=3.
4. Comprobacién: g(x) = —x> + 3x%, g”(x) = —6x + 6 cambiade +a—enx = 1,y

g(1) = 2. Es inflexidn.

Ejercicio 2C.6.6 <« volver

1.

a) m’(x) = cos x — sen x, que existe siempre. m’(x) =0 < tanx = 1;en (—%, %) la

unica solucién es x = Z.

. b) m es continua en el intervalo cerrado (teorema de Weierstrass). Valores:

m(—ﬂ):—l, m(l):ﬁng:\/E, m(%)zl.

2 4 2

Maéximo absoluto /2 en %; minimo absoluto —1 en —%.

. ¢)ym”(x) = —senx —cos x = —m(x); se anula donde tanx = —1: x = —%. Para x < —%,

m < 0ym” >0 (concava hacia arriba); para x > —%, m” < 0 (hacia abajo). Inflexién

en (-5m(=3)) = (-5.0)

. d) Ademas m(0) = 1. La grafica sube de (—% —1) a (% \E) y baja a (% 1).

y
max. abs. (1/4, \/2)
L (n/2.1)
inflexion (- /4, 0)
} T t x
-n/2 /4 /2
‘min. abs. (—7/2, —1)
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Ejercicio 2C.10.1 - Terreno junto a un rio «— volver

1. Variables: x, los dos lados perpendiculares al rio, y y, el lado paralelo. Restriccion:
2x +y =240 = y = 240 — 2x.

2. Objetivo: A(x) = x(240 — 2x) = 240x — 2x2, con dominio 0 < x < 120.

3. Critico: A’(x) = 240 — 4x = 0 = x = 60. Como A”(x) = —4 < 0, es un maximo.

4. y=240-120 = 120yA=60~120:7200m2.

Ejercicio 2C.10.2 - La caja de volumen maximo «— volver
1. V'(x) = (30 — 2x)? — 4x(30 — 2x) = (30 — 2x)(30 — 6x).

2. En (0,15), 30 — 2x > 0; el inico critico es x = 5.

3. Signo de V’: positivo en (0, 5) y negativo en (5, 15). Por el criterio de la primera derivada,

x = 5 es un maximo.
4. V(5) = 5-20% = 2000 cm>.

E.3A - Unidad 3 - Parte A - Integrales definida e indefinida: sumas de Riemann,

valor medio, teorema fundamental e inmediatas

Ejercicio 3A.6.1 <« volver

1. Ax = %,xi:1+%,f(xi):2+%.
2. Suma de Riemann:

n
20\ 2
S, = (2+—)-
" ; n/n
+1
4,4 mntD)
n n? 2
1
:4+2(1+ —)
n
3. limy e S, =4 +2 = 6.
s x? 3 _ E § _
4. Comprobacién: (7 +x)‘1 =5 —5=6
5. [(x+1)dx=6.
Ejercicio 3A.6.2 «— volver

1. f(t) = cost; limite superior g(x) = x?, g’(x) = 2x; limite inferior h(x) = x, ’(x) = 1.
2. TFC: F’(x) = cos(x2) - 2x — cos x - 1.

3. Comprobacién: F(x) = sen t|§2 = sen(x?) — sen x, cuya derivada es 2x cos(x?) — cos x.
4. F’(x) = 2x cos(x?) — cos x.

Ejercicio 3A.6.3 «— volver
1 Cde [ o ion: & (—ovi—%) =
1. Conu=1-x,du = —dx: I T = 21 — x + C. Comprobacién: o ( 241 x)

1

:

1—

2. (=241 —x)|z =2-2J1-b.
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3.2-21—b=1=+1— —-=>1—b—}—1 =b=23,

4

4. b= % < 1: el integrando es continuo en [0, %]
=3

5.b=73.
Ejercicio 3A.6.4 <« volver
1. Conu = senx, du = cosx dx: [ €™ cos x dx = €**"* + C. Comprobacién: %esenx =

esen;‘ COs X.
2. (;T/ SENX (o dy = esen(;z/Z) _esen0 — o _ g

3. f= e—1 2(9 - 1)

/ 2 T

Ejercicio 3A.6.5 « volver

1. En [O, %], tanx > 0, asi que [tan x| = tan x.
2. Conu = cos x, du = —sen x dx:

Jtanxdx = J SNX dx = —In|cos x| + C.

cosx
oo do _ senx

Comprobacion: i (—Incosx) = P

3. f(;r/4tanxdx = —ln%E +In1=Iny2= %lnz.
2 fe 72 o,
7r/4 T
5. b) tanc = ZITHZ = ¢ =angtan —= 22 0.416, que esta en [0, %] =~ [0, 0.785].
Ejercicio 3A.10.1 - Sumas por la derecha y por la izquierda «— volver
3

1. Ax= = ,puntosO4 2 L

2 Derecha ] (4 & 4 5+ 30) = 2=

16716 16 19_6 - 16} B 3%_2
3. Izquierda: —(O—i— = +E E) =0 =
4. fo x?dx = 5. Como f es creciente en [0, 1], la suma por la derecha la sobrestima y la
L . 7 _1_ 15
de la izquierda la subestima: 32 <3 <5
Ejercicio 3A.10.2 - La suma por la derecha con cien rectangulos <« volver
_ 101201 _ 20301 _ 6767 _
1 S100 = 610000 ~ 60000 ~ 20000 0.33835.
2?43+l _ 1, 1 1 1
= — = = — —_— > =,
2. S 6n? sttt 3

3. Es fol xdx = %: con 100 rectangulos el error es menor que 0.006.

E.3B - Unidad 3 - Parte B - Aplicaciones de la integral: area, longitud de arco,
volumen de revolucién y trabajo

Ejercicio 3B.6.1 «— volver
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1. Cortes: 4x> = 8x? = 4x%(x — 2) = 0, asi que x = 0 (raiz doble: las curvas se tocan) y
x =2
2. Enx =1:8x% =8 >4 = 4x3; arriba esta la parabola.

_ (2(g.2 3vq. _ (8.3 _4\|% _ 64
3. A—f0(8x —4x°)dx = (gx —-x )’0 =3 — 16
4 A=,
Ejercicio 3B.6.2 «— volver

1. Regién: entre el eje y y la curva x = y°, para 0 < y < 1. Toca el eje de giro.
2. Discos horizontales de radio R = y*: V = & fol yody = %

3. Comprobacion con capas: 27 fol x(l - x1/3)dx = 271'(% - % = %
4.V = % [3].
Ejercicio 3B.6.3 « volver

- . 1 .
1. El sdlido es como un tronco de cono curvo: radiolenx =0y Zenx = In 2. Discos

verticales de radio R = e™™*. 2
_ (2 _» _ 1 —ox\|™?% _ =« 1
2. V—HIO e xdx—ﬂ(—ze x)|() = 5(1—2)
3. V= 3?” [u3].
Ejercicio 3B.6.4 «— volver

L& = 6077 + (') = 90* + 3667 = 90%(6” + 4).
2. Con 0 >0, laraiz es 30\02 + 4: L =[] 307/6% + 4.d6.
244
3. Conu=0%+4,du=20d9: L = %% u3/2|z+ :(n2+4)3/2—8.
4. L= (% +4)32 - 8[u]. Comprobacion: %(92 +4)3/2 = 3002 + 4.
Ejercicio 3B.6.5 « volver
L) =32 = 2w [P = 4
_ (1/4 _ 1.2 3/92 1
2. L—fo V1i+4xdx.Conu=1+4x:L = 13U / |1 = 6(2\/5—1).

3. L= 2\/5_1 [u]. Comprobacion: %%(l + 4x)3’/2 =1+ 4x.

Ejercicio 3B.10.1 - El mismo resorte, en un tramo <« volver

} 0.4
1 W = [y 50xdx = 25x%| 5 = 25(0.16 — 0.04).
2. W = 25(0.12) = 3 J. Es mas que el trabajo de 0 a 0.2 (1 J): el resorte se resiste mas
mientras mas se estira.

Ejercicio 3B.10.2 - Vaciar un tanque cilindrico <« volver

1. Eje y vertical, con y = 0 en el fondo. La capa a la altura y, de grosor dy, tiene volumen
7(1)?dy y peso pgr dy = 98107 dy newtons.
2. Esa capa sube 3 — y metros hasta el borde: su trabajo es 9810z(3 — y) dy.
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3. Suma de todas las capas:

3 2 3

W= 98107[J (3 - y)dy = 98107 (3y - y?) = 98107 - g.

0

0
4. W =441457 ] ~ 138686 J.

E.3C - Unidad 3 - Parte C - Integral impropia: convergencia y divergencia

Ejercicio 3C.6.1 «— volver

6 6
1. En x = 5 el denominador se anula y In(x — 5) — —oo: J = lim J .
5 t

t—5%
2. Conu =1In(x—5),du = %:
dex: ljudu: In¥(x—s)+c.
2(x —5) 2 4
L [lq.2 / _ In(x=5)
Comprobacion: [Z In“(x -5)]" = 2Ax)

3. Evaluacion: limH5+[}1 In®1- i In(t — 5] =0-co.
4. La integral diverge.

Ejercicio 3C.10.1 - Una exponencial decreciente «— volver
1. fgo e 2X dx = limp_, o, j: ¢~2X dx; antiderivada —%e_zx .

2. limp_e (f%e*b + %) =0+ %

3. La integral converge y vale %

Ejercicio 3C.10.2 - Una integral p que diverge «— volver

L fPx 12 dx = oyx = 245 - 2.
2. limy oo (240 - 2) = 0.

3. La integral diverge. Coincide con el criterio p: p = % <1

E.4A - Unidad 4 - Parte A - Métodos de integracion: partes, sustitucion
trigonométrica y fracciones parciales

Ejercicio 4A.6.1 « volver

1. Partes con u = sen(In x), du = @dx, dv=dx,v=x:
I =xsen(lnx)— J cos(ln x) dx
2. Otra vez partes, con u = cos(lnx), v = x:

J cos(lnx)dx = xcos(Inx) + I
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3. Integral ciclica: I = x sen(In x) — x cos(In x) — I, de donde 2I = x[ sen(In x) — cos(In x)] .
4. [sen(Inx)dx = g[ sen(In x) — cos(Iln x)] + C. Comprobacion:

%[ sen(In x) — cos(In x)] + %[cos(ln x) + sen(In x)] = sen(In x)

Ejercicio 4A.6.2 «— volver

21 2
X dx, dv = xdx, v = X

1. Partes conu = (Inx)?, du = . 5

52
I= ?(Inx)2 —Jxlnxdx

2
X
2. Partes otravez,conu =1Inx,v = PR

2 2
Jxlnxdx =X mx-%X
2 4
3. [x(In x)%dx = %Z(ln x)% - x?z Inx+ sz + C. Comprobacién: x(In x)? + xInx — xInx —

X4 X 2
>+ 3 x(Inx)°.

Ejercicio 4A.6.3 <« volver

1. Se desarrolla el cuadrado y se usa tan? x = sec? x — 1:

(tanx—secx)2 =2sec’x—1—2secxtanx

2. Las tres son inmediatas: [ sec? x dx = tanx, [ sec x tan x dx = sec x.
3. f(tan x—sec x)zdx = 2tan x—2 sec x—x+C. Comprobacién: 2 sec® x—2secxtanx—1 =
tan? x — 2 sec x tan x + sec? x.

Ejercicio 4A.6.4 « volver

© sec(x?) = COS(xZ)A Conu = xz, du = 2x dx:

I= %Jsenzucosudu

2. Potencia impar del coseno (exponente 1): w = senu, dw = cosu du; % [wPdw = éw3.
x sen?(x?) _ 1 3,2 a1 20,2 2 —
IW = ¢ sen (x?) + C. Comprobacién: 5 - 3sen (x*)cos(x?) - 2x =

x sen?(x?) cos(x?).
Ejercicio 4A.6.5 <« volver
4 Cqy = _ du
1. El cuadrado ya esta completo: u = x + 3, du = dx, y queda | @
2. Raizde u? + a? cona =3:u = 3tan6, du = 3sec? 0dO, Vu? + 9 = 3 sech.

2
I:J 3sec? 0 40—

lJ‘c059d9 =1 senf +C
27 sec3 0 9 9
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3. Tridngulo: opuesto u, adyacente 3, hipotenusa \u? + 9; sen 0 = +
240y o . vuc+9
_ x+3 i L1 @9)—u
4. 1= oo + C. Comprobacién (en u): 5 o = GaropR
Ejercicio 4A.6.6 «— volver

l.u=¢ée*,du=e¥dx: I = , racional.

J‘ du
W?+1)(u-1)
m = A4 B s decir, 1= Au? + 1) + (Bu+ C)(u - 1).
3. Conu=1: A = =. Coeficiente de u>: A+ B=0= B = —%. Término independiente:
A-C=1=C=—-2.

4. Integrando: % Inju-1|— iln(u2 +1)— % ang tan u.

2.

[N

5 1= %ln le¥ — 1| — i In(e?* + 1) — % ang tan e® + C. Comprobacién (en u):

1w+l @D -@-1) 1
2u—-1) 2w?+1) 2u-D@+1)  (w-1D2+1)

Ejercicio 4A.6.7 « volver

1. Raizde x% + a® cona = 2: x = 2tan®, dx = 2sec? 0dO, \x? + 4 = 2 sech.
2. Sustituyendo:

2
I:J 2sec” 0 dezljcose a0

4tan®0 - 2 sech 4 ) sen?0
_ 1
4senf
2
3. Tridngulo: opuesto x, adyacente 2, hipotenusa « x? + 4; @ = xx+4
2
4. [ XZ% =- ’;;4 + C. Comprobacién:
1 2 1
__2<x—_ x2+4>:—
4x x?+4 x2\x% + 4
Ejercicio 4A.6.8 <« volver
1. Se cambia toda la raiz: u = \Je?* — 1, u? = ?* — 1, 2udu = 2¢°*dx, asi que dx = 52:1_”1
2. Sustituyendo:
1 di d
I:J_.uu :J 4 =angtanu+C
u u?+1 u+1
dx 2x _ S 1 . X 1
3. 5 - angtan \e** — 1+ C. Comprobacion: v ey B el
Ejercicio 4A.10.1 - Partes en una integral impropia <« volver

1. Partesconu = x,dv =e*dx: du = dx, v = —*.
2. [xe¥dx=-xe ™+ [e¥dx=—-xe ¥ —e*+C =—(x+1)e ™ + C. Comprobacién:

[—(x + l)e_x]/ =—e X+ (x+ e ¥ =xe™.
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3. Impropia (Parte 3C): lim_,o[—(b + et + 1] = 0+ 1, porque b:—bl — 0 (L’Hopital,
Parte 2B).
4. La integral converge y vale 1.

E.4B - Unidad 4 - Parte B - Sucesiones y series: caracter, criterios, intervalo de
convergencia, Maclaurin y Taylor
Ejercicio 4B.6.1 «— volver

1. Cociente:
An+1

|x—4|(n+1)2 |x — 4|
= — .
a, 3 n+2 3
2. |x —4/ <3 = 1< x < 7. Centro 4, radio 3.

1 o0 1 .
3.x=71) oy Ym=1 57- Serie p con p = 2: converge.
4. x=1Y, Gabil que converge absolutamente por el paso anterior.

(1
5. Intervalo de convergencia: 1 < x < 7.

Ejercicio 4B.6.2 «— volver
— 1 _5-1/(n+1

1. Es alternada con b, = s =7 /(1) 5,

2. lim,_,0 b, = 7° = 1 # 0: no se cumple la segunda condicion de Leibniz.

3. Ademas b, crece (el exponente —ﬁ aumenta hacia 0), asi que tampoco decrece.

4. Los términos a, = (—1)""b, oscilan cerca de 1y —1: lim a, no existe.

5. La serie diverge por el criterio del término n-ésimo.

Ejercicio 4B.6.3 «— volver
_ 7 o 7 1\d

10777 =L+ T o =T L (L)

2. Geométrlca cona= % yr= ﬁ como |r| < 1, converge.

7/10 7/10 7
3. Suma: —— = —— = -,
1-1/10  9/10 9

4. Convergey 0.777... = g. Comprobacién: 9-0.777 ... = 7.000 ...

Ejercicio 4B.6.4 «— volver
1. Simplifica: f(x) = %ln(l + x).
2. Derivadas: f’ = %(1 +x)7 L f7 = —%(1 +x)72, f” = %(1 +x)73.En general,

)™ — 1)

M (x) =
PO = =g
y f(ﬂ)(o) = Ll(”_l)' , con £(0) = 0.
n) n-+
3. Coeficiente: 0 (O) = ;21 i .
4. InY1+x= Zn 1 w = § -=+ %3 — ..., que es un tercio de la serie de In(1 + x)

X
6
(seccién 4B.4) y converge en (—1,1]
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Ejercicio 4B.6.5 <« volver

1. Como (x —1)* = (1 - x)% g(x) = % ' (1—1x)2'

. . 1 oo . . . . .
2. Serie conocida: ;— = Yo X" para |x| < 1. Derivando término a término:

o0 (9]
1 Z n—1 Z n
—— =Y "' =) (n+ 1)x".
(1 - X)Z n=1 n=0

(n)
3. Por derivadas da lo mismo: g(”)(O) = @ gn_'(o) = %
4. g(x) = %2;0:0(” + x" = % +x+ %xz +2x% + ..., para —1 < x < 1. Comprobacién:
g(0) = % que es el primer término.

Ejercicio 4B.10.1 - Una serie con logaritmo « volver
1. f(x)= xﬁ es continua, positiva y decreciente en [2, o) (el denominador crece).

b dx b
2. Conu=Inux: J —— = In(Inx)|; = In(Inb) — In(In 2) — co.

5 xlnx

3. La serie diverge, por el criterio de la integral. (El cociente da L = 1y no decide.)
Ejercicio 4B.10.2 - Una serie con exponencial «— volver

1. f(x) = xe™ es continua y positiva; f'(x) = e (1-2x*) < 0 parax > 1:es
decreciente.

® 2 1 e\ 1
2. Conu = x% J xe ¥ dx = lim (——efx ) =0+ —.
1 b—ooo 2 1 2e
3. La serie converge.
Ejercicio 4B.10.3 - El error de la aproximacion del péndulo «— volver
3 5
1. senx = x — % + % — ... Para x = 0.1 es una serie alternada cuyos términos decrecen
a cero: cumple Leibniz.
3
2. Al cortar en x, el primer término omitido es x? = &601 ~ 1.67 x 10%: el error es menor

que eso.
3. El error verdadero es 0.1 — sen 0.1 = 1.666 x 10™%, justo debajo de la cota.
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