
Apéndice E · Resoluciones de los ejercicios propuestos

4. Comprobación: 𝐵 − proy𝑊 𝐵 = (
0 1

2
− 1
2 0

), antisimétrica, ortogonal a toda matriz

simétrica.

Ejercicio 4.6.3 ← volver

1. a) (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑊⟂ si ((𝑎, 𝑏) ∣ (1, 1)) = 2𝑎 + 𝑏 = 0:𝑊⟂ = {𝛼(1, −2) ∣ 𝛼 ∈ ℝ}. Con el producto
usual habría salido (1, −1).

2. b) 𝑤 = proy𝑊 (2, −1) = ((2,−1)∣(1,1))
((1,1)∣(1,1)) (1, 1) =

4−1
2+1 (1, 1) = (1, 1).

3. 𝑤 ′ = (2, −1) − (1, 1) = (1, −2) ∈ 𝑊⟂.

Ejercicio 4.6.4 ← volver

1. La base ya es ortogonal: (1, 2, 1) ⋅ (1, −1, 1) = 1 − 2 + 1 = 0.
2. (𝑣 ∣ 𝑒1) = 4 + 4 − 3 = 5, (𝑒1 ∣ 𝑒1) = 6; (𝑣 ∣ 𝑒2) = 4 − 2 − 3 = −1, (𝑒2 ∣ 𝑒2) = 3.
3. 𝑝 = 5

6 (1, 2, 1) −
1
3 (1, −1, 1) = ( 12 , 2,

1
2 ).

4. Comprobación: 𝑣 − 𝑝 = ( 72 , 0, −
7
2 ) es ortogonal a los dos vectores de la base.

Ejercicio 4.6.5 ← volver

1. 𝑒1 = 1, (1 ∣ 1) = ∫1−1 𝑑𝑥 = 2.
2. (𝑥 ∣ 1) = ∫1−1 𝑥 𝑑𝑥 = 0: 𝑥 ya es ortogonal a 1, así que 𝑒2 = 𝑥 , con (𝑥 ∣ 𝑥) = 2

3 .

3. (𝑥2 ∣ 1) = 2
3 y (𝑥2 ∣ 𝑥) = ∫1−1 𝑥

3𝑑𝑥 = 0.

4. 𝑒3 = 𝑥2 − 2/3
2 ⋅ 1 − 0 ⋅ 𝑥 = 𝑥2 − 1

3 .
5. Comprobación: (𝑥2 − 1

3 | 1) =
2
3 − 2

3 = 0.

Ejercicio 4.6.6 ← volver

1. 𝑊 = gen{𝑔} con 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 − 1: 𝑔(0) = −1, 𝑔(1) = 1, 𝑔(2) = 5.
2. Para 𝑝(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐: 𝑝(0) = 𝑐, 𝑝(1) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐, 𝑝(2) = 4𝑎 + 2𝑏 + 𝑐.
3. (𝑝 ∣ 𝑔) = −𝑐 + (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 5(4𝑎 + 2𝑏 + 𝑐) = 21𝑎 + 11𝑏 + 5𝑐 = 0.
4. Dos parámetros libres: con (𝑎, 𝑏) = (5, 0), 𝑐 = −21; con (𝑎, 𝑏) = (0, 5), 𝑐 = −11.

𝑊⟂ = gen{5𝑥2 − 21, 5𝑥 − 11}, de dimensión 3 − 1 = 2.

E.5 · Unidad 5 · Operadores lineales en espacios con producto interno: adjunto,
tipos de operador y teorema espectral

Ejercicio 5.6.1 ← volver

1. 𝑀 es simétrica. det(𝑀 − 𝜆𝐼 ) = (5 − 𝜆)(2 − 𝜆) − 4 = 𝜆2 − 7𝜆 + 6 = (𝜆 − 6)(𝜆 − 1).
2. 𝜆 = 6: −𝑥 + 2𝑦 = 0, ̂𝑒1 =

1
√5
(2, 1). 𝜆 = 1: 4𝑥 + 2𝑦 = 0, ̂𝑒2 =

1
√5
(−1, 2).

3. 𝑃1 = ̂𝑒1 ̂𝑒 𝑇1 = 1
5 (

4 2
2 1), 𝑃2 =

1
5 (

1 −2
−2 4 ); 𝑃1 + 𝑃2 = 𝐼 .

4. 𝑆 = 6𝑃1 + 𝑃2. Comprobación de la entrada (1, 1): 24
5 + 1

5 = 5.

Ejercicio 5.6.2 ← volver
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1. 𝑀 = (5 2
2 5), simétrica; det(𝑀 − 𝜆𝐼 ) = (5 − 𝜆)2 − 4 = (𝜆 − 7)(𝜆 − 3).

2. 𝜆 = 7: ̂𝑒1 =
1
√2
(1, 1). 𝜆 = 3: ̂𝑒2 =

1
√2
(1, −1).

3. 𝑃1 =
1
2 (

1 1
1 1), 𝑃2 =

1
2 (

1 −1
−1 1 ).

4. 𝑆 = 7𝑃1 + 3𝑃2. Comprobación: 7
2 + 3

2 = 5 y 7
2 − 3

2 = 2.

Ejercicio 5.6.3 ← volver

1. 𝐴 = (4 5
5 4); det(𝐴 − 𝜆𝐼 ) = (4 − 𝜆)2 − 25 = (𝜆 − 9)(𝜆 + 1).

2. 𝜆 = 9: ̂𝑒1 =
1
√2
(1, 1). 𝜆 = −1: ̂𝑒2 =

1
√2
(−1, 1).

3. Ecuación: 9𝑥′2 − 𝑦 ′2 = 9. Los valores propios tienen signos contrarios: hipérbola.

Ejercicio 5.6.4 ← volver

1. 𝐴 = ( 2 −2
−2 2 ); det(𝐴 − 𝜆𝐼 ) = (2 − 𝜆)2 − 4 = 𝜆(𝜆 − 4).

2. 𝜆 = 0: ̂𝑒1 =
1
√2
(1, 1). 𝜆 = 4: ̂𝑒2 =

1
√2
(−1, 1).

3. Ecuación: 4𝑦 ′2 = 9, o sea 𝑦 ′ = ± 3
2 . Un valor propio nulo da una cónica degenerada.

4. Comprobación: la ecuación original es 2(𝑥 − 𝑦)2 = 9, y 𝑦 ′ = −𝑥+𝑦
√2

, así que 4𝑦 ′2 =
2(𝑥 − 𝑦)2.

Ejercicio 5.6.5 ← volver

1. 𝑀 = ( −2𝑖 3 − 𝑖
−3 − 𝑖 −4𝑖 ).

2. Transpuesta: ( −2𝑖 −3 − 𝑖
3 − 𝑖 −4𝑖 ); conjugada: 𝑀∗ = ( 2𝑖 −3 + 𝑖

3 + 𝑖 4𝑖 ).

3. −𝑀 = ( 2𝑖 −3 + 𝑖
3 + 𝑖 4𝑖 ) = 𝑀∗. La diagonal es imaginaria pura, como debe ser.

4. 𝑇 ∗ = −𝑇 : 𝑇 es antihermitiano.

Ejercicio 5.6.6 ← volver

1. Los espacios dados son ortogonales entre sí. Base ortonormal de 𝐸(1): {(1, 0, 0), (0, 1, 0)};
de 𝐸(7): {(0, 0, 1)}.

2. 𝑃1(𝑥, 𝑦 , 𝑧) = 𝑥(1, 0, 0) + 𝑦(0, 1, 0) = (𝑥, 𝑦 , 0) y 𝑃7(𝑥, 𝑦 , 𝑧) = (0, 0, 𝑧). 𝑃1 + 𝑃7 = 𝐼 .
3. 𝑇 = 1 𝑃1 + 7 𝑃7: 𝑇 (𝑥, 𝑦 , 𝑧) = (𝑥, 𝑦 , 0) + (0, 0, 7𝑧) = (𝑥, 𝑦 , 7𝑧).
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