Unidad 1 - Parte B - Polinomios

Resuelve el sistema, sustituye los valores en p(x) y comprueba cada dato antes de buscar
las raices.

1B.3.6 Polinomio a partir de su grafica

1. Lee las raices reales: los cortes con el eje x.

2. Asigna multiplicidad: si la curva cruza el eje, 1 (o impar); si lo toca y regresa, 2 (o par).

El polinomio de menor grado usa la menor multiplicidad posible.

3. Escribe p(x) = a(x —r))™(x — )™ --.

4. Calcula a con un punto de la grafica que no sea raiz: p(xy) = ¥p.

5. Comprueba el signo de a con el comportamiento de los extremos: si la curva sube a la
derecha, a > 0.

1B.3.7 Polinomios con potencias miltiplos de una

Zk) Xk

Si solo aparecen x y constante (x® + x* — 6, x® + 8x3 + 12):

1. Sustituye u = xk: queda una cuadratica en u.

2. Resuelve para u (factorizacién o formula general).

3. Regresa: x* = u; y x* = u,. Cada ecuacién tiene k raices, que son las raices k-ésimas
de u (Unidad 1A).

1B.3.8 Cota superior de las raices

1. Con a, > 0, divide sintéticamente entre x — ¢ parac =1,2,3,...

2. El primer c cuyo renglén de resultados (cociente y residuo) no tenga nimeros negativos
es una cota superior: ninguna raiz real es mayor que c.

3. Para la cota inferior, aplica lo mismo a p(—x) y cambia el signo.

1B.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Raiz imaginaria dada en un polinomio real

Adaptado de: ler final 2010-2, turno matutino, tipo A, problema 3.
Determine todas las raices del polinomio

flx) = 2x5 — X —2x% +x,

si se sabe que @ = i es una de ellas.

Resolucion.
1. No hay término independiente: f(x) = x (2x° — x* — 2x + 1). Primera raiz: x = 0.
2. Los coeficientes son reales, asi que @ = —i también es raiz. Se divide g(x) =
2% — x* + 0x® + 0x% — 2x + 1 entre x — i y luego entre x + i:
2 -1 0 0 -2 1
i 20 —2—1 1-2i 2+i -1
|2 —1+2i —2—i 1-2 i 0

2 —1+2 —-2—i 1-2 i
—2i i 2 —i
| 2 -1 -2 1 0

—i
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Unidad 1 - Parte B - Polinomios

5.

. Silos coeficientes son fracciones, multiplica por el comin denominador; las raices no

cambian.

. divisores de q,
Haz la hsta i—o
divisores de a,

Prueba primero los mas pequefios (+1, £2) con divisioén sintética. Cada vez que uno
sea raiz, sigue con el cociente.

. . —b+Vb?—4ac
Cuando el cociente sea de grado 2, usa la formula general: x = —

1B.3.3 Regla de los signos de Descartes

1.
2.

Si gy = 0, factoriza x¥ y trabaja con el otro factor.
Cuenta los cambios de signo de los coeficientes de p(x) (los ceros se saltan): da las
posibles raices positivas.

. Escribe p(—x): cambian de signo los coeficientes de las potencias impares. Cuenta sus

cambios: posibles raices negativas.

. Arma la tabla: positivas y negativas bajan de dos en dos; las complejas completan el

grado y siempre son un nimero par. Por ejemplo, para un polinomio de grado 5 con 2
cambios en p(x) y 1 en p(—x):

12 22
Positivas 2 0
Negativas | 1 1
Complejas | 2 4
Total 5 5

Descartes no da las raices; solo dice cuales candidatos racionales vale la pena probar: si
no hay positivas posibles, no se prueban los candidatos positivos.

1B.3.4 Raiz compleja dada

1.
2.

Revisa los coeficientes.

Si son reales: el conjugado también es raiz. Divide dos veces seguidas (entre x —a y
entre x — &), o divide una vez entre el factor cuadratico x? — 2ax + (a® + b?). El cociente
tiene dos grados menos.

Si alguno es complejo: divide solo entre x — . El cociente puede quedar con coefi-
cientes reales; a partir de ahi, posibles raices racionales o formula general.

En la divisién sintética con complejos, multiplica con i2 = —1 y suma partes reales con
reales e imaginarias con imaginarias. El residuo debe salir exactamente 0; si no, hay
un error de cuentas.

1B.3.5 Coeficientes desconocidos

Cada dato se convierte en una ecuacion lineal para los coeficientes:

«c es raiz», «x — c es factor», «es divisible entre x — ¢», «la grafica corta el eje en c»:
ple) =o0.

«la grafica contiene al punto (a,b)»: p(a) = b. Sia = 0, da directo el término indepen-
diente.

«a es raiz de multiplicidad 2»: dos divisiones sintéticas seguidas entre x — «, cada una
con residuo 0 (equivale a p(a@) =0y p’(a) = 0).
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Unidad 1 - Parte B - Polinomios

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«expresar como producto de factores todas las raices y a, 1B.3.1

lineales»

coeficientes con i y una raiz dada dividir solo entre x — a, 1B.3.4
sin conjugado

«determinar Ay Bsi 1y —1 son raices», ecuaciones para los 1B.3.5

«si contiene al punto», «si es divisible coeficientes

entre x — 2»

«raiz de multiplicidad 2» dos divisiones con 1B.3.5
residuo cero

«regla de los signos de Descartes», tabla de posibilidades 1B.3.3

«posibilidades en que pueden presentarse

las raices»

«posibles raices racionales» lista +p/q 1B.3.2

una grafica y «el polinomio de menor raices, multiplicidadesy ~ 1B.3.6

grado» ap

x+x*—6, x° +8x° + 12 (solo potencias  cambio de variable 1B.3.7

multiplos de una) u=xk

«una cota superior de las raices» division sintética con 1B.3.8
resultados > 0

f(x) = p(x) q(x) raices de cada factor por ~ 1B.3.2

separado

1B.3 Procedimientos
1B.3.1 Division sintética

Para dividir p(x) entre x — c:

1. Escribe en un renglén todos los coeficientes, de la potencia mayor a la menor, con
cero en las potencias que faltan. Pon ¢ a la izquierda.

2. Baja el primer coeficiente al renglén de resultados.

3. Multiplica ese resultado por c, escribelo bajo el siguiente coeficiente y suma. Repite

hasta el final.

4. El ultimo ntimero es el residuo, p(c). Los demas son los coeficientes del cociente, que

tiene un grado menos.

5. Si el residuo es 0, ¢ es raiz: sigue trabajando con el cociente (polinomio deflactado).

Por ejemplo, x> — 6x% + 11x — 6 entre x — 1:

1 -6 11 -6
1 1 -5 6
1 -5 6 0

1B.3.2 Posibles raices racionales y raices reales

1. Sihay potencias de x en todos los términos, factoriza x

k.
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23— 6x% + 11x — 6 = (x — 1)(x% — 5x + 6).

: x = 0 es raiz de multiplicidad

Presentacion y como usar este cuaderno

Presentacion y como usar este cuaderno

1 Volver al indice

Este cuaderno esta pensado para quien tiene que aprobar Algebra y Geometria Analitica
en poco tiempo: en un examen extraordinario, en el final o después de varias semanas sin
estudiar la materia.

Es la asignatura de primer semestre del Plan 2026, el que cursa la Generacion 2027 y las
siguientes. Junta temas que en los planes anteriores estaban en dos materias: los nimeros
complejos y los polinomios de Algebra, y el algebra vectorial, la recta y el plano, las curvas
y las superficies de Geometria Analitica. Si tu plan es el 2010 o el 2016, este no es tu
cuaderno: usa Curso de Emergencia, Algebra 'y Curso de Emergencia, Geometria Analitica.
El cuaderno sigue los cuatro temas del programa 2026. Los temas 1 y 4 se dividen en
partes, una por subtema:

. Antes de empezar: qué viene en el examen y cémo estudiar.

. Parte A: nimeros complejos. Parte B: polinomios.

. Algebra vectorial (con los sistemas de referencia cartesiano y polar).

. Larectay el plano en el espacio.

. Parte A: curvas polares. Parte B: curvas en el espacio. Parte C: superficies cuadricas.

=W N =R O

Cada unidad se ensefa igual que en clase: objetivo, conceptos, ejemplo resuelto y ejercicios.
La diferencia es que todo esta recortado a lo que se pregunta en los exdmenes.

Objetivo de la asignatura (programa 2026). «Analizar los conceptos fundamentales
del dlgebra y de la geometria analitica para la resolucion de problemas elementales de la
Ingenieria, apoyandose en el uso de software.»

De dénde salen los ejercicios.

= Todavia no hay exdmenes del Plan 2026. Los temas que no cambiaron se estudian con los
examenes finales de los planes 2010 y 2016: los de Algebra (complejos y polinomios), los
de Geometria Analitica y los problemas de geometria de Calculo y Geometria Analitica.
Son los mismos ejercicios de los cuadernos de esas materias.

= Lo que es nuevo en el programa 2026 (las coordenadas polares como sistema de re-
ferencia, las cuadricas en forma vectorial y paramétrica y el uso de software) va con
ejercicios propios, marcados como tales.

= Ningin examen tiene resolucion publicada. Todas las resoluciones de este cuaderno
son propias y cada resultado se verifico con algebra computacional.

= Cada ejercicio de examen indica el examen del que se adapté; los de Calculo y Geometria
Analitica dicen también la asignatura. Los enunciados estan redactados de nuevo, con
los mismos datos, y las figuras estan redibujadas.

Sin calculadora. Los exdmenes de los planes anteriores no permiten dispositivos electrd-

nicos: las resoluciones usan valores exactos (fracciones, radicales, &ngulos notables). Un

angulo que no es notable se deja indicado, como ang cos % El software es para estudiar y

comprobar, no para el examen.



Presentacién y como usar este cuaderno

Coémo usar este cuaderno

Cada unidad tiene la misma estructura:

1. Un recuadro de Instrucciones de emergencia: cuanto salia el tema en los exdmenes
de los planes anteriores, cuanto tiempo dedicarle y la ruta corta.
. Conceptos y expresiones, en tono de libro.
. Como reconocer el problema: una tabla que lleva del enunciado al procedimiento.
Procedimientos, paso a paso.
Ejemplo resuelto.
. Ejercicios de examen resueltos.
. Ejercicios propuestos, con el resultado. Las resoluciones completas estan en el Apén-
dice E.
8. Errores frecuentes, formulario de la unidad y procedimiento recomendado en
el examen.
9. Un recuadro Con la computadora: un programa corto en Python (con la bibliote-
ca sympy) que resuelve o comprueba un problema de la unidad. El programa pide
«apoyarse en software»; el codigo del recuadro corre tal cual estd impreso.

N oUW

Formato de cada resolucion. Planteamiento — pasos numerados — resultado en
negritas. En los problemas de «posicion relativa de dos rectas» y de «identificacién de
superficies», cada condicion se revisa por separado, con «se cumple» 0 «no se cumple».
Rutas de estudio. La Unidad 0 propone una ruta de 5 semanas y otra de 2 semanas.

Regla de emergencia. Nunca dos dias seguidos sin estudiar. Un dia minimo (30 minutos
y un ejercicio) cuenta como dia cumplido.

Licencia

© 2026 luigisrs.me. Publicado por Fritanga Collective. Esta obra esta bajo una licencia
Creative Commons Atribucion-NoComercial-CompartirIgual 4.0 Internacional
(CC BY-NC-SA 4.0): https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.
0/deed.es

Puedes copiarla, distribuirla y adaptarla con fines no comerciales, siempre que cites al
autor (luigisrs.me) y compartas las adaptaciones con la misma licencia.

Los enunciados de los examenes se citan como fuente y pertenecen a sus autores. Las
referencias completas estan en el Apéndice D.

Unidad 1 - Parte B - Polinomios

Teorema fundamental del algebra. Todo polinomio de grado n > 1 tiene al menos una
raiz en C. En consecuencia, tiene exactamente n raices, contando multiplicidades, y se
escribe como producto de n factores lineales:

P(x) = an(x —o)(x — o) -+ (x — @),

Multiplicidad. « es raiz de multiplicidad k si (x — &)F divide a p, pero (x — @)**! no. En

la division sintética: a da residuo cero k veces seguidas. En la grafica de un polinomio real,
una raiz de multiplicidad impar cruza el eje; una de multiplicidad par lo toca sin cruzarlo.
Raices conjugadas. Si los coeficientes son reales y a + bi es raiz, también lo es a — bi.
Las dos juntas dan un factor cuadratico real:

(x — (a + b)) (x — (a — b)) = x% — 2ax + (a® + b?).

Del mismo modo, si los coeficientes son racionales y a + Vb es raiz (Vb irracional),
también lo es a — vb. Si algin coeficiente es complejo, el conjugado de una raiz no es
necesariamente raiz.

Posibles raices racionales. Si los coeficientes son enteros y 2 (fraccion reducida) es

raiz, entonces p divide a qq y q divide a a,,. La lista de candidatos es

divisores de a,
" divisores de a,

Regla de los signos de Descartes. Con p de coeficientes reales y aq # 0:

= el nimero de raices reales positivas es igual al nimero de cambios de signo de los
coeficientes de p(x), o menor que él en un nimero par;

= el nimero de raices reales negativas es igual al nimero de cambios de signo de p(—x),
0 menor en un nimero par.

Si ag = 0, primero se factoriza la potencia de x: x = 0 es raiz y Descartes se aplica al otro

factor.

Cota de las raices. Un nimero ¢ > 0 es cota superior de las raices reales si ninguna

raiz real es mayor que c. Si al dividir sintéticamente p (con a, > 0) entre x — ¢ todos los

numeros del renglén de resultados son mayores o iguales que cero, ¢ es cota superior. Una

cota inferior de p es el negativo de una cota superior de p(—x).

Relaciones entre raices y coeficientes. Si p(x) = x" + a,_1x" ' + - + g, (coeficiente

principal 1), la suma de las raices es —a,,_; y su producto es (—1)"ay. Sirven para comprobar

el resultado.

1B.2 Como reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«si se sabe que @ =i (0 1 — 3i) es raiz» dividir entre x —a y 1B.3.1, 1B.3.4
seguir
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Unidad 1 - Parte B - Polinomios

Unidad 1 - Parte B - Polinomios

1 Volver al indice

Objetivo (programa 2026, tema 1). «Identificar las operaciones elementales
de los nimeros complejos en sus formas binémica, trigonométrica y expo-
nencial para aplicarlas en el calculo de las raices de polinomios apoyandose
en software.»

Contenido de esta parte. 1.2 Teorema Fundamental del Algebra y raices de
polinomios. Calculo de raices de polinomios empleando software.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en exdmenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): en los planes anteriores, un problema completo en los 17 finales del
Plan 2010 y en los 41 del Plan 2016 de Algebra. En el Plan 2010: raiz compleja dada,
7 de 17; coeficientes desconocidos a partir de raices o puntos, 2; polinomio a partir
de su grafica, 2; regla de Descartes, 2; producto de dos polinomios, 2; polinomio
bicuadrado con cota de raices, 2.

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta parte.

= Ruta corta:
1. Lee la seccién 1B.1y el procedimiento 1B.3.1 (division sintética, 20 min).
2. Sigue el ejemplo 1B.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 1B.5.3, 1B.5.6 y 1B.5.7 con crondémetro (15 min cada uno).
4. Sivas con poco tiempo, salta la cota de raices (1B.3.8) y la regla de los signos

de Descartes (1B.3.3).

1B.1 Conceptos y expresiones

Polinomio. Un polinomio de grado n en x es
P(x) = apx™ + a1 x" L+ -+ ayx + ay, a, = 0,

con coeficientes reales o complejos. a, es el coeficiente principal y aq el término indepen-
diente. Dos polinomios son iguales si tienen los mismos coeficientes en cada potencia.

Raiz. El ntimero « € C es raiz (o cero) de p si p(a) = 0. En la grafica de un polinomio con
coeficientes reales, las raices reales son los puntos donde la curva toca o corta el eje x.

Algoritmo de la division. Para p(x) y d(x) # 0 existen polinomios tnicos g(x) (cociente)
y r(x) (residuo) tales que
p(x) = d(x) g(x) + r(x), r=0o0 grador < gradod.

p es divisible entre d si r(x) = 0.
Teorema del residuo. El residuo de dividir p(x) entre x — ¢ es p(c).

Teorema del factor. x — ¢ es factor de p(x) si y solo si p(c) = 0.

20
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Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

1 Volver al indice

Instrucciones de emergencia

= Tiempo: 30 minutos, mas el repaso exprés de la seccion 0.6 si hace falta. Léela
completa antes de cualquier otra unidad.

= Para qué: saber qué trae el examen, qué unidades pesan mas y en qué orden
estudiarlas.

= Plan 2026: todavia no hay examenes de esta asignatura. Todo el cuaderno es-
ta basado en examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron.

0.1 Tu plan y tu cuaderno

= Plan 2026 (Generacién 2027 y posteriores): la asignatura de primer semestre es Algebra
y Geometria Analitica. Es este cuaderno.

= Planes 2010 y 2016 (generaciones anteriores): tus materias son Algebra y Geometria
Analitica (o Calculo y Geometria Analitica), con sus propios cuadernos.

= Coémo saberlo: lo dice tu historia académica, que indica el plan de estudios de tu
carrera y el nombre de la materia que debes. Confirmalo antes de inscribir el examen:
el temario cambia.

0.2 Coémo es el examen

El programa 2026 dice que la evaluacion final es un examen final. Mientras no haya
examenes publicados del Plan 2026, lo mas parecido son los finales de las materias ante-
riores con los mismos temas: los de Algebra (17 del Plan 2010 y 41 del Plan 2016), los de
Geometria Analitica (9 del Plan 2010) y los problemas de geometria de Calculo y Geometria
Analitica (39 del Plan 2016). En ellos:

= Duracién: 2 horas.

= Problemas: 6 u 8, de 10 a 20 puntos cada uno, que suman 100; cada problema es de un
solo tema y suele tener dos o tres incisos.

= Material: ninguno: «No se permite el uso de algin dispositivo electrénico». Los resul-
tados se dejan exactos: J14, \/i%, 2cis 135°, ang cos % No hace falta sacar decimales.

= Plantilla fija: los temas salen siempre en el orden del programa. Es razonable esperar,
en el final 2026, un problema de complejos, uno de polinomios, uno o dos de vectores,

uno o dos de recta y plano, y uno o dos de curvas y superficies.

0.3 Qué tan seguido sale cada tema

Frecuencia en los finales de los planes anteriores (las versiones de un mismo examen
cuentan por separado). Es una guia de qué se pregunta y como, no una prediccion del
examen 2026.



Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Unidad Tema Plan 2010 Plan 2016

1A Numeros complejos 17 de 17 (Algebra) 41 de 41 (Algebra)
1B Polinomios 17 de 17 (Algebra) 41 de 41 (Algebra)
2 Algebra vectorial 9 de 9 (11 problemas) 38 de 39

3 Recta y plano 9 de 9 (13 problemas) 39 de 39

4A Curvas polares 9de9 -

4B Curvas en el espacio 9de9 1 de 39

4C Superficies 9 de 9 (16 problemas) —
Observaciones:

= Todos los temas del programa 2026 salieron en todos los finales de la materia de legado
que los tenia: ninguna unidad se puede saltar.

= Lo que mas sale:
« complejos: una ecuacién con una potencia de la incognita, datos en varias formas y a

veces en el diagrama de Argand,;

polinomios: todas las raices a partir de una raiz o un factor dado;

vectores: area de un paralelogramo o un tridngulo, componente escalar o vectorial,

coordenadas de un punto en una figura y volumen con el producto mixto;

recta y plano: plano que contiene dos rectas o una recta y un punto, distancias,

angulos e intersecciones;

curvas polares: simetria, intersecciones con los ejes y bosquejo; curvas en el es-

pacio: ecuaciones cartesianas e identificacion; superficies: un cono o cilindro por

generatrices y la identificacion de tres o cuatro cuadricas.

= Nuevo en el programa 2026, sin examenes todavia: las coordenadas polares como
sistema de referencia (Unidad 2), las cuadricas en forma vectorial y paramétrica (Unidad
4C) y el uso de software. Cada uno tiene ejercicios propios en su unidad.

= Fuera del programa 2026: las secciones conicas en el plano como tema propio, la
lemniscata y las conicas en forma polar (Unidad 4A, se pueden saltar) y las superficies
regladas y de revolucién por su nombre.

0.4 Orden de estudio

El cuaderno sigue el orden del programa, y conviene estudiarlo casi asi: la Unidad 2 (vec-
tores) se usa en todas las que siguen. Los complejos y los polinomios son independientes
de la geometria, y las raices n-ésimas de la Unidad 1A se usan en la 1B.

Semana Ruta de 5 semanas

Unidad 0 (con el repaso exprés) y Unidad 2

Unidad 3

Unidades 1A y 1B

Unidades 4A, 4B y 4C

Simulacros (Apéndice B) y repaso del formulario (Apéndice A)

gl W N =

Unidad 1 - Parte A - Nimeros complejos

1A.10 Con la computadora

sympy escribe ¢ como exp(I*theta), con 0 en radianes; arg da el argumento en
(=, ] y deg lo pasa a grados. El programa saca las tres raices cubicas de cis 300°, las
del ejemplo 1A.4, y comprueba que al elevarlas al cubo se recupera el dato. El programa
usa la biblioteca sympy de Python, que hace algebra exacta (fracciones, radicales, ): se
instala con pip install sympy y el codigo se copia tal cual.

Con la computadora

from sympy import I, pi, exp, simplify, deg, arg, Abs

c = exp(5*pi*I/3) # cis 300°
# raices cubicas: médulo 1, angulos (300° + 360°k)/3
w = [exp(I*(5*%pi/3 + 2*pixk)/3) for k in range(3)]
for r in w:
assert simplify(r**3 - c) == 0 # w® = cis 300°
print (Abs(r), deg(arg(r)) % 360, r.evalf(4))
ang = sorted(deg(arg(r)) % 360 for r in w)
assert ang == [100, 220, 340]




Unidad 1 - Parte A - Numeros complejos

Ejercicio propuesto 1A.6.6
Adaptado de: 2° final 2019-2, problema 3.

Sean z; = —/2+/2i, 2, = 8, z3 = 3¢is 180° y z4 = —3 + 4i. Obtenga z € C que satisface

5 \3
zZ3 — Z,
Z3/2:(3 4) )
212

Resultado: z3/2 = 4¢is 90°: z = 232 cis 60°, 23/2 cis 180°, 23/2 cis 300°.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 139.

1A.7 Errores frecuentes

= Sumar en forma polar. 2 cis 30° + 2 cis 60° no es 4 cis 90°. Las sumas y restas siempre
en bindémica.

= Equivocar el cuadrante. La tangente solo da el angulo de referencia: —1 —i esta en el
tercer cuadrante, su argumento es 225°, no 45°.

= Leer mal el angulo del diagrama. Un angulo marcado desde el eje imaginario o
desde el semieje real negativo hay que convertirlo: 45° desde el semieje imaginario
positivo hacia la izquierda es 135°.

= Olvidar raices. w" = c tiene n soluciones. Con una sola, el problema queda incompleto.

D+360°k

P . ; [y
= Dividir el argumento sin sumar vueltas. Las raices son , no solo o

= Exponente racional al revés. w32 =cdaw= 3/(?2 (tres valores), no w = \/c>3
= Conjugar mal. r cis§ = r cis(—0): cambia el signo del argumento, no el del médulo.
= Potencias de i. i’ = i, no —i: el residuo de 17 entre 4 es 1.

1A.8 Formulario de emergencia de la unidad

w z=a+bi=rcisO=ré% r=+Ja2+b% a=rcosf,b=rsend.
= " depende del residuo de n entre 4; cis 6 = cis(0 + 360°k); —r cis 6 = r cis(0 + 180°).
» z=a—bi=rcis(—0); 2z = |2*; |z125] = |z71]|2a)-

. . . 1y cis 6 no.
= rycisf; - rycisby = riry cis(0; + 6,); 2=—L = 2L cis(6; — 6,).
1y cis 0, ry

n (rcis®)" = r" cisnf.

. \”/rcisez(’ﬁcis%,kzo,...,n—l.

w4 == w= el
ma+bi=c+disiysolosia=cyb=d.

m 1+i=+2cis45% 1+ 3i=2cis60°; /3 +i = 2cis 30°.

1A.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe cada dato en una linea propia y reducelo: potencias de i, vueltas completas,
coeficientes negativos.

. Sumas y restas en bindmica; luego todo a polar con el argumento en grados.

. Despeja la potencia de la incognita y deja el lado conocido como R cis ®.

. Saca las n raices y escribelas en una lista wy, ..., w,—_1, en la forma que pide el enunciado.

. Si quedan 5 minutos, eleva wy a la n para comprobar.

Gl WD
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Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Ruta de 2 semanas. Primera semana: Unidades 2 y 3 (vectores, recta y plano) y la Unidad

1A. Segunda semana: Unidad 1B, la identificacién de cuédricas y los conos y cilindros

(Unidad 4C), Unidades 4B y 4A y un simulacro.

En cada unidad, la ruta corta del recuadro de instrucciones dice qué leer primero. Si el

tiempo no alcanza, se recorta dentro de cada unidad, nunca una unidad completa:

1. la lemniscata y las conicas en forma polar (Unidad 4A), que no vienen en el programa
2026;

2. la cota de raices y la regla de los signos de Descartes (Unidad 1B);

3. el intervalo paramétrico de las curvas con raices (Unidad 4B).

0.5 En el examen (120 minutos)

1. Lee todo el examen (5 minutos) y reparte el tiempo: unos 18 minutos por problema.

2. Empieza por lo mecanico: productos punto, cruz y mixto, ecuaciones de planos, identi-
ficacién de cuédricas y las raices de un complejo.

3. Escribe el planteamiento antes de operar: qué vector es normal, qué punto esta en la
recta, qué parametro se elimina, qué potencia de la incognita se despeja.

4. Cada inciso se califica por separado. Si un inciso no sale, usa un valor razonable en el
siguiente y dilo.

5. Comprueba al final: sustituye los puntos en la ecuacién del plano, revisa que dos
vectores perpendiculares den producto punto 0, evalda el polinomio en sus raices y
eleva una raiz de un complejo a la potencia del enunciado.

0.6 Repaso exprés

Cuatro herramientas que se usan en todo el cuaderno.

0.6.1 Determinantes de2 x 2 y de3 x3

ap az as
a b by, b b b, b
=ad — bC, bl bz b3 =a 2 3 2 1 3 + a 1 2 .
c d ¢ c g ¢ ¢ o
G G G

Se desarrolla por el primer renglén con signos + — +. Ejemplo:

1 2 0
3 -1 2/=1(-4-2)—2(12-0)+0 = —6— 24 = —30.
0 1 4

Si dos renglones son iguales o proporcionales, el determinante vale 0; intercambiar dos
renglones cambia el signo. El producto cruz (Unidad 2) es un determinante con i, j, k en el
primer renglon, y el producto mixto es el determinante de las componentes de los tres
vectores.

0.6.2 Completar cuadrados

Para ax? + bx con a # 0:
2 2
ax2+bx=a(x+£) - b—
2a 4a



Unidad 0 - Antes de empezar: qué viene en el examen

Ejemplo: x? — 6x = (x — 3)? — 9;4y* + 8y = 4[(y + 1) — 1] = 4(y + 1)* — 4. Es el paso
que lleva una cénica de una curva en el espacio (Unidad 4B) o una cuéadrica (Unidad 4C) a
su forma ordinaria: se completa el cuadrado en cada variable por separado y lo que sobra
se pasa al otro lado.

0.6.3 Valores exactos y angulos notables

Seno, coseno y tangente de los angulos notables, que se usan sin calculadora en todo el
cuaderno:

6 0° 30° 45° 60° 90°
. T T T T
radianes 0 5 \Zf \Ef 5
1 2 3
sen 6 0 \Ef \/77 7 1
3 2 1
Cos 0 1 F 7 5 0
tan@ 0 ?3 1 V3 —
Para otro cuadrante se usa el angulo de referencia y el signo del cuadrante: cos 120° = —%,
sen 210° = —1, cos315° = ‘/—E En el primer cuadrante todas son positivas; en el segundo,

solo el seno; en el tercero, solo la tangente; en el cuarto, solo el coseno. En la forma polar
de los complejos (Unidad 1A) y en las curvas polares (Unidad 4A) los 4ngulos van en
grados.

0.6.4 Identidades para eliminar un parametro

sen?t + cos?t = 1, sec®t —tant = 1, csc?t —cot?t = 1,

cos 2t = cos®t — sen’t = l—ZSen2t=2coszt—l,

_7\2 Ay
(xazh) + (ybzk) = 1 (una elipse); con sec y tan

sen 2t = 2sent cost.

Six =h+acostyy=k+bsent, entonces
sale una hipérbola (Unidades 4B y 4C).

0.7 Formulario de emergencia

El formulario de todas las unidades est4 en el Apéndice A. El examen no permite for-
mulario: conviene escribirlo a mano, desde cero, unos minutos cada dia, hasta saberlo de
memoria.

Unidad 1 - Parte A - Numeros complejos

Ejercicio propuesto 1A.6.3

Adaptado de: 1er final 2010-2, turno vespertino, problema 2.

Determine los nimeros z € C que satisfacen

Q) (2e§i) + (=3 + 2i)
- —Gis 270° '

/3

Resultado: z4/3 = 1: z = 1, i, =1, —i.
— Resolucién en el Apéndice E, p. 139.
Ejercicio propuesto 1A.6.4

Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 2.

Determine los nimeros w € C que satisfacen

621z
W bam
[z2 — 223] (™)
donde, en el diagrama, z; es el punto (—1,+/3) (a 30° del semieje imaginario positivo); z,
tiene médulo 442 y forma 45° por debajo del semieje real negativo; z3 tiene modulo 2 y

forma 45° por debajo del semieje real positivo.

Im

Re
45° 45°
Z3

]

Z

Resultado: w?/? = 2cis 30°: w = 22 cis 45" = 2 + 2i y w = 2/2 cis 225° = —2 — 2i.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 139.

Ejercicio propuesto 1A.6.5

Adaptado de: 1er final 2017-1, tipo A, problema 3.

Sean z; = 20e™, z, = 5cis45°, z3 = 8 + 8v/3i y z4 = 4cis 135°. Obtenga, en forma polar,
los valores de z € C que satisfacen z*z; = z,252,.

Resultado: z* = 16 cis 60°: z = 2 cis 15°, 2 cis 105°, 2 cis 195°, 2 cis 285°.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 139.

17



Unidad 1 - Parte A - Nimeros complejos

1. z aparece sin potencias: se despeja como en los reales, z = (3 + 3i)? (% cis 300°) cis 30°.
2. (3 +3i)> =9+ 18i + 9i% = 18i = 18 cis 90°.

3. z=18" é cis(90° + 300° + 30°) = 2 cis 420° = 2cis 60°.

4. Resultado: z = 2¢is60° = 1 + /3.

1A.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.1A.

Ejercicio propuesto 1A.6.1
Adaptado de: ler final 2014-1, tipo A, problema 2.
Los nimeros zq, 2, 23, 24 estan en el diagrama: z; sobre el eje imaginario a altura 1; z; en

el punto (1, 3); z3 con mddulo 2 a 30° del semieje imaginario negativo, hacia la izquierda;
z, con médulo v/8 a 45° del semieje imaginario negativo, hacia la derecha. Obtenga los

. . 222, .
numeros z € C que satisfacen 24233 = ZZ 4 y grafiquelos.
1
Im
3r—-—-p2%
|
|
|
|
z :
|
L Re
1
2 V8
30°| 45°
Z3 2

Resultado: z* = 1: z = 1, i, —1, —i (un cuadrado inscrito en la circunferencia unitaria).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 139.

Ejercicio propuesto 1A.6.2

Adaptado de: ler final 2010-2, turno matutino, tipo A, problema 2.
Obtenga los numeros w € C que satisfacen

w2z, = V2 (2, — 23)

24 il7

3 .
donde z; = 14,2, = 3cis 180°, 23 = =3 — 6i y z4 = 2e4”".
Resultado: w3/2 = 3: w = /9 cis 0°, 3/9cis 120°, /9 cis 240°.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 139.
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Unidad 1 - Parte A - Nimeros complejos

Unidad 1 - Parte A - Numeros complejos

1 Volver al indice

Objetivo (programa 2026, tema 1). «Identificar las operaciones elementales
de los nimeros complejos en sus formas binémica, trigonométrica y expo-
nencial para aplicarlas en el calculo de las raices de polinomios apoyandose
en software.»

Contenido de esta parte. 1.1 Formas de representacién: bindmica, trigo-
nométrica y exponencial del nimero complejo. Suma, resta, multiplicacion,
division y raices de niimeros complejos. Uso de software para operar nimeros
complejos.

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en exdmenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): en los planes anteriores, un problema en cada uno de los 17 finales del
Plan 2010 y de los 41 del Plan 2016 de Algebra. En el Plan 2010, 8 de 17 dan datos
en un diagrama de Argand y 4 de 17 piden raices n-ésimas; casi todos terminan en
una potencia o raiz de la incognita.
= Tiempo: de 2.5 a 3 horas para esta parte.
= Ruta corta:
1. Lee la seccion 1A.1y ten a la mano la tabla de angulos notables de la secciéon
0.6.3 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 1A .4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 1A.5.4, 1A.5.5 y 1A.5.6 con cronémetro (15 min cada
uno).
4. Comprueba un resultado con el programa de la seccién «Con la computadorax.

1A.1 Conceptos y expresiones
Las tres formas. Un nimero complejo se escribe de tres maneras equivalentes:

z=a+bi, z=rcisf =r(cosf +isenb), z = ré.

Son las formas bindémica, polar y exponencial. a = Re z es la parte real, b = Im z la parte
imaginaria, r = |z| > 0 el médulo y 0 el argumento. En los examenes el argumento de la

forma polar se da en grados y el de la exponencial en radianes: 2 cis 60° = 23,

Conversiones.

= Bindmica a polar: r = \/a? + b?; 0 es el angulo cuyo coseno es a/r y cuyo seno es b/r.
Se ubica el cuadrante por los signos de a y b y se usa el angulo de referencia, cuya
tangente es |b/al.

= Polar a binémica: a = r cos 0, b = r sen 6, con los valores exactos de la tabla de angulos
notables (seccién 0.6.3).

= Polar a exponencial: el mismo r y 0 en radianes: 180° = 7, 60° = %, 45° =

NS

ez
30" = Z.



Unidad 1 - Parte A - Nimeros complejos

Valores que conviene saber de memoria.

1=rcis0°, i=1cis90°, —1=cis180°, —i= cis270°,

1+4i=+2cis45°, 14++/3i = 2cis60°, V3 +i=2cis30°.

Potencias de i. Se repiten cada cuatro: i'=ii2=-1,8=—ii* =1 Parai" se usael

residuo de dividir nentre 4: 17 = i1 =, i =0 = 1,7 =3 = —i.

Angulos fuera de [0°,360°). El argumento no es tnico: rcis@ = rcis(9 + 360°k) para
todo entero k. Se reduce restando vueltas completas: cis 1140° = cis(1140° — 3 - 360°) =
cis 60°; 2™
—1cis180° = 1cis0° = 1.

Conjugado y modulo. z = a — bi = r cis(—0). Propiedades:

— 5 45 o — 5 5 "
2123 =21 2, 212 =212, 2z = %,

al_lal

|zo|
Operaciones. La suma y la resta se hacen en forma bindmica. El producto, el cociente y
las potencias, en forma polar o exponencial:

|2125| = 21112,

ricisfy n

ry cis6; - ry cis by = ryry cis(6; + 6,), = — cis(f; — 6),
r

1y Cis 6,
(rcis@)" =r"cisnf (De Moivre).
El cociente en forma binémica se hace multiplicando por el conjugado del denominador:
Z _ A2
z |l
Raices n-ésimas. Todo z = rcis 0 # 0 tiene exactamente n raices n-ésimas distintas:

. 0+360° k
w = ¥ cis ——— k=0,1,...,n—1.
Todas tienen el mismo médulo 47 (raiz real positiva) y estan repartidas cada %OQ sobre
una circunferencia: forman un poligono regular de n lados centrado en el origen.

Exponente racional. En los enunciados aparece wP/4 =, que se entiende como (‘{/ w)p =
c. Para despejar se eleva a la q y luego se sacan las raices p-ésimas:

whli=¢ — wP=c¢4 = w=4cl (p valores).

Jc3, dos valores; w32 = ¢ da w = 3/¢2, tres valores.

Igualdad de complejos. En forma bindémica, a + bi = c+disiy solosia=cyb =d:
una ecuaciéon compleja con incégnitas reales da dos ecuaciones reales. En forma polar,
rycisfy =rycisf siysolosiry =r, y 0; = 6, + 360°k.

Diagrama de Argand. Es el plano con la parte real en el eje horizontal y la imaginaria en
el vertical. Un numero se puede dar por sus coordenadas (a, b) o por su médulo (la longitud
del segmento) y un angulo. Ese angulo puede estar medido desde cualquier semieje: hay
que convertirlo al argumento medido desde el semieje real positivo, en sentido contrario
al de las manecillas del reloj.

Por ejemplo, w3 =cdaw=

10

= 1; cis(—60°) = cis 300°. Un coeficiente negativo se corrige sumando 180°:

Unidad 1 - Parte A - Nimeros complejos

Resolucion.

1. Lectura: el argumento de z; es 90° + 45° = 135°: z; = 8cis135° y Z; = 8cis225".
z3 =8 —4iyzy = cis 270°.
. Agrupar las x: x3/2(z3 —8) = 4Z1zy, con z3 — 8 = —4i = 4 ¢is 270°.

3/2 _ 48cis225°cis 270° _ . o
X R 8 cis 225°.

. Exponente racional: x = /(8 cis 225°)% = ¥/64 cis 450°
. Raices cibicas: médulo 4, argumentos 30° + 120°k.
. Resultado: xy = 4¢is 30°, x; = 4cis 150°, x, = 4¢is 270° = —4i.

= 364 cis 90°.

U A W

Ejercicio 1A.5.6 - Las otras raices ctbicas

Adaptado de: 2° final 2018-2, problema 3.

Siz; = 2cis60° es una de las raices cubicas de z, determine las otras raices cuibicas de z y
expréselas en forma bindmica y exponencial.

Resolucion.

1. Las tres raices tienen el mismo moédulo y estan separadas 36700 =120°.
2. Las otras dos: 2 cis 180° y 2 cis 300°.

3. Binémica: 2 cis 180° = —2; 2 cis 300° = 2 (%

\/771) =1- \/§ i.
. 5.
4. Exponencial: 2¢™ y 2e3™

. 5 .
5. Resultado: =2 = 2¢™y 1 — V3i=2e3". Ademas, z = 213 = 8cis 180° = 8.

Ejercicio 1A.5.7 - Igualdad con forma polar
Adaptado de: 1er final 2020-1, tipo C, problema 3.

Determine los valores reales de a y de b para que

atdi_ ) isa25
2+h

Resolucion.
1. 2cis225° = 2(—£ - I) -2 —2i.

2. Quitar el denominador:

a+4i=(—2-2i)(2+bi) = (-2V2 +V2b) + (-2V2 - V2 b)i.
3. Partes imaginarias: 4 = —2v2 —v2b = b = 4f2f —2J2 2.

4. Partes reales: a = —2v2 + J2(—2J2 — 2) = =242 — 4 — 2/2.
5. Resultado: a = —4 — 442, b = —2 — 24/2.

Ejercicio 1A.5.8 - Ecuacion lineal en z

Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 3.

Determine z € C que resuelve la ecuacion
2z=(3 +31)Z( ¢is 300° )( )+z.

Resolucion.

15



Unidad 1 - Parte A - Numeros complejos

donde z; v z, estan en el diagrama: z; es el punto de coordenadas (2, 2v/3); z, esta sobre
la recta que forma 60° con el semieje real positivo y su parte real es 1.

Im

P NEN i -

Resolucién.

. Raices cuartas: {‘/R = 2, argumentos
. Resultado: wy = 2¢is 60°, w; = 2 cis 150°, wy, = 2 ¢is 240°, wy = 2cis 330°: los vértices

1. Lectura: z; = 2 + 2y/3i. Para z, = 1 + bi, tan 60° = % =b=13:2=1+3i
2. 21— 2y =14+ 3i = 2cis 60°; (z; — 25)° = 8¢is 180°.

3.
4
5

z3 = 2cis 60°. Despejar: w* = 2 cis 60° - 8 cis 180° = 16 cis 240°.
2404360k _ 00 1 90°k.

de un cuadrado inscrito en la circunferencia de radio 2.

Ejercicio 1A.5.5 - Exponente racional con datos en el diagrama

Adaptado de: 2° final 2014-1, tipo A, problema 2.

Obtenga el o los valores de x € C que satisfacen

donde z; tiene médulo 8 y forma 45° con el semieje imaginario positivo, hacia la izquierda,

3 .
- — Tl
x3/2z3 =4zz) + 8x3/2, zy=e2"",

y z3 es el punto (8, —4).

Im

Z

45°

Re

Z3

Unidad 1 - Parte A - Numeros complejos

1A.2 Cémo reconocer el problema

El enunciado dice...

Procedimiento (seccién)

«Obtener los nimeros w € C que satisfacen
w’ ..
«Z1 ¥ z estan en el diagrama de Argand»

w3/2, 7.4/3, x2/3 en la ecuacién
«Determinar x,y € R», «los valores de a'y
b»

Z, |z| o «el moddulo sea igual a...» con

Una sola forma (1A.3.1), simplificar
(1A.3.2), raices (1A.3.3)

Leer médulo y argumento de la figura
(1A.3.1)

Exponente racional (1A.3.3)

Igualdad de complejos (1A.3.4)

= ...», datos en varias formas

Escribir z = a + bi (1A.3.5)

incoégnita

«Una de las raices ctbicas de z es...»
«En forma polar», «en forma binémica»

Repartir cada 360°/n (1A.3.3)
Convertir el resultado al final (1A.1)

1A.3 Procedimientos

1A.3.1 Pasar los datos a una sola forma

1.
2.

Reduce las potencias de i con el residuo entre 4 y los argumentos a [0°,360°).
Si hay sumas o restas, hazlas en forma binémica: convierte a binémica los nimeros
que van a sumarse.

. Todo lo que se multiplica, divide o eleva a potencia, pasalo a forma polar con el

argumento en grados.

. Diagrama de Argand: lee el médulo (la longitud) o las coordenadas, y convierte el

angulo marcado al argumento desde el semieje real positivo. Por ejemplo, un segmento
de longitud 8 que forma 45° con el semieje imaginario positivo, hacia la izquierda, es
8cis 135°.

1A.3.2 Simplificar el lado conocido

1.

3.

Calcula primero los paréntesis (sumas y restas en binémica) y pasa cada resultado a
polar.

. Multiplica médulos y suma argumentos; divide médulos y resta argumentos; con De

Moivre, eleva el médulo y multiplica el argumento.
Reduce el argumento final a [0°,360°). El lado conocido debe quedar como ¢ = Rcis .

1A.3.3 Despejar la potencia y sacar las raices

1.
2.
3.

Despeja la potencia de la incognita: w" = Rcis .
Si el exponente es racional, wb/q = ¢, cambia a w? = ¢4 (eleva c a la g con De Moivre).

30 cada

Raices: w, = YRcis q%éok, k =0,...,n— 1. Basta con calcular % y sumar ==

VEZ.
360°

. Site dan una raiz wy y piden las demas, solo suma - al argumento; el nimero original

es wy'.

. Escribe el resultado en la forma que piden. Si te piden graficarlo, dibuja la circunferencia

de radio ¥R y los n puntos.



Unidad 1 - Parte A - Numeros complejos Unidad 1 - Parte A - Niimeros complejos

1A.3.4 Igualdad de complejos con incognitas reales 2. Lado derecho: 6 + 12i + 2yi + 4yi® = (6 — 4y) + (12 + 2y)i.
1. Pasa todo a forma binémica y desarrolla los productos (recuerda i2 = —1). 3. Partes reales: 3x — 8 = 6 — 4y. Partes imaginarias: 2x + 12 = 12 + 2y, es decir, x = y.
2. Separa: parte real del lado izquierdo igual a parte real del derecho; lo mismo con la 4. Sustituyendo: 3x —8 = 6 — 4x = 7x = 14.

imaginaria. 5. Resultado: x =2,y = 2.

3. Resuelve el sistema de dos ecuaciones reales. . X ;
Ejercicio 1A.5.2 - Mdédulo con un parametro

1A.3.5 Ecuaciones con conjugado o con modulo Adaptado de: Ter final 2013-1, tipo A, problema 2.
L Sizz apazrecZZjunto con Z o con |z, no sirve sacar raices: escribe z = a +bi, z = a - bi, Determine el o los valores de x € R para que el médulo del nimero complejo z = T—: sea
z[* = a® + b%. .
i . L igual a /5.
2. Iguala partes reales e imaginarias y resuelve para a y b. =
3. Si solo hay un modulo, usa |z, /25| = |z1]/|22| sin hacer la division. Resolucion. ] .
4. Si z aparece en forma lineal (sin potencias), despéjala como en una ecuacion real. 1. No hace falta dividir: |z| = M = yxtl
p p pe) 1+ NG
S s S 2 _ 2 _
1A.4 Ejemplo resuelto 2. Condicion: =5=2x*+1=10=x>=09.
3. Resultado: x =3 0 x = —3. _
Ejemplo resuelto - Raices ciibicas con datos en varias formas 4. Comprobacién con x = 3: ?: w = 47 =2-iyl2—i=+5.
Adaptado de: ler fi fml 2013-2, tipo A, problema 2 » Ejercicio 1A.5.3 - Ecuacion con conjugado y potencia
Obtenga los numeros w € C que satisfacen la ecuaciéon
Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 2.
3
w” (z325) =2z Determine el o los valores de z € C que satisfacen
Z4 ’ 3
2 omi s (z3—24)
donde z; = —1c¢is 180°, z, = i?%, z3 = 2¢is 1140° y 2, = 2e>™., = P
Resolucion.
1. Una sola forma (polar): donde z; = cis45°, z, = 2v2 + 221, 23 = 5¢" y z, = =5 + 2i.
m 2z =—lcis 180° —(-1)=1=cis0% Resolucién.
20 0 _
» 7 =" =1 =1 porque 20 = 4-5; 1. Numerador: z3 = 5¢is180° = =5y Z4 = —5 — 2i, asi que z3 — 24 = 2i = 2c¢is90" y
= 23 = 2cis(1140° — 1080°) = 2 cis 60°; (20) = 8 cis 270°
vz, =267 = 2cis 360° = 2. ) . VI
) 3 zz, (1)) ) . . . 2. Denominador (suma en binémica): z; = = + =i,y
2. Despejar: w® = 22 = =222 = ¢jg(—60°) = cis 300°. 2 2
232y 2cis 60
3. Raices cubicas: w, = ¥/1cis 3004360k _ cis(100° + 120°k). Z1+2y = SI zfl = 5cis 45°,
4. Resultado: wy = cis 100°, w; = cis 220°, w, = cis 340°.
3 o . I o4 _ ) -
5. Comprobacion: wy’ = cis 300°, y cis 300° - 2 cis 60 5 = Cis360" = 1= z. pues r = [2 . 5:1_0 = 5 las dos partes son iguales y positivas.
3. 2% = B2 S i ao5°,
1A.5 Ejercicios de examen (resueltos) oy ac®
J 4. Raices cuadradas: \E zf y argumentos w, k=0,1.
Ejercicio 1A.5.1 - Igualdad de complejos 5. Resultado: z, = Z\F cis 112.5°, 2, = Z\F cis 292.5°.

Adaptado de: 2° final 2010-1, tipo A, problema 2.

. . . Ejercicio 1A.5.4 - Datos en el diagrama de Argand: raices cuartas
Determine los valores x, y € R que satisfacen la ecuacién

Adaptado de: 2° final 2010-2, problema 2.
3+ 2i)(x + 4i) = (6 + 2yi)(1 + 2i). . .
( X )=( yiX ) Determine los valores de w € C que satisfacen

Resolucion. 4
1. Lado izquierdo: 3x + 12i + 2xi + 82 = (3x — 8) + (2x + 12)i.
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3. b)
IA{ A

0| = (=2 — 0)i — (=10 — 0)j + (40 — 2)k = (2, 10,38),
2

|AB x AC| = V4 + 100 + 1444 = /1548 = 6y/43; area 3/43.
4. ¢) (ABx AC)-AD = 6 — 40 +304 = 270; V = 22 = 45

Resultado: a) —ST\E; b) 3v/43 unidades de area; c) 45 unidades ctbicas.

Ejercicio 2.6.12 - Segmento dirigido paralelo a otro
Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 2.
El segmento dirigido AB, de longitud 14, es paralelo al segmento dirigido CD, como se

muestra en la figura, con A(6,-3,9), C(1,2,3) y D(3,—-1,9). Empleando algebra vectorial,
determine las coordenadas del punto B.

14

C(1,2,3)

A(6,-3,9) D(3,-1,9)

Resolucion.

1. Direcciéon: CD = D — C = (2,-3,6), |CD| = V4 + 9+ 36 = 7. .

2. Sentido: en la figura las flechas apuntan en sentidos contrarios, asi que AB tiene la
direccién de DC = (-2,3,-6).

3. Vector: AB = 14 - @ = (~4,6,—12).

4. Punto: B= A+ AB=(6—4, —3+6,9—12) = (2,3,-3).

Resultado: B(2,3,—3). (Si se tomara el mismo sentido que E, saldria B(10,-9,21); la

figura descarta esa opcion.)

Ejercicio 2.6.13 - Distancia de un punto al eje y
Adaptado de: ler parcial 2005-2, tipo B, problema 2.

En la figura, el punto A esta en el plano XY y su vector de posicién d forma un angulo de
60° con el eje x; el segmento AB es paralelo al eje z. Si |d| = 16 y |AB| = 6, determine la
distancia entre el punto By el eje y.
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3. Queda 2x> — x2 — 2x + 1. Se agrupa: x*(2x — 1) - 2x - 1) = 2x — )(x* - 1) =
(2x — D(x—D(x+1).

4. Comprobacién con raices racionales: los candidatos son =1, i%, y los tres que
salen estan en la lista.

. 1 .
5. Raices: 0, i, —i, 2 1, —1. Son seis, como el grado.

fG) = 2x (x = i)(x +) (x - %) (x = 1D(x +1).

1B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 1B.5.1 - Coeficientes a partir de dos raices
Adaptado de: 2° final 2010-1, tipo A, problema 3.

Dado el polinomio P(x) = x* + x® — 7x? — Ax + 2B, determine:

= a) los valores de Ay Bsi1ly —1 son raices de P;

= b) la expresion de P(x) como producto de sus factores lineales.

Resolucion.

1. P(1)=1+1-7-A+2B=0 = —A+2B=5.
2.P(-1)=1-1-7+A+2B=0 = A+2B="T.

3. Sumando: 4B = 12, B=3;entonces A=7—-6=1.a) A=1, B=3.

4. P(x) = x* + x> — 7x? — x + 6. Se divide entre x — 1 y el cociente entre x + 1:

1 1 2 -5 -6
-1|1 2 -5 -6 0
-1 -1 6

5. x2+x—6=(x+3)(x—2).
6. b) P(x) = (x—1)(x+1)(x—2)(x+3). Comprobacién: producto de raices 1-(—1)-2-(—3) =
6 = (—1)%a,.

Ejercicio 1B.5.2 - Coeficientes a partir de tres puntos de la grafica

Adaptado de: ler final 2010-2, turno vespertino, problema 3.

La gréfica del polinomio p(x) = Ax® + Bx? + Cx + A contiene a los puntos (—1, —6), (0, 2)
y (1,0). Determine:

= a)los valores de A,B,C € R;

= b) todas las raices de p(x).

Resolucion.

1. p(0)=A=2.

2. p(1)=A+B+C+A=0 = B+C=—-4

3. pf(-1)=—-A+B-C+A=—-6 = B—-C=—6.

4. Sumando: 2B=-10,B=-5;C=—-4+5=1.a) A=2, B=-5C=1.
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5. p(x) = 2x3 — 5x% + x + 2. El punto (1,0) dice que x = 1 es raiz:

6. 2x% —3x—2 = (2x + 1)(x — 2).
7. b) Raices: 1, 2, —%.

Ejercicio 1B.5.3 - Coeficientes complejos con una raiz dada
Adaptado de: 2° final 2010-2, problema 3.

Para el polinomio
P(x) = x° + (=2 4+ i)x* + (=6 — )x> + (8 = 7))x? + (5 + i)x + (—6 + 6i),

determine sus raices, si una de ellas es 1 — i, y represéntelo como producto de sus factores
lineales.
Resolucion.

1. Hay coeficientes complejos: 1+i no tiene por qué ser raiz. Se divide solo entre x —(1—i):

1 —2+i —-6-i 8—7i 5+i —6+6i
1—i 1—i —14i =747 1-i 6—6i
|1 -1 —7 1 6 0

Por ejemplo, en la segunda columna: (1 —i)(1) =1—-iy(-2+i)+ (1 —i) =—-1.
2. El cociente es real: x* — x3 — 7x2 + x + 6. Candidatos racionales: +1, +2, +3, +6.
3. x =1yluego x = —1:

1 1 0 -7 -6
-1|1 0 -7 -6 0
-1 1 6

4. x® —x—6=(x—3)(x+2).
5. Raices:1—1i, 1, —1, 3, =2

P(x) = (x — 14+ i)(x — D(x + 1)(x — 3)(x + 2).
Ejercicio 1B.5.4 - Polinomio bicuadrado y cota superior
Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 3.

Obtenga las raices del polinomio p(x) = x® + x* — 6 y una cota superior de sus raices
reales.

Resolucion.

1. Conu=x*w?+u—6=w+3)(u—-2)=0,asiqueu=20u=—-3.

2. x* = 2: raices cuartas de 2 = 2 cis 0°. Médulo 2, angulos 0°,90°,180°, 270°:

x=3/§, {‘/Ei, —%, —{2i.
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Ejercicio 2.6.9 - Volumen con un vector dado por cosenos directores
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo D, problema 5.
Tres aristas concurrentes del paralelepipedo P son los vectores i = (2, —1,1), ¥ = (0, -2, 3)

> . S 1 3
y 2w. Dos de los cosenos directores del vector unitario w son cosa = 2y cosf = g

Obtenga: a) compy 4; b) el volumen de P.

Resolucion.
—1-1_3 148,

lwcosy 1 1 4—0a51qu (2 )

2. 2)i-v=0+2+3=5, V> =13: comp; i = (0 23)—(0,—% i—g)

3. b)
2 -1 1

i-@xw) =0 -2 3 :2( —i)ﬂ(o )+1(o+1)=—3J§—1.
1B 2
2 2
Con la arista 2w el producto mixto se duplica: V = 2 |—3\/§ - %| =6V3+1.
Resultado: a) (0, —%, %), b) V = 643 + 1 unidades cubicas.

Ejercicio 2.6.10 - Componente escalar y producto mixto con parametros
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2019-2, tipo A, problema 5.

29

Seand = (-2,3, l),l; =(0,1,—4) y ¢ = (m,n,—6). Determine m y n tales que comp; C= 7

y el producto mixto [3 b ] = —67.

Resolucién.
1. C te: |b b=n+24 "2 =2 -5
omponente bl = V17 7y¢-b=n vy A
2. Producto mixto:
-2 3 1
0 1 —4/=-2(-6+4n)—3(0+4m)+1(0 —m) = 12 — 8n — 13m.
n -6

3. Conn=5:12—40—-13m = —67 = —13m = -39 = m = 3.
Resultado: m = 3,n = 5;¢ = (3,5, -6).

Ejercicio 2.6.11 - Tetraedro: componente escalar, area de una cara y volumen
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2020-1, tipo C, problema 5.
Un tetraedro tiene sus vértices en A(3,4, —1), B(-2,3,—1), C(1, -4, 1) y D(0, 0, 7). Obtenga:

a) la componente escalar de CD sobre AC; b) el area del tridngulo ABC; c) el volumen del
tetraedro.

Resolucion.

1. Vectores: AB = (—5,—1,0),A—C> =(-2,-8,2), AD = (-3,-4, 8) CcD =(-1,4,6).
ey B — _ _ 18 _ 32

2. a)CD-AC=2-32+12=—18,|AC| =72 = 6+/2: compACCD P AR

47



Unidad 2 - Algebra vectorial

Resolucion.
1. Diagonal y cuarto lado: AC=i+7v= (14,10,0) y—Ij =u+v+w=(16,0,0).
ik
2. Triangulo ABC:uxv=|6 8 0/=1(0,0,12—64) = (0,0, —52); area % 52 = 26.
8 2 0
I L A
3. Triangulo ACD: ACx AD ={14 10 0|=(0,0,0—160) = (0,0, —160); area 80.
16 0 0
4. Suma: 26 + 80 = 106. (Comprobacion: 3[AC x BD| con BD = ¥ + # = (10,-8,0) da

2212 =106.)

Resultado: 106 unidades de érea.

Ejercicio 2.6.8 - Paralelepipedo de volumen dado y componente vectorial
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 2.

Los vectores & = i + 2] + 2k, v = =2 + 2] — k y w = 121 + bj — 12k estan sobre tres aristas
concurrentes de un paralelepipedo. a) Determine el conjunto de valores de b para los cuales

el volumen del paralelepipedo es de 162 unidades cubicas. b) Obtenga la componente
vectorial de # sobre V.

Resolucién.

1. a) Producto mixto:
2

—1|=1(—24 +b) — 2(24 + 12) + 2(—2b — 24) = —3b — 144.
—12

1
n-(Wxw)=|-2
12

SN N

2. |-3b— 144 =162: =3b — 144 = 162 = b = —102,0 —3b— 144 = —162 = b = 6.

3. b)ﬁ~17=—2+4—2:0:00mp\717:5\/26(17J.7/).

Resultado: a) b € {—102, 6}; b) 0 = (0, 0,0).
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180°+360°k
4

4
binémica, 43 cis 45° = ‘/—\g(l +10), y las otras tres son

3. x* = =3 = 3¢is 180°: modulo ¥/3, angulos = 45°,135°%,225°,315°. En forma

By B, 5 B,
ﬁ(lﬂ), ﬁ(l i), \E(l ).

4. Ocho raices: 42, +4/2iy /3 cis con § = 45°,135°, 225°, 315"
5. Cota superior. Con ¢ = 1 el residuo es negativo:

1 00 0 1 00 0 —6
1 111 1 2 2 2 2
11 11 2 2 2 2 —4

Con ¢ = 2, todos los resultados son positivos:

1000 1 0 0 0 -6
2 2 4 8 16 34 68 136 272
|1 2 4 8 17 34 68 136 266

6. Cota superior: ¢ = 2. En efecto, la tnica raiz real positiva es 42 < 2.

Ejercicio 1B.5.5 - Polinomio de menor grado a partir de su grafica
Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 3.
Determine el polinomio de menor grado, con coeficientes reales, cuya grafica es la de la

figura: corta el eje x en —2, 0, 1 y 3 (en los cuatro puntos lo cruza), crece hacia ambos
extremos y pasa por el punto (-1, —8).

+ + X
\/ 3

(-1,-8)

Resolucion.

1. Cuatro cruces del eje, cada uno de multiplicidad 1 (la curva atraviesa el eje): el menor
grado es 4.

2. p(x) =a(x+2)x(x—1)(x—3).

3. Punto (—1,—8): a(1)(—1)(—2)(—4) = —8a = —8, asi que a = 1. Es positivo, como indican
los extremos que suben.

4. p(x) = x(x + 2)(x — 1)(x — 3) = x* — 2x3 — 5x + 6x.
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Ejercicio 1B.5.6 - Regla de los signos de Descartes y factores lineales

Adaptado de: 2° final 2014-1, tipo A, problema 3.

Para el polinomio h(x) = x7 + 3x® + 3x° + 3x* + 2x3, aplique la regla de los signos de
Descartes y exprese h(x) como producto de sus factores lineales.

Resolucion.

1. h(x) = x3 q(x) con g(x) = x* + 3x% + 3x% + 3x + 2. x = 0 es raiz de multiplicidad 3.

2. Descartes en q. Signos de g(x): + + + + +, 0 cambios: ninguna raiz positiva.

3. q(—x) = x*—3x3 +3x2 - 3x +2: signos + — + — +, 4 cambios: 4, 2 o 0 raices negativas.

‘ 12 922 32
Positivas 0o 0 O
Negativas | 4 2 0
Complejas | 0 2 4
Total 4 4 4

(Contando x = 0, h tiene ademas tres raices nulas.)
4. Candidatos racionales de ¢: £1, £2; solo se prueban los negativos.

-1 -1 -2 -1 =2
-2 |1 2 1 2 0
-2 0 -2

5. Queda x? + 1 = 0: x = +i. Se cumple la segunda posibilidad de la tabla.
6. h(x) = x3(x + D(x + 2)(x — i)(x +i).

Ejercicio 1B.5.7 - Raiz de multiplicidad 2

Adaptado de: 1er final 2020-1, tipo A, problema 4.

Sea p(x) = x° — x* — 5x3 + kx? + mx —m.

= a) Obtenga k y m si @ = 1 es raiz de multiplicidad 2.
= b) Con esos valores, determine las raices de p(x).
Resolucion.

1. Primera division entre x — 1:

1 -1 -5 k m -m
1 1 0 -5 k-5 k-5+m
|1 0 —5 k-5 k—5+m k-5

Residuo k — 5 = 0: k = 5. El cociente es x* + 0x3 — 5x2 + 0x + m.
2. Segunda divisién entre x — 1:

Residuom —4 =0: m = 4.
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1. Médulo de a: comp; d=|dcos60° = 4 = %|E| = |a| = 8.

2. Area: A = %|ﬁ><i;| = %|E||i7)|sen60° = % -8-43- \/73 = 6.

Resultado: A = 6 unidades de area.

También en: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo C, problema 5, y 2° final
2016-2, tipo A, problema 5, con bl =3 y componente escalar 2: [d| =4y A = % -4-3- J; =

34/3.

Ejercicio 2.6.6 - Area de una armadura y componente vectorial

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 1er final 2016-1, tipo A, problema 5.

En la armadura de la figura, los segmentos CD y BA son paralelos, asi como BC y AD.
Sean el punto A(1,—4,0) y los segmentos dirigidos BD = 31 — 2j —k y BC = (1,3,-1).
Determine: a) el 4rea del paralelogramo ABCD; b) la componente vectorial de BC sobre
kxj.

A(1,-4,0)

Resolucion.
1. Lados desde B: los lados que salen de B son BA yB—C), y BDesla diagonal (no dibujada):
BD = BA + BC, asi que BA = (3,—-2,—1) — (1,3,-1) = (2, —5,0).
2. a)
7k
BAxBC=[2 -5 0|=(5-0)i—(-2-0)j+(6+5k=(5211),
1 3 -1

A =425+ 4 + 121 = /150 = 5v6. (Da lo mismo |ﬁj xR’], porquei‘)xﬁ =0)
3. b)kx j = —i. Con é = —i, |¢| = 1: comp; BC = (BC -€) & = (-1)(-) =1.
Resultado: a) 546 unidades de area; b)i=(1,0,0). El punto A no se necesita.
Ejercicio 2.6.7 - Area de un cuadrilatero dado por tres lados
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 3.

Los vectores 4 = (6,8,0), v = (8,2,0) y w = (2,—10,0) son los lados AB, BC y CD del
cuadrilatero ABCD de la figura. Obtenga el area del cuadrilatero.
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— lpxy =33
yA—2|u><v|— R

Resultado: a) (0,0, —3); b) 120°; ¢) 33 unidades de area.

Ejercicio 2.6.3 - Vector perpendicular con médulo dado y componente vectorial
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo C, problema 5.

Sean d = 31— ij; 4k —2,¢= i—j+ 2k yr_i = 21+ j — k. Determine: a) las componentes
del vector 4 perpendicular tanto a bcomoad y tal que 4] = |d|; b) los cosenos directores
de g; c) el vector v tal que 2d — 3V es la componente vectorial de d sobre .

Resolucién.

1. a) Conb = (=2,0,4),¢ = (1,~1,2):

. ik .
bxd=|-2 0 4 =0+45-(—4—4)j+@-0k=(4,82)=2(241).
1 -1 2
(2,4,1)] :Fy|a| :\/9+ =13, asi que i = + %(2 4, 1)_+ﬁ(2 4,1).
2. b)cosa = = cosﬂ cosy—O

3. c)2~8:2—1—2:—1,|*| =6:c0mp3d:—%(1,—1,2).
003 —30 = —lgosy=23+1lg=(2 -4 1 1 1\_(37 251
4. Despeje: 2a — 3v = 6c=>v— a+ c—(z, 3,0)+( )—( )

187 18° 9 187 18’9
= 323, 4,1); b)(r E0)9v=(2-51)

Ejercicio 2.6.4 - Vector unitario paralelo a un plano coordenado y a 45° de otro

Resultado: a) i

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2024-2, tipo A, problema 5.
Obtenga un vector unitario v, paralelo al plano XZ, que forma un angulo de 45° con el
vector 4 = (2,0,2).
Resolucion.
1. Incédgnitas: paralelo al plano XZ significa componente y nula: v = (x,0,z), con
24,2 _

x“+z°=1
2. Angulo: V-1 = |9||i] cos 45° = 2x + 2z =1-22- 472
3. Sistema: (x +z)? =1y x?+2z2=1dan2xz=0:x=0,z=10x=1,2z=0.
4. Comprobacién: k- (2,0,2)=2=1-2J2- \/75
Resultado: ¥ =i = (1,0,0) 0 ¥ = k = (0,0, 1) (basta dar uno).

=2, esdecir, x +z = 1.

Ejercicio 2.6.5 - Area de un triangulo con angulo y componente escalar

Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 2.

Dos de los lados de un tridngulo son los vectores d y b, que forman un angulo de 60°. La
componente escalar de @ sobre b es 4 y |b| = +/3. Obtenga el area del triangulo.

Resolucion.
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3. Queda x® +x% —d4x —4 = x®(x + 1) —4(x + 1) = (x + 1)(x — 2)(x + 2).
4. b) Raices: 1 (doble), —1, 2, —2: p(x) = (x — 1)%(x + 1)(x — 2)(x + 2).

Ejercicio 1B.5.8 - Raiz compleja de un polinomio real

Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 4.

Sea p(x) = x* — 2x3 + 11x? — 18x + 18. Determine todas sus raices si a; =1—iesunade
ellas.

Resolucion.

1. Coeficientes reales: a; = 1+ i también es raiz. Factor cuadrético: (x — 1 +i)(x —1—i) =
(x—12%+1=x*-2x+2.

2. Aldividir, x* —2x3 +11x% = 18x+18 = (%% —2x+2)(x% +9). Se comprueba multiplicando:
x* — 203 + 2x% + 9x% — 18x + 18.

3. x2+9=0:x = +3i.

4. Raices: 1 —1i, 1+1i, 3i, —3i.

1B.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.1B.

Ejercicio propuesto 1B.6.1
Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo B, problema 3.
Determine el polinomio de menor grado, con coeficientes reales, cuya grafica es la de la

figura: corta el eje x en —3, —1, 0 y 2 (en los cuatro lo cruza), crece hacia ambos extremos
y pasa por el punto (1, —8).

(1.-8)

Resultado: g(x) = x(x + 3)(x + 1)(x — 2) = x* + 2x% - 5x% — 6x.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 1B.6.2
Adaptado de: 1er final 2013-1, tipo A, problema 3.

Exprese el polinomio h(x) = x+ (2 —i)x® + (=3 — 2i)x* + (=6 + 3i)x> + 6ix? como producto
de factores lineales, si se sabe que i es una de sus raices.
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Resultado: h(x) = x%(x — )(x + 2)(x — V3)(x + v/3).
—> Resolucion en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 1B.6.3
Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 3.

Obtenga las raices de f(x) = p(x) g(x), donde p(x) = x*+1y g(x) = x®—3x° —9x* +20x>.

1+F —1-y/21

Resultado: i, —i, 0 (triple), 4, >

— Resolucién en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 1B.6.4

Adaptado de: 2° final 2014-1, tipo B, problema 3.

Para g(x) = x” — 3x% + 3x° — 3x* + 2x3, aplique la regla de los signos de Descartes y
exprese g(x) como producto de sus factores lineales.

Resultado: Posibilidades (positivas, negativas, complejas) del factor de grado 4: (4, 0,0),
(2,0,2), (0,0,4). g(x) = x3(x — 1)(x — 2)(x — )(x +i).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 1B.6.5
Adaptado de: ler final 2018-2, tipo C, problema 4.

Sea p(x) = Ax> + 2x? — Bx + 2. Determine:

= a)los valoresde Ay Be Rsi p(1) = —4y p(2) = 0;
= D) las raices de p(x) con esos valores.
Resultado:a) A=1,B=9.b)2, -2+ J5, =2 — /5.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 141.

Ejercicio propuesto 1B.6.6
Adaptado de: 1er final 2014-1, tipo A, problema 3.

Obtenga las raices de p(x) = x° — (1 - 3i)x* + 5x3 — (5 — 15i)x% + 4x — (4 — 12i), si se sabe
que 1 — 3i es raiz.
Resultado: 1 — 3i, i, —i, 2i, —2i.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 141.

1B.7 Errores frecuentes

= Olvidar los ceros en la divisién sintética. En 2x°> — x* — 2x + 1 faltan x3 y x% sus
coeficientes son 0 y deben escribirse.

= Usar el conjugado con coeficientes complejos. Si algun coeficiente tiene i, el conju-
gado de una raiz no es raiz en general. Se divide solo entre x — a.

= No usar el conjugado con coeficientes reales. Si son reales, el conjugado si es raiz y
ahorra una busqueda.

= Perder la raiz x = 0. Cuando no hay término independiente, x* se factoriza primero y
cuenta como raiz de multiplicidad k.
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4. Comprobacién con los lados: @ x b = (-2,10,4)y |a ><77| = /120 = 24/30.
Resultado: a) cos 0 = (el angulo vecino tiene coseno — ); b) A = 24/30 unidades
de area.

2.6 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2.6.1 - Tres vectores con mdédulo dado

Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 3.

Obtenga los vectores 4, b y ¢, de modulo 5, 7 y 3 respectivamente, tales que d es paralelo
al vector ¥ = (6,—2,3); b tiene cosenos directores cosar = —% y cosff = cosy; y Ces
perpendicular tanto a v = 3i — 4k como a w = (=3, 1, 4).

Resolucion.

1. a:[V|=v36+4+9=7asiqued= +%(6, -2,3) ==+ (%,—170, %)

2. z:%+2cosﬁ =1 = cos’f = g = cosf = cosy = % Entonces b =
( ;igig) = (—% +%,il:) con los dos signos iguales.

3. ¢: perpendicular a los dos, paralelo a su producto cruz (aqui ¥ = (3,0, —4)):

~

ol

i] ok R
vxw=|3 0 —4/=(0+4)i-12-12)j+ B -0k =(4,0,3), [V x w| = 5.
-3 1 4

Con médulo 3: ¢ = + (4 0.3)==x(202).

5°75
(2 By (L) 0 (M) e (20.).
7° 7°7)7 7\ 323’3 30 3’ 3

Ejercicio 2.6.2 - Angulos directores, componente vectorial y area por diagonales

Resultado: d =

Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 2.

Sean el vector v de médulo 2, cuyos angulos directores son a, f = 30° y y = 60°, y el
vector 4 = —3k. Determine: a) la componente vectorial de 4 sobre un vector w paralelo al
eje z; b) el angulo entre 4 y V; c) el area del paralelogramo cuyas diagonales son 4 y v.

Resolucion.

2at=1—4203230°—cosz60°=1—%—%=0,asiqueac:90°y

«7:2(0,£ %) (0.43,1).

1. V: cos

2. a) Conw = kk (k # 0): comp il = ﬁ'—‘ZVv = %f kk = —3k. No depende de k: ii ya es

Wl

paralelo al eje z.

3. b)u-v=-3u =3,V =2 cosd = _?3 :—%,asiqueﬁz 120°.
4. ¢)
ik
dxv=10 0 -3]=(0+3V3)i—(0-0)j+(0-0)k=(3V30,0),
0 V3 1

43



Unidad 2 - Algebra vectorial

2.4.7 Coordenadas de puntos en una figura

1. Copia la figura y marca qué es cada vector: de qué punto a qué punto va y cuales lados
son iguales como vectores (lados opuestos de un paralelogramo con el mismo sentido).

2. Parte de un punto conocido y avanza sumando vectores: B= A + AB, A=D - AD.

3. Con longitud y direccién: AB = |AB) il, con el signo que diga la figura.

4. Para el pie de una perpendicular usa la componente vectorial (seccién 2.2.9); para un
punto medio, %(A + B).

5. Comprueba una condicion que no usaste (un lado opuesto, un angulo recto, un médulo).

2.4.8 Problemas con parametros

1. Escribe los vectores con el pardmetro.

2. Traduce cada condicién a una ecuacién: perpendicular, d - b = 0; paralelo, componentes
proporcionales (b = kd); 4rea, |d x b|> = A?; volumen, @ - (b x ¢) = +V; componente,
b
= =C
‘bl . .7 . . e

3. Resuelve primero la ecuacion lineal y sustituye en la cuadratica.

4. Da el conjunto de valores (casi siempre dos) y comprueba uno.

2.5 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Paralelogramo dado por sus diagonales

Adaptado de: 1er final 2014-1, tipo A, problema 2.

Sea el paralelogramo P cuyas diagonales son los vectores 4 = 2i+ 2j—4IA< yv=(4,0,2).

Obtenga: a) el coseno de uno de los angulos interiores de P; b) el area de P.

Resolucion. .

1. Lados a partir de las diagonales: si a y b son los lados que salen de un vértice,
i=ad+b yv=a- b. Sumando y restando:

= 2@+ = 2(6,2,-2) = (3,1,-1),

Ql

S

= 2@ -¥) = 3(-2,2,-6) = (-1,1,-3).
2. a) Angulo interior: entre d y b, que salen del mismo vértice.

ld=vo+1+1=+11, bl =v1+1+09=411,

Gb=-3+1+3=1,

cosf = 1 -1
Jitvin 11

, . . . 1
El otro angulo interior es el suplementario, con coseno TS

3. b) Area con las diagonales:

ik R
Uuxv=12 2 —4/=04-0)i—-(4+16)j+(0-8)k=(4,-20,-8),
4 0 2

i x ¥] = V16 + 400 + 64 = V480 = 4v/30, A:%|ﬁx\7|:2@.
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= Aplicar Descartes con gy = 0. Primero se factoriza la potencia de x.

= Equivocar p(—x). Cambian de signo solo los coeficientes de las potencias impares.

= Contar mal las raices. Deben ser tantas como el grado, contando multiplicidades. Si
faltan, falta una division.

= Olvidar el coeficiente principal. El producto de factores lineales lleva a, al frente:
2x6 — .. = 2x(x — i) -+

= Grafica: suponer a = 1. El coeficiente principal se calcula con un punto de la grafica
que no sea raiz.

= Cuentas con i. En la division sintética con complejos, i - i = —1; un residuo distinto de
0 indica un error.

1B.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Algoritmo de la divisién: p = d g + r. Residuo: p(c). Factor: p(c) = 0 siy solosi x —¢
divide a p.

= Grado n: n raices en C con multiplicidad; p(x) = a,(x — o) -+ (x — o).

= Coeficientes reales: a + bi en pareja; (x — a)? + b? es factor.

divisores de a,

divisores de a,,

= Descartes: positivas < cambios de p(x); negativas < cambios de p(—x); bajan de 2 en 2.

= Cota superior: ¢ > 0 con renglén de la division sintética sin negativos.

= Coeficiente principal 1: suma de raices = —a,_;; producto = (—1)"ay.

—b+vb%—4ac k
2a

= Raices racionales: +

= Formula general: x = . Bicuadrado: u = x*.

1B.9 Procedimiento recomendado en el examen

. Escribe el grado: es el nimero de raices que debes entregar.

. Factoriza x* si no hay término independiente.

. Mira los coeficientes: ;jreales (usa el conjugado) o complejos (no)?

. Divide entre cada raiz conocida con division sintética, mostrando la tabla.

. Con el cociente real, lista los candidatos racionales; si piden Descartes, haz la tabla
antes de probar.

. Llega a grado 2 y usa la férmula general.

7. Escribe las raices en una lista y el polinomio como producto de factores lineales, con

ay, al frente. Comprueba con suma o producto de raices.

G W N =

(=)

Si no se encuentra el camino, la divisién sintética entre la raiz dada con residuo 0 y el
cociente bien escrito ya valen buena parte del problema.

1B.10 Con la computadora

factor con extension=I factoriza sobre los complejos y roots da cada raiz con su
multiplicidad. El programa revisa el polinomio del ejemplo 1B.4: comprueba que i es raiz
y escribe los factores lineales. Para un polinomio cuyas raices no tienen forma cerrada,
Poly(f) .nroots() da aproximaciones decimales. El programa usa la biblioteca sympy
de Python, que hace algebra exacta (fracciones, radicales, r): se instala con pip install
sympy y el codigo se copia tal cual.
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Con la computadora

from sympy import I, Rational, factor, roots, symbols
from sympy import expand

X symbols("x")

f 2%X**6 - X*¥*5 - 2%X*¥*2 + X

assert expand(f.subs(x, I)) == 0 # i es raiz
print(factor(f, extension=I))

r = roots(f, x) # {raiz: multiplicidad}
print(r)

assert set(r) == {0, 1, -1, I, -I, Rational(l, 2)}

Unidad 2 - Algebra vectorial

2.4.2 Angulo entre vectores y angulos de un triangulo

1. Escribe los dos vectores que salen del vértice del angulo pedido (para el angulo A del
triangulo ABC: ABy AC).

b
[allb]
3. Racionaliza; si el coseno es notable, da el angulo en grados; si no, 6 = ang cos(...).

2. Calcula d -z, la| y |i7| y sustituye en cos =

2.4.3 Componente escalar y componente vectorial

1. Identifica quién se proyecta (@) y sobre quién (Z) Si el vector se da como segmento,
conviértelo: AB=B — A.

2. Calculad-by|b| (o ).

3. Escalar: %. Vectorial: %Z simplificada y en componentes.

-
4. Sid-b =0, las dos componentes son cero: los vectores son perpendiculares.

2.4.4 Vector perpendicular a dos vectores o con angulo dado

1. Perpendicularadya b: calcul

-

> > 7
n = axby saca factores comunes.
r
=n.

a

2. Unitario: i%; con moédulo r: + E

3. Con condiciones sueltas (paralelo a un plano coordenado, angulo dado con otro
vector): escribe el vector con incognitas (paralelo al plano XZ: (x, 0, z)), plantea una
ecuacién por condicién (|9 = 1; v - 4 = 4] cos 0) y resuelve el sistema.

4. Comprueba con el producto escalar que da 0 (o el coseno pedido).

2.45 Areas

1. Escoge dos lados que salgan del mismo vértice. Con vértices: AB y AC. Con diagonales:
usa directamente 1_1)1 X (,_1)2.

2. Calcula el producto cruz con el determinante y su médulo; simplifica el radical.

3. Paralelogramo: |a Xi)|. Triangulo: %|E ><Z|. Diagonales: %|1_1)1 x 22|. Cuadrilatero: suma de
dos triangulos separados por una diagonal.

4. Sin componentes (datos de moédulos, angulo y componente escalar): obtén los médulos
que falten con comp; d=|dlcosOyusaA= |E||Z| sen @ (o la mitad).

5. Sid L b, el area del paralelogramo es 14l[B| (rectangulo).

2.4.6 Volumenes y coplanaridad

1. Escribe las tres aristas que salen de un mismo vértice (con vértices: Kﬁ Xé ZB) Si
una arista es 2w, el volumen se multiplica por 2.

2. Calcula el determinante de 3 x 3 con las tres aristas como renglones.

. Paralelepipedo: el valor absoluto. Tetraedro: un sexto del valor absoluto.

4. Volumen con parametro: |determinante| = V da dos ecuaciones, det = V y det = —V.
Coplanaridad: det = 0.

w
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Rectangulo y cuadrado: ademas, lados consecutivos perpendiculares (a b= 0)y, en
el cuadrado, del mismo modulo.

Segmento con direccion y longitud dadas: AB = |ﬁ| 4, con 4 el unitario de la
direccion y el sentido que indique la figura.

Pie de la perpendicular desde B alarecta AC: Q = A + compz AB.

Simétrico de P respecto a un punto M: P’ = 2M — P.

Se lee la figura con cuidado: el orden de los vértices en el nombre (ABCD, ADCB) y el
sentido de cada flecha deciden los signos.

2.3 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«de médulo 5 y paralelo a», «cosenos un vector con moéduloy  2.4.1
directores», «angulos directores» direccion

«coseno del angulo», «angulo entre», coseno o angulo 2.4.2

«angulo interior», «angulo A»

«componente escalar», «componente proyeccion 2.4.3

vectorial», «en la direccién de», «comp
esc», «comp vect»

«unitario perpendicular tanto a ... como un vector por 2.4.4
a», «paralelo al plano XZ y a 45°» condiciones

«area del paralelogramo», «del tridngulo», area 245
«diagonales», «cuadrilatero»

«volumen del paralelepipedo», «aristas volumen 246
concurrentes», «tetraedro», «producto

mixto»

una figura con puntos sin coordenadas: coordenadas 24.7

«coordenadas del punto», «cuarto

vértice», «punto medio»

«el valor de b», «el conjunto de valores»,  parametro 2.4.8
«tal que su area sea 6»

2.4 Procedimientos

2.4.1 Vector con médulo y direcciéon dados

1.

40

, N r . . .
Paralelo a v con médulo r: @ = £r 9 = + V. Si el enunciado no da el sentido, hay

~ Il
dos respuestas.

. Con cosenos directores: completa el que falta con cos? @ + cos? f + cos? y = 1 (hay

dos signos si no se especifica) y escribe d = r(cos a, cos f8, cos y).

V3 1 V2

. Con angulos directores: cos 30° = s oS 60° = 3 cos 45° = s cos 90° = 0. Siel

que falta da cos? = 0, el angulo es 90°.

. Comprueba el médulo al final.

Unidad 2 - Algebra vectorial

Unidad 2 - Algebra vectorial

1 Volver al indice

Objetivo (programa 2026, tema 2). «Aplicar los conceptos y operacio-
nes del algebra vectorial para resolver y visualizar graficamente problemas
elementales de Ingenieria utilizando software.»

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en exdmenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): en los planes anteriores, un problema (a veces dos) en los 9 finales
de Geometria Analitica del Plan 2010 y en 38 de los 39 finales de Célculo y Geo-
metria Analitica del Plan 2016: area en 18, componente escalar o vectorial en 14,
coordenadas de un punto en una figura en 12, volumen con el producto mixto en
10, angulo o coseno en 8. Los sistemas de referencia polar y cartesiano (seccion
2.1) son nuevos en el programa 2026: no hay examenes de ellos.
= Tiempo: de 5 a 6 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 2.1 (30 min) y resuelve los dos propuestos de esa seccion.
2. Lee las secciones 2.2.5 a 2.2.8 (30 min): producto escalar, componentes, producto
vectorial y producto mixto.
3. Aprende los procedimientos 2.4.3 (componentes), 2.4.5 (areas) y 2.4.6 (voliime-
nes): juntos cubren casi todos los problemas.
4. Sigue el ejemplo de la seccién 2.5 tapando la resolucion (10 min).
5. Resuelve con cronémetro, 12 min cada uno, los ejercicios 2.6.2, 2.6.5, 2.6.7, 2.6.8
y 2.6.15.

2.1 Sistemas de referencia en el plano y en el espacio

El programa 2026 empieza el algebra vectorial con los sistemas de referencia. En el plano
cartesiano un punto es una pareja P(x, y): sus distancias dirigidas a los ejes. En el plano
polar el mismo punto se describe con una distancia y un angulo, P(r, 0); las ecuaciones de
transformacion pasan de un sistema al otro. En el espacio cartesiano el punto es una
terna P(x, y, z) (seccién 2.2). Las coordenadas polares también se usan en la Unidad 4A
para describir curvas.

2.1.1 Coordenadas polares

Se fija un punto O, el polo, y una semirrecta que parte de él, el eje polar (la parte positiva

del eje x). Un punto P se describe con el par (r, 6):  es el &ngulo que va del eje polar al

segmento OP, positivo en sentido contrario al de las manecillas del reloj, y r es la distancia

dirigida de O a P. En este libro 6 se escribe en grados, como en los examenes.

= Sir > 0, el punto esta sobre la semirrecta de angulo 6; si r < 0, sobre la semirrecta
opuesta, de dngulo 0 + 180°, a distancia |r|.

= El polo es (0,0) para cualquier 6.

= La recta a 90° es la recta perpendicular al eje polar por el polo (el eje y).
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Cuando un enunciado pide las intersecciones «con el eje polar» se usa la recta completa
que lo contiene (f = 0° y 6 = 180°); «con la recta a 90°», los angulos 6 = 90° y 6 = 270°.

2.1.2 Varias representaciones de un punto

A diferencia de las coordenadas cartesianas, un mismo punto tiene infinitas parejas
polares:

(r,0) = (r,0 + 360°k) = (1,0 + 180° + 360°k),  k € Z.
Por ejemplo, (2, 60°) = (2,420°) = (2,—300") = (-2, 240°) = (—2,—120°). Por eso un punto
puede estar en una curva aunque la pareja con la que se escribié no cumpla la ecuacién:

basta que alguna de sus representaciones la cumpla. «Dar unas coordenadas polares» de
un punto es dar una cualquiera de ellas.

2.1.3 Simetria de puntos

El simétrico de P(r,0) es:

= respecto al eje polar: (r, —0), o también (—r, 180° — 0);
= respecto a la recta a 90°: (r, 180° — ), o también (—r, —0);
= respecto al polo: (r,0 + 180°), o también (—r, 6).

recta a 90°
(2.120°) P(2,60°) = (~2,240°)
. »
/
/
/
7
/
/\60"
/
eje polar
1o je p
/
/
/
/
/
/
| g L ]
(2,240°) (2,-60%)
2.1.4 Conversion entre polares y cartesianas
Con el polo en el origen y el eje polar sobre el eje x positivo:
y
x =rcosf, y =rsen0, r2:x2+y2, tanf = =.
x

= De polar a cartesiana (un punto): se aplican las dos primeras. (4,120°) —
(4c0s120°, 4 sen 120°) = (-2, 2V/3).
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Para un tridngulo de vértices A, B, C se usan dos lados que salen del mismo vértice:
A= %|AB x AC|. Un cuadrilatero se parte en dos triangulos con una diagonal.

SN_d-b
N
N ~
N - N
Z \\/// A:Laxb|
h =27 \\\ h=|b|sen®
-7 N
0.~ S
A 0

[

2.2.8 Producto mixto, volumen y coplanaridad

R
El producto mixto de a, b, ¢ es un niimero que se calcula con un determinante:

a; a; a3
a-(bx3&)=1|b; by bsl.
G G ¢

Algunos enunciados lo escriben [d b ¢ ]. Una permutacién ciclica (@, b, ¢ — b,¢, @) no lo
cambia; intercambiar dos vectores le cambia el signo. Su valor absoluto es el volumen del
paralelepipedo de aristas concurrentes 4, b, ¢ (4rea de la base |b x ¢| por la altura):

> 7 1> 3
Vparalelepipedo =la-(bxol Vietraedro = g'a ~(bxo).

Para un tetraedro de vértices A, B, C, D se usan las tres aristas que salen de un vértice:
AB, AC, AD. Tres vectores son coplanares si y solo si su producto mixto es cero (el
paralelepipedo es plano); cuatro puntos estan en un mismo plano si las tres aristas que
salen de uno de ellos son coplanares.

¢ ¢

(STS
[

V=i (X0l V=4l Gl

2.2.9 Coordenadas de puntos en una figura
Los problemas de «coordenadas de un punto» se resuelven sumando vectores a puntos
conocidos (B = A + AB). Las relaciones que mas se usan:

= Paralelogramo: los lados opuestos son el mismo vector. Si los vértices en orden son
A, B, C, D, entonces AB=DCy D = A+ C — B (el vértice que falta es la suma de sus
dos vecinos menos el opuesto). Las diagonales se cortan en su punto medio comun.
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2.2.6 Componente escalar y componente vectorial

-

La componente escalar de a sobre b es la longitud con signo de la sombra de d sobre
5

la direccion de b; la componente vectorial es esa sombra como vector (la proyeccién

ortogonal):

S
Ql
S

comp; a=2"= || cos 9, comp; a= b= (compz 5) b.

=|
=

2
La componente escalar es negativa si el angulo es obtuso; la vectorial apunta entonces en
sentido contrario a b. Solo importa la direccion de b: sobre 2b o —b la componente vectorial
es la misma. El orden importa: compy a (se divide entre |b|) no es comp; b. Sobre un eje:
comp; a = (0,ay,0). Los enunciados también dicen «componente de d en la direcciéon de

N
b» o escriben «comp esc» y «comp vect».

l

S

0
comp; d b
comp; d = |d] cos 6
2.2.7 Producto vectorial, paralelismo y drea
El producto vectorial (o producto cruz) es el vector
ik
dxb=la, ay as|=(asbs—asby, ash; — arbs, a1by — azhy).

by by b

(Los determinantes de 3 x 3 se repasan en la Unidad 0.) Propiedades:

" a x:b) es perpendicular a dya Z; su sentido sigue la regla de la mano derecha (i xj =k,
ixk=1Lkxi=]).

« bxd=—axb (no es conmutativo) yaxd=0.

» |ax b| = [d][b] sen®.

= Paralelismo: d || b < axb=0.

Areas. El paralelogramo de lados d yz tiene base |d] y altura |Z| sen 0:

T 1> 7
Aparalelogramo = ld x b, Atrisngulo = §|a x bl.
Si se dan las diagonales d; =d+byd, =d—b, entoncesd; xdy = —2dxby
s - I s 1a o
Aparalelogramo = E'dl X dyl, a= E(dl +dy), b= E(dl —dy).
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= De cartesiana a polar (un punto): r = \/x% + 2 y 0 con tan 6 = % en el cuadrante del
punto. Para (—2,2+/3): r = 4, tan0 = —/3 y el punto est4 en el segundo cuadrante, asi
que € = 120° (no —60°).

= De una ecuacion polar a cartesiana: se busca que aparezcan r cos 0, r sen 0 y r?; casi
siempre se multiplica por r o se eleva al cuadrado. Multiplicar por r solo puede agregar
el polo, que se revisa aparte.

= De una ecuacidn cartesiana a polar: se sustituyen x = rcosf y y = rsenf y se
simplifica.

2.1.5 Distancia entre vectores

La distancia entre dos puntos es el médulo del vector que los une; por eso el programa la
llama distancia entre vectores: si d y b son los vectores de posiciéon de Ay B,

d(A,B) = b -l = \J(xg — xa)? + (35 — ya)? + (25— za)%.
Con puntos dados en polares, primero se pasan a cartesianas con x = r cos 6, y = r sen 6.
2.1.6 Ejemplo y ejercicios propuestos

Ejemplo resuelto - Del plano cartesiano al polar y de regreso

Adaptado de: Ejercicio propio (programa 2026, tema 2.1).

Sean A(—3,3) en cartesianas y B(6, 240°) en polares. a) Obtenga unas coordenadas

polares de A conr > 0y otras con r < 0. b) Obtenga las coordenadas cartesianas de

B. ) Calcule la distancia entre A y B. d) Escriba en forma polar la curva x? + y? = 4y

e identifiquela.

Resolucion.

1 a)r=+/(=3)?+32 = V18 = 3J2; tanf = _% = —1y el punto esté en el segundo
cuadrante: § = 135°. Asi A (3\/5, 135°), yconr <0, A (—3\/5, 315°)4

2.b) x = 6c0s240" = 6(—3) = =3,y = 6sen240° = 6 (—%5) = 343
B(-3,-3+3).

3. c)ﬁ =B-A= (0, —3\@—3), asi que d(A, B) = 3 + 3v3.

4. d) Con x® + y* =r? y y = rsen®: r? = 4rsen®, es decir r = 4sen 8 (el polo, r = 0,
ya estd en esta curva con = 0°). Completando el cuadrado, x? + (y — 2)% = 4:
circunferencia de centro (0, 2) y radio 2, que pasa por el polo.

Resultado: a) (3v2,135°) o (=3v2,315%); b) (=3, -3v3); ¢) 3 + 3v/3; d) r = 4sen 6,

circunferencia de centro (0, 2) y radio 2.

Las resoluciones de estos dos propuestos estan en el Apéndice E, seccion E.2.

Ejercicio propuesto 2.1.1 - Conversién de puntos

Adaptado de: Ejercicio propio (programa 2026, tema 2.1).

a) Obtenga unas coordenadas polares de P (—2v3,—2) conr > 0y 0° < 6 < 360", y otras
con r < 0. b) Obtenga las coordenadas cartesianas de Q(5, —90°).
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Resultado: a) (4,210%) y (-4, 30°). b) O(0, —5).

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 141.
Ejercicio propuesto 2.1.2 - Ecuacién de transformacion y distancia
Adaptado de: Ejercicio propio (programa 2026, tema 2.1).

a) Obtenga la ecuacién cartesiana de la curva r = 6 cos 6 e identifiquela. b) Calcule la
distancia entre los puntos M(2,30°) y N(4, 90°), dados en polares.

Resultado: a) (x—3)%+y? = 9: circunferencia de centro (3, 0) y radio 3. b) d(M, N) = 2./3.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 141.

2.2 Conceptos y expresiones
2.2.1 Recordatorio: el espacio cartesiano

Un punto del espacio es una terna P(x, y, z); los tres planos coordenados (XY, XZ, YZ)
dividen el espacio en ocho octantes. La distancia entre A(xq, y1,21) ¥ B(xg, yo, 23) €s

d(A,B) = \/(xz —x)?+ (0 — )+ (2 — 2%
La distancia de P(x, y, z) al eje y es \/x? + z2 (y de modo analogo para los otros ejes).

2.2.2 Segmento dirigido y vector
El segmento dirigido AB va del punto inicial A al punto final B. Sus componentes son las
diferencias de coordenadas, final menos inicial:

AB=B—A=(x3—Xa Y5~ YA 25— Za)-

Dos segmentos dirigidos con las mismas componentes representan el mismo vector, sin
importar donde empiecen. El vector de posicién del punto P(x,y,z) es OP = (x,y,z) =
x1 + yj + zk. De aqui salen dos reglas que se usan siempre:

» B= A+ AB:un punto se obtiene sumando a otro el vector que los une.
» El punto medio de ABes M = %(A-%B), y el punto que divide a AB en la razén 4P _ g

- AB
esP=A+kAB.
2.2.3 Mobdulo, vector unitario y cosenos directores

El médulo de v = (vy, vy, v3) es su longitud, [v] = , [vlz + vzz + vg. Un vector de mddulo 1 es

N
unitario; el unitario en la direccién de v # 0 es

[ <t

V=

=

Los dngulos directores a, B, y son los que forma v con los ejes x, y, z (cada uno entre 0° y
180°). Sus cosenos, los cosenos directores, son las componentes de v:

V2
2 ¢

Vi
cosa = —, e
vl

7 cosff = cos? & + cos? B+ cos?y = 1.
v

)
osy—ﬁ,
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Asi, un vector de médulo r con cosenos directores conocidos es v = r(cos a, cos f§, cos y).
Si se conocen dos cosenos, la identidad da el tercero salvo el signo.

V= (v, v, 3)

2.2.4 Operaciones con vectores

Con d = (ay, a2,a3),z; = (by, by, b3) y un escalar A:

G+b=(a by, ayby aztby),  Ad=(Aag, Aay Aag),  |Ad] = A [dl.

La suma se dibuja con la regla del paralelogramo: si a yi) salen del mismo punto, d +b

y @ — b son las diagonales. @ y b (no nulos) son paralelos si b = Ad para algin 1 = 0:
con A > 0 tienen el mismo sentido y con A < 0, sentido contrario. En componentes, sus
coordenadas son proporcionales.

2.2.5 Producto escalar, angulo y perpendicularidad

El producto escalar (o producto punto) es el nimero
Zi i) = albl + azbg + agbg = |5| |Z| COos 9,

donde 0 € [0°,180°] es el angulo entre los vectores. Es conmutativo, distributivo sobre la
suma y cumple @ - @ = |d/2. De ahi:

Ql
S

G1b = a-b=o.

cosf = —,

la b]
El signo de d b dice si el angulo es agudo (+), recto (0) u obtuso (—). Un angulo no notable
se deja como 6 = ang cos f—ﬁ El angulo interior de un triangulo o paralelogramo en el

ldllb|
vértice A se calcula con los dos vectores que salen de A.
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Resolucion.

lDirecciéndeR-l_l=y—+lyl+2:272~R:x—+3 VAR
1 1 -1

N 1
2. Angulo recta—plano (seno): i = (1,B,1),1i-n=—-1+B+1 = B:
|BI

G2+ B

3. Ecuacion: 2|B| = /3y2 + B2 = 4B% = 6 + 3B = B% = 6.
Resultado: B € {—6, J6}.

sen30° = = =

Ejercicio 3.5.13 - Angulo e interseccion de una recta y un plano
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo A, problema 7.

x+3 y5_22

Sean la recta L : y el plano 7 : x —y —z + 19 = 0. Determine: a) el

angulo entre L y r; b) las coordenadas del punto I de intersecciéon de Ly 7.

Resolucion.

1. Datos: 232 == 2 : Py(—3,5,2), u = (3,—-3,—-3), paraleloa (1,—-1,-1). 7 = (1,-1,—1).

2. a)u=3nla recta es paralela a la normal, es decir, perpendicular al plano. Con la

[3+3+3] _ —ane

T =1,¢=90".

3.b)ConL: (-3+t5-t,2-1):(3+1)-(5-)-(2-1)+19=3t+9=0,t=-3.
I(—6,8,5); comprobacién: —6 —8 — 5+ 19 = 0.

Resultado: ¢ = 90°; I(—6,8,5).

formula: sen ¢ =

Ejercicio 3.5.14 - Punto de un plano mas cercano a un punto

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2024-1, tipo C, problema 6.

Obtenga las coordenadas del punto P del plano 7 : 3x — y + 2z = 4 mas cercano al punto

M(1,5,—4).

Resolucion.

1. Recta perpendicular por M: direccién i = (3,—1,2): (1 + 3¢, 5—t, —4 + 2t).

2. Interseccion con 7:3(1+3t) — (5 —1) +2(—4+ 2t) = 14t — 10 = 4,¢ = 1.

3. Punto: P(4,4,—2); comprobacioén: 12 — 4 — 4 = 4. (La distancia de M al plano es
[MP| = il = 14

Resultado: P(4,4,-2).

Ejercicio 3.5.15 - Recta por el origen que corta perpendicularmente a otra
Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 1.

Sealarecta M: x =4, y =5+t z=—2t. Obtenga unas ecuaciones paramétricas de la
recta L que contiene al origen y corta perpendicularmente a M.

Resolucion.

1. Datos: ty; = (0,1, —2); punto genérico de M: F(4, 5 +t, —2t).

2. Perpendicularidad: OF - Uy =5+t+4t=0,t=-1,F(4,4,2).

3. Recta: por O y F, direccién (4,4,2), 0 (2,2, 1).
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Resolucion.

1. A:d = 16(cos 60°, sen 60°,0) = (8,8+/3,0).

2. B: AB = 6k (hacia arriba), asi que B (8, 8+/3, 6).

3. Distancia al eje y: d = Jx? +2% = V64 +36 =
|(—6,0,8)| = 10.)

Resultado: d = 10 unidades.

10. (Con vectores: d = |O‘t;‘x]\ =

Ejercicio 2.6.14 - Paralelogramo: punto de cruce de las diagonales y angulo
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2024-2, tipo A, problema 5.
Los puntos A(1,2,3), B(3,2,1), C(3,4,3) y D son los vértices del paralelogramo de la

figura, cuyas diagonales se cortan en M. Determine: a) las coordenadas de M; b) el coseno
del angulo entre los segmentos ABy AC.

C(3,4,3)

A(1,2,3) B(3,2,1)
Resolucién.

1. Lectura de la figura: los vértices en orden son A, B, D, C; las diagonales son AD y
BC.
2. a) Las diagonales se cortan en su punto medio: M = %(B +C) = %(6, 6,4) = (3,3,2).
(ConD = B+C— A= (5,4,1), también l(A +D)=(3,3,2))
1 o
3. b) AB = (2,0,—2), AC = (2,2,0): cose—f—( =2(0=060).
Resultado: a) M(3,3,2);b) cosf = E
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Ejercicio 2.6.15 - Vértices de un paralelogramo

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo C, problema 5.

Sea el paralelogramo ADCB de la figura, donde 4 = (5,1,0) y v = (—1,4,6), y el punto
E es el pie de la perpendicular desde D a la recta BA. Determine las coordenadas de los
puntos A, C, By E.

C D(4,-3,5)

<
=4

Resolucion.

1. Lectura de la figura: v = BC es un lado yu= AC es una diagonal. Los lados opuestos
son iguales como vectores: AD=BC=% y CD = BA.

2. AAA=D—-v=(4,-3,5—(-1,4,6) = (5,-7,-1).

3. C:C=A+ii=(10,-6,-1). B: B=C—V = (11,-10,-7).

4. Comprobacion: CD = (-6,3,6) = BA.

5. E:es A mas la componente vectorial de AD = ¥ sobre la direccién BA = (-6,3,6):

V-BA=6+12+36="54, [BA =81, compy;V= ‘1*(—6,3,6):(—4,2,4),

E=A+(—4,2,49)=(,
Resultado: A(5,-7,

—5,3). Comprobacién: ED = (3,2,2) y (3,2,2) - (—6,3,6) = 0.
—1), €(10, -6, —1), B(11,-10,~7), E(1, 5, 3).

Ejercicio 2.6.16 - Cuadrado en el espacio
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2017-1, tipo A, problema 5.

El cuadrado ABCD de la figura tiene lados de 10 unidades; los lados AC y BD son paralelos
al eje z y los lados ABy CD, al vector v = 41 + 3j, con A(-2,1,6). Determine: a) las
coordenadas de B, C y D; b) la componente vectorial de BC sobre CD.
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2. a) El plano XZ tiene normal j; 7 contiene las direcciones 4 y j:

ik
n=uxj=4 -5 3|=(-3,0,4).
0 1 0

Por Py: —=3(x — 2) + 4(z + 1) = 0, es decir, 3x — 4z — 10 = 0. (No tiene término en y,
como todo plano perpendicular al XZ.)

3. b)OPy xii = (2,—1,-1) x (4,-5,3) = (-3 -5, —4— 6, —10 + 4) = (-8
modulo 200 = 104/2; [il] = v/50 = 5v/2.d = 2.

Resultado: 7: 3x —4z—10=0;d = 2.

,—10,-6), de

Ejercicio 3.5.11 - Punto simétrico respecto a una recta
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 3.

Determine las coordenadas cartesianas del punto B, simétrico del punto A(0, 0, 1) respecto

alarecta L que contiene al origen y es paralela al vector u = (\/? \/g, \/§>

Resolucion.
1. Recta: i es paraleloa (1,1,1): L: p=1t(1,1,1).
OA - (1,1,1)

2. Pie de la perpendicular: t = 3

(-3-3HyMa (1,1 =0.

3. Simétrico: M es el punto medio de AB: B=2M — A = (% %% — 1).

_ 1 111 v dil
=3 M (§ 3 5) Comprobacién: MA =

z

A(0,0,1)

|4

Resultado: B(— 2 —%)

Ejercicio 3.5.12 - Parametro para un angulo de 30° entre recta y plano

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 5.

Seanlarecta R: X% = X1 — =2 y el plano 7 : x+By+z = 0. Determine el conjunto

de valores que puede tomar B para que Ry & formen un angulo de 30°.
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2 = z—1: P(1,-2,1), tig = (3,1,1). De L: P;(3,4,-7),

1. Datos de R: %}y =
ur = (1,-1,1).

2. Direccién comun: 4 xtig = (—=1—1, 3—1, 1+3) = (-2,2,4); se usaw = (1, -1, -2),
Il = V6. .

3. a) P Pr = (-2,-6,8), PLPR-w=—-2+6—16 = —12:

12
d= =2 =2e.
J6

4. b) Los planos con normal w que contienen a cada recta son x — y — 2z = 13 (por P;:
3-4+14)yx—y—2z=1(por Pg: 1+ 2 — 2). El equidistante tiene el término medio:

x —y — 2z = 7. Comprobacién: su distancia a P; es —— =7 = /6, la mitad de d.

NG
5. ¢) Perpendicular a las dos: direcciéon w. P : p (2,3,-1) +t(1,—-1,-2).

Resultado:d = 2V6; 1: x—y—2z2—-7=0;P: p=(2,3,-1) +1(1,-1,-2).

Ejercicio 3.5.9 - Interseccion de dos rectas, plano que las contiene y distancia
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo C, problema 6.

SeanlasrectasL: 1—x = y7_3; z=4yR: p=(4—t,1-2t 2+ 2t). Determine: a) si

existen, las coordenadas del punto I de interseccion de L y R; b) una ecuacién vectorial

del plano 7 que contiene a L y a R; ¢) la distancia del punto B(3,4,5) a L.

Resolucion.

1. Datos: L: =3’T, z=4:Pr(1,3,4), i; = (~1,2,0). R: Pg(4,1,2), g = (-1,-2,2).

2. a) los=4— t,342s=1—2t,4 =2+ 2t. De la tercera, t = 1; de la primera, s = —2;
en la segunda, 3 —4=-1=1-2:se cumple. I(3,—1,4).

3. b)Secortan; 7 : p = (3, —1,4)+r(—1,2,0)+s(—1, -2, 2). (Sunormal es iy xiig = (4, 2,4):
2x+y+2z-13=0)

4. ¢)PB=(2,1,1),

o ik
PiBxup=|2 1 1|=(-2,-1,5), d:@:/é.
-1 2 0 V5

Resultado: I(3,—1,4); 7: p = (3,-1,4) +r(-1,2,0) + s(~1,-2,2); d = V6.

Ejercicio 3.5.10 - Plano perpendicular al plano XZ y distancia del origen a una
recta

Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 3.

—4 _ —y-1
Sealarecta: 24— V1 _ ztl . Obtenga: a) la ecuacion cartesiana del plano 7 que

5
es perpendicular al plano coordenado XZ y contiene a la recta L; b) la distancia del origen
alarecta L.

Resolucién.

1. Datos: 24 = ;%z y ot yH 1 Py(2,

3 -1,-1),u = (4,-5,3).
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A(-2,1,6)
B
y
|
|
l
1oc
X |
|
|
D
Resolucion.
1. B: [v| = 5, asi que AB =10- @ = (8,6,0) (en la figura B esta a la derecha de A):
B=(6,7,6).

2. C: C esta 10 unidades abajo de A: AC = (0,0,—10), C = (-2,1,—-4).

3. D:D=B+AC = (6,7,—4). Comprobacion: AB-AC =0 y los dos miden 10.

4. b) BC = (-8,—6,—10), CD = (8,6,0): BC-CD = —64 — 36 = —100, |CDJ? = 100, asi que
comp7; BC = ~CD = (8, -6,0).

Resultado: a) B(6,7,6), C(—2,1,—4), D(6,7,—4); b) (—8,—6,0).

2.7 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.2.

Ejercicio propuesto 2.7.1

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 2.

Sea el tridngulo T cuyos vértices son el origen 0(0,0,0) y los puntos A y B, que estan
sobre los ejes x y y respectivamente. Determine unas coordenadas de A y de B tales que
el area de T sea igual a 4 y la suma de los vectoresﬁy OB sea perpendicular al vector
U=1-2j+4k.

Resultado: A(4,0,0) y B(0,2,0), o bien A(—4,0,0) y B(0,—2,0).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 141.

Ejercicio propuesto 2.7.2
Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 2.
Sean los puntos P(1, 2, -3), Q(0, 1, 2), R(—1,3,—2) y S. a) Compruebe que P, Q y R son tres

de los cuatro vértices de un rectangulo cuyo angulo recto tiene vértice en R. b) Determine
las coordenadas del cuarto vértice S.
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Resultado: a) ﬁﬁ@ =0;b) S(2,0,1).
—> Resolucion en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 2.7.3

Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 2.

Seand = (6, —4,4), b= (2,1,-2) y ¢ = (2,2, ¢3). a) Determine c; tal que d sea perpendlcular
tanto a b como a &, b) Obtenga el area A del paralelogramo que tiene a d y b como lados
no paralelos.

Resultado: a) c; = —1; b) A = 64/17.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 2.7.4

Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 2.

ol
<{

Seand = 3i+ 2k, b= (~4,1,3),¢= 2i+j+ 10k y d = 3i + 6] — 6k, donde & = 3 + 2b— ¢,
es paralelo ad y —24 - v = —36. Determine las componentes de # y de v.
Resultado: i = (-1,1,2), v = (-6, —12,12).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 2.7.5

Adaptado de: 1er parcial 2005-2, tipo B, problema 3.

Sean los puntos A(2,0,—2), B(4, 2,—1), C(c¢1,0,2) y D(4, 2,d3). Determine c; y d3 para que
los segmentos dirigidos AB y DC sean paralelos.

Resultado: ¢; = 2,d; = 3.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 2.7.6

Adaptado de: 1er parcial 2005-2, tipo B, problema 4.

Sean v = —i+ak y il = i+ bj + k. Si#i y ¥ son perpendiculares, obtenga el conjunto de
valores de a y el de b para que i y v sean dos lados de un paralelogramo de érea 6.
Resultado: a = 1; b € {—4, 4}.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 2.7.7

Adaptado de: 1er parcial 2005-2, tipo B, problema 5.

Sean los puntos A (4\5 0, —4) y B (0, 4./2, —4), y sea C el punto medio del segmento AB.

Determine: a) la componente vectorial del vector de posicién de B sobre el vector j; b) la
componente escalar del vector de posiciéon de A sobre el vector de posicion de C.

Resultado: a) (0, 42, 0); b) 4v/2.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 142.
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3. Perpendicular comtin: QP -ii; = 6s—4t —2 =0y QP -iij; = 4s — 8t + 4 = 0. De la
segunda, s = 2t — 1; en la primera, 8t —8 =0:t = 1,s = 1.

4. a) B=P(1) = (4, 1,3). (El punto de M maés cercano es Q(1) = (2,1,5); Q—B> =(2,0,-2)
es perpendicular a las dos rectas y la distancia entre ellas es 2v/2.)

5. b)n =1y xuy =(4-0,2-2, 0—4) = (4,0,—4),0(1,0,—1). Por A: (x—1)—(z—0) = 0.

Resultado: B(4,1,3);7: x—z—1=0.

Ejercicio 3.5.7 - Distancia entre rectas que se cruzan y plano por dos rectas
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 3.

Sean las rectas

x=5+4r
Ly: l:_zx = _lz: Z—;—S’ Ly: ﬁ:(5+2t, —5—3¢, 1+5t), Ly: qy=2+2r
z=—4+r

Determine: a) la distancia entre L; y L,; b) una ecuacion cartesiana del plano 7 al que
pertenecen Ly y Ls; c) las coordenadas del punto de interseccion del plano z + 4 = 0 con
la recta L.

Resolucion.

1. Datos: 1 T "7‘1: Py(1,0,-5), i = (2,-2,3); P,(5,—5,1), i = (2,—3,5); P5(5, 2, —4),
iz = (4,2,1).

2. a) i xip = (—10+9, 6 — 10, —6 + 4) = (—1, —4, —2), de mddulo V21; P, P, = (4, —5,6)
y PiP, - (iiy x i) = —4 + 20 — 12 = 4 # 0: se cruzan, y

PR :45.

V21 21
3.b)u; xu3 = (-2 -6, 12— 2, 4+ 8) = (=8,10,12), o (4,—5,—6). Son coplanares:
PP = (4,2,1)y (4,2,1)-(4,—5,—6) = 16—10—6 = 0. Por P;: 4(x—1)—5y—6(z+5) = 0,
es decir, 4x — 5y — 6z — 34 = 0. Comprobacion con P3: 20 — 10 4+ 24 — 34 = 0.
4. ¢)1+5t=—4=>t=-1:(5-2-5+3,1-5)=(3,-2,—4).

Resultado: d = 4f T dx — 5y — 6z — 34 = 0; (3, -2, —4).

Ejercicio 3.5.8 - Plano equidistante y perpendicular coman

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 1er final 2019-1, tipo C, problema 6.
Sean las rectas

) y R x—1_72-y _22-2

t)=(3,4,-7)+t(1,-1,1 =
() = ( ) +t( 3 I 5

Determine: a) la distancia entre Ly R; b) la ecuacion cartesiana del plano 7 que es paralelo
a Ly a Ry equidista de ellas; c) una ecuacion vectorial de la recta P perpendiculara Ly a
R que contiene al punto A(2,3,-1).

Resolucion.
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Resultado: 7; : 4x —3y =0, 71, : y:4;9:angcos§;L: x=3,y=4z=td=4.

Ejercicio 3.5.5 - Recta de interseccion, plano por dos rectas y angulo recta—plano

Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 3.

Sean larecta L, interseccion de los planos 77y : x—3y+z+2 =0y m : x—4y+2z+1=0,y

el plano 73 que contiene a las rectas L, : ﬁ =(1,1,4)+t(1,-1,5)y Ly : ﬁ =(-1,-1,-2)+

r(1,3, 1). a) Determine las coordenadas del punto I de interseccion de Ly 3. b) Obtenga

el coseno de uno de los angulos que forman L y 3.

Resolucioén.

1. Recta L: (1,-3,1) x (1,-4,2) = (-6 +4, 1 — 2, -4+ 3) = (-2,—1,—1); se toma
i =1(211.Conz=0x—-3y =-2x—4y = —1,dedonde y = -1, x = —5.
L: p=(-5-1,0)+(2,1,1).

2. Plano 73:

J
-1
3

Uy X Uy = =(-1-15,5-1,3+1) =(-16,4,4).
1 2

—
— ol x>

Se comprueba que L; y L, son coplanares: PP, = (~2,-2,-6) y (=2,-2,-6) -
(—16,4,4) =32—-8-24=0.Con7ni = (4,-1,—-1) y (1, 1,4): 4(x—1)—(y—1)—(2—4) = 0,
esdecir, ;3 : dx—y—2z+1=0.

3. a)Enmg: 4(-5+2t) —(—1+t)—t+1=6t—18 = 0, ¢ = 3. I(1, 2,3); comprobacion:
4-2-3+1=0.

4. b)u-n=8-1-1=6, i =6, |1 = V18 = 3v2:

_[[_1_46
cosg = 1—5—?.

Resultado: I(1,2,3); cosg = g, con ¢ el angulo entre L y 3 (el angulo entre L y la
3 ).

normal tiene coseno 5

_6 _1
J6-3y2 3

seng =

Ejercicio 3.5.6 - Punto mas cercano entre dos rectas y plano paralelo a ambas

Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 3.
Sean el punto A(1,-3,0) y las rectas

—y-1_ 2,
-2 -1

L: x-3 y M: p=1(0,1,3)+1t(2,0,2), t R

Determine: a) las coordenadas del punto B de la recta L mas cercano a M; b) una ecuacién

cartesiana del plano 7 paralelo a L y a M que contiene al punto A.

Resolucion.

1. Datos de L: % =1 27;12 =z—2:L: x—-3= yTH =z-2,conP(3,-1,2)y
ur = (1,2,1). De M: Py(0,1,3), tips = (2,0, 2).

2. Puntos genéricos: P(s) = (3+s, —1+2s,2+s) € Ly Q(t) = (2t, 1, 3+ 2t) € M, con
OP=(3+s—2t, —2+2s, —1+s— 2.
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Ejercicio propuesto 2.7.8

Adaptado de: ler parcial 2005-2, tipo B, problema 6.

En la figura, a — OA estd en el plano XY, ¢ va deBaAyZ :6§, conlg=|c]=1,a-¢c=0
y d-b = 1. Determine: a) la componente vectorial de b sobre d; b) el coseno del d&ngulo
entre by d; c) el 4rea del triangulo ABO.

z

oy

Q

X

Resultado: ) 3 b) 2; ¢) 1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 2.7.9

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo C, problema 5.

Un paralelepipedo P tiene aristas concurrentes en el vértice A(3, —4,—2) que terminan
en los puntos B(—3,-3,0), C(2,—-8,0) y D(—1,—7,0). Determine: a) el volumen de P; b) el
coseno del angulo que forman las aristas AC y AD.

Resultado: a) 20 unidades cubicas; b) cos§ = % = 206 0(;09

— Resolucién en el Apéndice E, p. 143.

Ejercicio propuesto 2.7.10

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo A, problema 6.

Sean i = (1,2,3) y ¥ el vector representado por el segmento dirigido KB con A(-3,0,1)
y B(=5, 1, 5). Determine: a) la componente vectorial de % en la direccién de v; b) un vector
unitario w perpendicular tanto a i como a v; c) el 4rea del paralelogramo P que tiene a i
y v como lados concurrentes.

Resultado: a) %(—2, 1,4);b)w = —2,1) (o su opuesto); c) 5v/6.

1
J_E(l’

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 143.
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Ejercicio propuesto 2.7.11

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2019-1, tipo A, problema 5.

Sea el triangulo T de vértices A(—1,0,2), B(2,1,—1) y C(1, -2, 2). Determine: a) el coseno
del angulo A; b) la componente escalar de AB sobre BC; c) el area de T.

Resultado: a) % = %; b) —% = —%; ) v/34.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 143.

Ejercicio propuesto 2.7.12

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2018-1, tipo A, problema 5.

Los vértices de un tetraedro son A(4,1,2), B(2,0,1), C(2,3,4) y D(6,d5,1). Obtenga el
valor de d, para que el volumen del tetraedro sea de 5 unidades cubicas.

Resultado: d, =50dy, = —5.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 143.

Ejercicio propuesto 2.7.13
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2018-2, tipo A, problema 5.
Sea el paralelogramo de la figura, con A(1,2,3), B(3,2,2) y C(7,4,—1); Q es el pie de

la perpendicular desde B al lado AC. Obtenga: a) las coordenadas de Q; b) el area del
triangulo ABC.

B(3.,2,2)

A(1,2,3) g €(7,4,-1)

19 18 13\,
Resultado: a) Q( 7T ) b) J6.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 144.

Ejercicio propuesto 2.7.14

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2026-2, tipo A, problema 5.

Los vectores 4 y ¥ coinciden con los lados no paralelos de un paralelogramo de 6 unidades
de 4rea; ademas || = 4, |v| = 3 y forman un angulo agudo. Calcule # - V.

Resultado: - v = 6v/3.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 144.

2.8 Errores frecuentes

1. Restar al revés. AB = B— A (final menos inicial). Un signo mal en AB cambia
componentes, angulos y coordenadas de puntos.
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5.0)0 1y, =—-2-3—4=-9 |1 =3, |, = V29:
9 387

cosf = — = —

J&7 29
@)
29 °

(El 4ngulo obtuso entre las normales tiene coseno —

L= (- 2 —1): M(2, -1 _5). = 387
Resultado: L: p =(-1,3,0) +#(1,-2,-1); M(a’ 3 3), cosO = TR
Ejercicio 3.5.4 - Los dos planos de una figura

Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 5.

Sean los planos 7; y 7, de la figura. Obtenga: a) la ecuacion cartesiana de cada uno; b) el
angulo 6 que forman; c) unas ecuaciones paramétricas de la recta L, interseccion de 7y y
7,; d) la distancia del origen a 7.

€(0,0,5)

D(0,4,0)

A(3,4,0

Resolucion.

1. Lectura de la figura: 7; pasa por O, C(0,0,5) y A(3,4,0); 7, por D(0,4,0), E(0,4,5)
y A. B esta sobre la vertical de A, a la altura de C'y E: B(3,4,5).

2. a) my: OCx0A = (0,0,5) x (3,4,0) = (—20,15,0), o sea i; = (4, —3,0). Como pasa por
el origen: 7y : 4x — 3y = 0. Comprobacién con A: 12 — 12 = 0.

3. a)m:D,Ey Atieneny = 4: my: y—4 = 0, i, = (0, 1,0). (Con productos: DE x DA =
(0,0,5) % (3,0,0) = (0, 15,0).)

ny -7 — —
4. b) cosf = |_,1 _,2| = § Lo confirma la figura: BC = (-3,—4,0), BE = (-3,0,0),
|"31||"2| 5 5
cosf = 53 = 5- Entonces 0 = ang cos 5 =53.1%

5. ¢) ny x ity = (4,—3,0) x (0,1,0) = (0,0, 4): direcciéon lAc, porA:x=3,y=4,z=t

6. d)d(O, 1) = @ =4
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1. Forma simétrica ordenada:

— -2 - -2
L:x 4:y :z+5’ R:x 6:y :z+10.

-1 4 3 1 —4 -3

Entonces Pr(4,2,—5), u; = (—1,4,3); Pr(6,2,—10), g = (1, —4,—3) = —.

2. Posicién: tig = —iy: son paralelas (se cumple). Prno estaen L (-— = —2 # % =0):
no coinciden.

3. Normal del plano: con m =(2,0,-5),

ik
Uy xPPp=|-1 4 3|=(=20,1,-8).
2 0 -5

4. a)Con#i = (20,—1,8) y Pr: 20(x—4)—(y—2)+8(z+5) = 0, es decir, 20x—y+8z—38 = 0.
Comprobacién con Pg: 120 — 2 — 80 — 38 = 0.
5. b) Distancia de Py a L: el producto cruz ya esta hecho,

[PLPgxdr| 400 + 1 + 64

e \/46 /46
|ur | J1+16+9
Resultado: 7 : 20x —y+8z—38 =0;d = 265 122290 ~4.2.

Ejercicio 3.5.3 - Recta interseccion de dos planos y punto mas préximo

Adaptado de: ler final 2014-1, tipo A, problema 3.

Sean el punto Q(3,1,—2) ylosplanos 7 : —x—y+z+2=0ym: 2x+3y—4z—-7=
0. Determine: a) una ecuacion vectorial de la recta L interseccién de 7; y m; b) las
coordenadas del punto M de L mas proximo a Q; c) el coseno del angulo entre 7; y 7.

Resolucién.
1. Direccién: i; = (—=1,-1,1), i1, = (2,3, —4),

PGk
Uu=nxnm=-1 -1 1|=04-32-4,-3+2)=(1,-2,-1).
2 3 —4

2. Punto:conz =0:x+y =2y 2x+3y =7,dedonde y = 3, x = —1. Py(—1,3,0) cumple
las dos ecuaciones.
3.a)L: p=(-1,3,0)+t(1,-2,-1).

P()Q'ii

(4_2_2).t_——w 5

4. b) HQ) = = =. Entonces

<l
(3
(o)

——

Comprobacién: MQ = (% %,—%) yM—)Q-{j = % - § +
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. Area de paralelogramo por diagonales sin el % Con las diagonales, A =

. , @b .
. Confundir las dos componentes. La escalar es un nimero, —; la vectorial es un

lbl
vector, %b. Y se divide entre el modulo del vector sobre el que se proyecta.
P
3 ldy > dal;

con los lados, A = |d@ x i|

. Tomar una diagonal como lado. En el ejercicio 2.6.6 BD es diagonal y en el 2.6.15

i=AC también; se lee la figura antes de multiplicar.

. Olvidar el valor absoluto o el %. El producto mixto puede salir negativo; el volumen

es su valor absoluto, y el del tetraedro es un sexto. Con parametro, |det| = V da dos
ecuaciones.

. Angulo interior con un vector al revés. El angulo en A usa AB y AC; con BA sale

el suplemento (coseno con el signo cambiado).

. Cuarto vértice con la formula equivocada. D = A + C — B vale si B es el vértice

opuesto a D. Se identifica primero cudl es el vértice opuesto (en el propuesto 2.7.2, R).

. Perder una solucién. «Paralelo a v con médulo 5», «unitario perpendicular» y los

parametros cuadraticos tienen dos respuestas; se dan las dos o se dice que hay dos.

. Errores en el determlnante El término de j ] lleva signo menos: —(a;b; — azb;). Se

comprueba que @ x b sea perpendicularady a b.

2.9 Formulario de emergencia de la unidad

|<1

AB=B-A =V +v+v} 0=

Cosenos directores: (cos @, cos f§,cosy) = v, cos? a + cos? f + cos? y=1

=

- punto medio l(A + B).

=

E~Z:a1b1+a2bz+a3b3=|71||E|cos@-a b a-b=o.
compaza'b omp~a—ﬁbz.
bl K
T . R R
dxb=la, ay as|-laxb|=ldlb|send-d||b < dxb=0
by by by

Areas: paralelogramo |d x i;|; triangulo %|Z§ x Za; por diagonales %|(_1)1 X z_i)z|.

Voltmenes: paralelepipedo | - (b x 0)|; tetraedro é|ﬁ -(AC x AD)|; coplanares si el
producto mixto es 0.
Paralelogramo ABCD: D = A+C— B; pie de la perpendicular de Ba AC: A+comp-> AB;

simétrico de P respecto a M: 2M — P.

2.10 Procedimiento recomendado en el examen

1.

Escribe en componentes todos los vectores y segmentos del enunciado (E =B-A)
antes de calcular nada.

. Si hay figura, copiala y marca qué vectores son lados, cuales diagonales y el sentido de

cada flecha.

-
-

. Calcula una sola vez los productos que se repiten (a ~77, a x b, médulos) y usalos en

todos los incisos.
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4. Escribe la formula antes de sustituir: comp, comp, area o volumen. Asi se ve si falta un
%, un é o un valor absoluto.

5. Comprueba: el producto cruz es perpendicular a los dos factores, el punto obtenido
cumple la condicion que no usaste, los parametros dan el area o volumen pedidos.

6. Deja los resultados exactos (radicales racionalizados o no, pero simplificados) con sus
unidades.

Un producto cruz bien hecho resuelve la mitad de los problemas de esta unidad: area,

vector perpendicular, paralelismo y volumen salen de él.

2.11 Con la computadora

Con Matrix un vector es una columna: dot es el producto escalar, cross el vectorial
y norm el médulo. El programa calcula, para a = (2,-1,3) yZ = (1,4, -2), el producto
escalar, el producto vectorial, el area del paralelogramo que forman y las componentes
escalar y vectorial de d sobre Z En ingenieria, los mismos calculos dan la resultante de
dos fuerzas (d + Z) el trabajo de una fuerza en un desplazamiento (13 . 2) y su momento
(Fx F ). El programa usa la biblioteca sympy de Python, que hace algebra exacta (fracciones,
radicales, 7): se instala con pip install sympy vy el cddigo se copia tal cual.

Con la computadora

from sympy import Matrix, sqrt

Matrix([2, -1, 3])
Matrix([1, 4, -2])

0T T o

a.dot(b) # producto escalar
= a.cross(b) # producto vectorial
area c.norm() # area del paralelogramo

comp = p / b.norm() # componente escalar sobre b
vcomp = p / b.dot(b) * b # componente vectorial
print(p, c¢.T, area, comp, vcomp.T)

assert == -8 and c¢ == Matrix([-10, 7, 9])

assert area == sqrt(230) and comp == -8/sqrt(21)
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Se cumple: las rectas estan en un mismo plano y, como no son paralelas, se cortan.
No se cruzan.
4. Punto de interseccidn: se igualan las paramétricas con parametros distintos:

1+t=4, 2—-t=7+34, 1-2t=4-A

Con la primera en la segunda: 2 —t =7+ 3+ 3t,de donde t = -2y A = —1.
5. Comprobacion en la tercera: 1 — 2(—2) =5y 4 — (—1) = 5. Se cumple.
6. Punto:cont = —2enL;: (1—-2,2+2, 1+4) =(—1,4,5);con A = —1en Ly:
(-1, 4, 5). Coinciden.
Resultado: las rectas se cortan en I(—1,4,5). No son paralelas (no hay un unico
plano que pedir por ese caso) ni se cruzan (su distancia es 0).

3.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3.5.1 - Plano por tres puntos y distancia de un punto

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo C, problema 6.

Los puntos A(1,-2,0), B(3,—1,1) y C(4, 1, —2) pertenecen al plano . Determine: a) una

ecuacion vectorial de 7 y sus ecuaciones parameétricas; b) una ecuacion cartesiana de ; c)

la distancia del punto P(-2,5,1) a .

Resolucion.

1. Vectores del plano: AB = (2,1,1), AC = (3,3,-2).

2. a)m: ﬁ =(1,-2,0)+r(2,1,1)+s(3,3,—2); paramétricas x = 1+2r+3s,y = —2+r+3s,
z=r—2s.

3. Normal:

k

1|=(-2-3,3+4, 6—3)=(=5,7,3).

S RSN

-2

4. b) =5(x — 1) + 7(y + 2) + 3z = 0, es decir, 5x — 7y — 3z — 19 = 0. Comprobacién con C:
20-7+6—-19=0.
5(-2)—7(5) =3(1) —19] _ 67 _ 67483

5. ¢)d = =
V25+49+9 V83 83
Resultado: p = (1,-2,0) +7(2,1,1) +5(3,3,-2); 7: 5x -7y —3z2—19=0;d = @,

83

Ejercicio 3.5.2 - Plano que contiene dos rectas paralelas y su distancia

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo A, problema 6.

Sean las rectas

2y —4 2-y 2z
Lidmx= T4 2%5 o gl g PTY_ 2220
8 3 4 6

Determine: a) la ecuacion cartesiana del plano 7 que contiene a L y a R; b) la distancia
entre L y R.

Resolucion.
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3.3.7 Punto mds cercano, simétrico y perpendicular comin

1.

- PyQ-u
Punto de una recta mas cercano a Q: M = Py +tu cont = ——— (es decir,
u-u
MQ -ii = 0).
. Punto de un plano mas cercano a Q: recta por Q con direccion 7; su interseccién

con el plano (3.3.6).

. Simétrico: Q' = 2M - Q.
. Puntos mas cercanos entre dos rectas que se cruzan: con P(s) € L; y Q(t) € Ly,

pide @3 ‘U =0y Q“ﬁ -1y = 0; el sistema da s y t. La recta PQ es la perpendicular
comun, de direccién u; x .

3.3.8 Puntos o planos a una distancia dada

1.

Escribe el punto buscado con el pardmetro de su recta, P(t), o el plano buscado con su
incognita, Ax + By +Cz+ D = 0.

. Plantea la distancia con la formula que toca e igualala al dato.
. Un valor absoluto da dos ecuaciones (+); una distancia entre puntos se eleva al cuadrado.

Casi siempre hay dos soluciones: escribe las dos.

3.4 Ejemplo resuelto
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Ejemplo resuelto - Posicion relativa de dos rectas

Adaptado de: Ier final 2012-1, tipo C, problema 4.
Sean las rectas

x=A
Li: p=1,20)+t(1,-1,-2) y Ly: {y=7+3A
z=4—-21

En caso de que L; y L, sean paralelas, obtenga la ecuacion cartesiana del plano que

las contiene; en caso de que se crucen, calcule la distancia entre ellas; en caso de que

se corten, determine las coordenadas de su punto de interseccion.

Resolucion.

1. Datos: P;(1,2,1), u; = (1, —1,—2); de las paramétricas de L, con A = 0, P,(0,7, 4),
y iy = (1,3, -1).

2. ;Son paralelas?

ik A
Uy xtp =1 -1 —2/=(1+6)i-(-1+2)j+B+1k=(7,-1,4) %0.
1 3 -1

No se cumple: no son paralelas. (También se ve directo: #; = ki, pediriak =1y
k=-1)
3

3. ;Son coplanares? PP, = (—1,5,3) y

PPy - (i xtly) =—7 -5+ 12 =0.

Unidad 3 - La recta y el plano en el espacio

Unidad 3 - Larecta y el plano en el espacio

1 Volver al indice

Objetivo (programa 2026, tema 3). «Aplicar los conceptos de recta y plano,
a través de sus diferentes ecuaciones, para visualizar las relaciones entre estos
elementos geométricos utilizando software.»

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que
no cambiaron): en los planes anteriores, uno o dos problemas en los 9 finales
de Geometria Analitica del Plan 2010 (13 problemas) y uno en los 39 finales de
Calculo y Geometria Analitica del Plan 2016: plano que contiene dos rectas o una
recta y un punto, distancias de un punto a un plano o a una recta, rectas y planos
perpendiculares, angulos e intersecciones.
» Tiempo: de 4 a 5 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 3.1 (40 min): ecuaciones de la recta y del plano, paralelismo,
angulos y distancias.
2. Aprende los procedimientos 3.3.2 (plano), 3.3.3 (posicion de dos rectas) y 3.3.4
(distancias).
3. Sigue el ejemplo de la seccién 3.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve con crondmetro, 15 min cada uno, los ejercicios 3.5.1, 3.5.2, 3.5.3, 3.5.11
y 3.5.12.

3.1 Conceptos y expresiones

Todo lo de esta unidad se reduce a dos datos por objeto: una recta queda determinada
por un punto y un vector director; un plano, por un punto y un vector normal. Los
productos punto, cruz y mixto (Unidad 2.1.6) hacen el resto.

3.1.1 La recta

La recta L que pasa por Py(xy, Yo, 29) v es paralela al vector u = (a, b, c) # 0 (vector director)
es el conjunto de puntos P tales que PyP es paralelo a u.
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=4

Py

Sy

T

X

= Ecuacién vectorial: L: p = py+ti, t €R.
= Ecuaciones paramétricas: x = xy +at, y=13yy+bt, z=zy+ct
= Ecuaciones cartesianas en forma simétrica (si a, b, c # 0):

X=Xy Y=Y Z2—2

a b c

Si una componente es cero, esa coordenada es constante y se escribe aparte: con

u=(a,b,0), % = %; z =2z
= Forma general (interseccién de dos planos no paralelos):

-

A1X+B1y+CIZ+D1:0 N
U =nqy Xny.

A2x+Bzy+sz+D2:0

El Plan 2016 no la nombra, pero la usa en «la recta interseccion de dos planos».

Observacion (leer la forma simétrica). Antes de leer el punto y el vector, cada fraccién
debe quedar como x_ax°, con coeficiente 1 en la variable. Asi,

2y—4 _z+5
4 —x = —— = —

8 3 -1 4 3

x—4 Yy—2 z+5

5

con punto (4, 2, —5) y vector (—1,4,3): en 4 — x se cambia el signo del denominador, y en
2y—4 . .
= se divide numerador y denominador entre 2.

Dos puntos Ay Bdanlarectacon Py = Ay u = AB.
3.1.2 El plano

El plano 7 que pasa por P, y es perpendicular al vector ii = (A, B,C) # 0 (vector normal)
es el conjunto de puntos P con 71 - PyP = 0.

ii—) Sy
~

P, P bo
T
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=g > . . ’ .
3. ¢Se cortan? Calcula P, P, - (ii; x ii). Si vale 0, se cortan: iguala las paramétricas (con
parametros distintos, t y 1), resuelve con dos ecuaciones y comprueba la tercera.
[Py Py - (dy X tdp)]
Ity % iy
5. Paralelas: si P, estd en Ly, coinciden; si no, el plano que las contiene tiene 71 = #; X P; Py,
y su distancia es la de P, a L.

4. ;Se cruzan? Si el producto mixto no es cero: d =

En el examen escribe cada caso con «se cumple» o «no se cumple»: asi se ve que se
revisaron los tres.

3.3.4 Distancias

1. Punto-plano: sustituye el punto en Ax + By + Cz + D, toma valor absoluto y divide
entre |f].

2. Punto-recta: PyQ x i, su médulo, entre [i].

3. Recta-recta: primero la posicion relativa (3.3.3); si se cruzan, la formula del producto
mixto; si son paralelas, punto-recta.

4. Plano-plano: comprueba que sean paralelos (normales proporcionales); escribe los

. D,—D, . . .
dos con el mismo n'y usa % o la distancia de un punto de uno al otro. Si no son

paralelos, d = 0.
s _am

5. Racionaliza: — = .
V21 21

3.3.5 Angulos y problemas con parémetro

1. Identifica qué se compara: rectas (i, tis), planos (7, ;) o recta y plano (i, 7).

2. Usa coseno en los dos primeros casos y seno en recta—plano.

3. Con parametro: deja el parametro en los vectores, escribe la formula con el valor

1 V3

conocido (sen30° = 1, sen60° = L, cos 60° = 1) y eleva al cuadrado para quitar el
valor absoluto y la raiz. Resuelve la ecuacion de segundo grado: casi siempre hay dos
valores («el conjunto de valores»).

4. Para 90° no hace falta la férmula: basta la condicion de perpendicularidad de la tabla
de 3.1.3, que es lineal en el parametro.

3.3.6 Intersecciones

1. Recta—plano: sustituye las paramétricas de la recta en la ecuacion cartesiana del plano,
despeja t y sustitiyelo en la recta. Si la ecuacién queda 0 = 0, la recta esta contenida
en el plano; si queda 0 = k # 0, es paralela.

2. Recta-recta: iguala las paramétricas con parametros distintos; dos ecuaciones dan los
parametros, la tercera comprueba.

3. Plano-plano: la recta de 3.3.1, paso 3.

4. Recta y un plano coordenado (por ejemplo z = —4): iguala la coordenada y despeja
t.
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«valores de m (o B, h) para que parametro 335

formen 30°», «sean

perpendiculares»

«interseccion de la recta con el punto comun 3.3.6

plano», «de las rectas»

«punto mas cercano», «mas pie de perpendicular 3.3.7

proximo», «simétrico»,

«perpendicular comin»

«punto de la recta que diste k ecuaciéon con valor 33.8
unidades», «plano a distancia 7» absoluto

3.3 Procedimientos

3.3.1 Ecuaciones de una recta
1. Por dos puntos A, B:ii = ABy Py = A

2. De simétricas a vectorial: lleva cada fraccién a la forma

X—X,

(coeficiente 1 en

la variable); lee Py(xg,¥p,20) Yy 4 = (a,b,c). Una ecuacién aparte como z = 4 da
componente 0.

3. De forma general a vectorial: # = 11; x ii,. Para el punto, da un valor a una variable
(por ejemplo z = 0) y resuelve el sistema de 2 x 2 que queda. Comprueba el punto en
las dos ecuaciones.

4. Recta perpendicular a un plano por un punto: i = 7.

5. Recta paralela a dos planos (o perpendicular a dos rectas): 4 = 1y X 1ty (0 U X Uy).

-

3.3.2 Ecuacién de un plano

1. Consigue un punto y dos vectores del plano, no paralelos:

BNl i

tres puntos A, B, C: AB y A—C);

un punto Q y una recta (P, #) que no lo contiene: i y HQ:

dos rectas que se cortan: i y i, (antes comprueba que se cortan, 3.3.3);

dos rectas paralelas: u; yﬁ) (il % il es 0 y no sirve);

«paralelo a las rectas L'y M»: ] y tiyg;

«perpendicular al plano 7y»: 1y es uno de los vectores; «perpendicular al plano XZ»:
J; «contiene al eje Y»: j y el origen.

Normal: 71 = d x Z; simplifica dividiendo entre un factor comun.
Ecuacion: 71 (x — xp, ¥ — Yo, 2 — 29) = 0.

Comprueba con un punto que no usaste para el término independiente.
Si piden la vectorial o las paramétricas: p = py +ra + sb.

3.3.3 Posicion relativa de dos rectas
1. Datos: Pl’ 171, Pz, 172 (331)
2. ;Paralelas? Calcula u; x . Si es 0, se cumple; ve al paso 5.
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= Ecuacidn cartesiana: A(x—xy)+B(y—y)+C(z—2zy) = 0, es decir, Ax+By+Cz+D =0
con D = —i - py. Los coeficientes de x, y, z son el vector normal.

] Ecuac10n vectorial: p = py+rd+s b, con @ y b no paralelos y contenidos en el plano;
ii=axb.

= Ecuaciones paramétricas: x = xg +ra; + sby, y = yy +rag + sby, z = 2y + ras + sbs.

= Planos coordenados: XY : z = 0, normal I;; XZ: y=0,normal j;YZ: x = 0, normal
1. Un plano «perpendicular al plano XZ» contiene la direccién j; uno «paralelo al plano
YZ» tiene normal i.

De paramétricas a cartesiana: n = d x b y un punto (el que se obtiene con r = s = 0). De

cartesiana a vectorial: un punto que la satisfaga y dos vectores perpendiculares a 71 y no

paralelos entre si (por ejemplo, para 7 = (3,—1,3): (1,3,0) y (0,3, 1)).

3.1.3 Paralelismo y perpendicularidad

Con 1y, ty vectores directores de rectas y 71y, 11, vectores normales de planos:

Objetos Paralelos Perpendiculares

Recta y recta U x iy = 0 (i = kil) Uy -y =

Plano y plano iy x 7y =0 () = ki) ny - ny =

Recta y plano u-n =0 (larecta va «alo ii x i = 0 (il es normal al plano)

largo» del plano)

Observacion. En recta—plano las condiciones se invierten: paralelismo con producto
punto y perpendicularidad con producto cruz, porque se compara la direccién de la recta
con la normal del plano. Si % - 7 = 0 y un punto de la recta satisface la ecuacién del plano,
la recta esta contenida en el plano.

3.1.4 Angulos

Uy - U,
= Entre dos rectas: cosf = |_,1 _,2‘ ,con 0° < 6<90°.
|u_1) | |u§|
Iriy - iy
= Entre dos planos: cos0 = A (el angulo entre sus normales).
nling

= Entre una recta y un plano: es el angulo ¢ entre la recta y su proyeccién sobre el
plano, complemento del 4ngulo 6 entre 4 y 1. Por eso lleva seno:
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=

Sin valor absoluto se obtiene el angulo obtuso (180° — 6); los examenes piden el agudo

. , . a a
salvo que digan otra cosa. Un angulo que no es notable se deja como ang cos 7 o ang sen ;.

b b
3.1.5 Distancias

= Punto Q a plano Ax+ By +Cz+ D =0:

|AXQ + ByQ + CZQ + D| —
d= = |compy PyQ.
VA? + B% + C?
> = A |HQ’ X a' 5~
= PuntoQarectap=py+tud= T (altura del paralelogramo de lados PyQ y
Ul

).

= Rectas que se cruzan (L; por P; con i; Ly por P, con iy):

d= [PrPy - Giy x )|
liy x |
Si se cortan, el numerador es ceroy d = 0.
= Rectas paralelas: distancia de un punto de una a la otra (férmula punto-recta).
= Planos paralelos Ax + By + Cz+ D; = 0y Ax + By + Cz + D, = 0 (con el mismo
|D; — Dy
VA? + B? + C?
= Recta paralela a un plano: distancia de un punto de la recta al plano. Si la recta no
es paralela, lo cortay d = 0.

vector normal): d = . Si no son paralelos, se cortan y d = 0.

FQ

=)
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L

3.1.6 Posicion relativa e intersecciones

Dos rectas pueden ser:

s paralelas (o coincidentes): u; x Uy = 0; son coincidentes si ademas P, esté en L;;

= se cortan en un punto: no son paralelas y son coplanares, ﬁ (dy x ty) = 0;

= se cruzan (no son paralelas ni se cortan): ﬁ) (g x 1ty) # 0.

Las paralelas y las que se cortan determinan un plano; las que se cruzan, no.

Recta y plano: si -7 # 0, se cortan en un punto; si i - i = 0, la recta es paralela al plano
(sin puntos comunes) o esta contenida en él. Dos planos: si no son paralelos, se cortan
en una recta de direccidn 71y X 7.

Punto mas cercano y simétrico. El punto M de una recta (o de un plano) mas cercano
a Q es el pie de la perpendicular trazada desde Q: MO L i (o MO || 7). El simétrico de Q
respecto a la recta o al plano es Q’ con M punto medio de QQ”: ' = 2m — q.

3.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«ecuacion vectorial»,
«paramétricas», «forma simétrica»
de una recta

«recta interseccién de los planos»,
dos ecuaciones juntas

pasar entre formas 3.3.1

forma general a vectorial ~ 3.3.1

«plano que contiene a los puntos», plano por puntos o 3.3.2
«al punto y a la recta», «a las rectas»  rectas

«paralelo a las rectas», plano con condicion 332
«perpendicular al plano XZ», «cuyo

vector normal es perpendicular a»

«en caso de que sean paralelas... se ~ posicion relativa 333
crucen... se corten»

«distancia del punto al plano», «ala  una distancia 3.34
recta», «entre las rectas», «entre los

planos»

«angulo entre», «coseno del angulo»  angulo 335
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Unidad 4 - Parte B - Curvas en el espacio

1 Volver al indice

Objetivo (programa 2026, tema 4). «Aplicar los conceptos de superficies
cuadricas y curvas en coordenadas polares y cartesianas, asi como sus res-
pectivas ecuaciones, para visualizarlos graficamente empleando software.»

Contenido de esta parte. 4.2 Curvas en el espacio: ecuaciones vectorial y
paramétricas. Representacion grafica empleando software.

Instrucciones de emergencia

» Frecuencia (basado en examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): en los planes anteriores, un problema en cada uno de los 9 finales
de Geometria Analitica del Plan 2010: intervalo paramétrico y extension en 6,
ecuaciones cartesianas e identificacién en 7, bosquejo en 4; en 8 de los 9 la curva
esta en un plano paralelo a uno coordenado. En los finales de Calculo y Geometria
Analitica (Plan 2016) salié una vez.

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta parte.

= Ruta corta:

1. Lee las secciones 4B.1.3 y 4B.1.4 (20 min): identidades y conicas en paramétricas.

2. Aprende el procedimiento 4B.3.2 (eliminar el parametro e identificar) y sigue el
ejemplo 4B.4 tapando la resolucion.

3. Resuelve los ejercicios 4B.5.1, 4B.5.2 y 4B.5.6 con cronémetro: 15 min cada uno,
con bosquejo.

4. El intervalo paramétrico y la extension sirven para saber qué arco de la conica
recorren las paramétricas, es decir, para la representacién grafica que pide el
programa.

4B.1 Conceptos y expresiones
4B.1.1 Ecuacién vectorial y ecuaciones paramétricas

Una curva C en el espacio se describe con un parametro ¢ (o 0): a cada valor del parametro
le corresponde un punto P(x, y,z) de la curva. En forma vectorial,

C: p(t) = (x(@), y@), z@)) = x@) 1+ y(t) ] + 2(t) k,

=> e . ’ . .
donde p es el vector de posicion del punto. Las ecuaciones paramétricas son las mismas
tres funciones escritas por separado:

x = x(t)
C: yy=y®
z=2z()

Pasar de una forma a la otra es solo reescribir: las componentes del vector son las para-
métricas. Una misma curva admite muchas parametrizaciones distintas.
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Resultado: L: x = 2s, y = 2s, z=s (cortaa M en F(4, 4, 2)).

Ejercicio 3.5.16 - Plano en paramétricas, recta en forma general y recta perpendi-
cular

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 2.

Sean el plano 7 y la recta L dados por

x=1+r 10
x+y—z—?:0

I =2-r L:
Y Y 2x=3y—2z=0

z=2r+s
a) Determine el angulo entre 7 y L. b) Obtenga unas ecuaciones cartesianas de la recta R
perpendicular a & que contiene al punto C, interseccion de  con L.
Resolucion.
1. Plano: vectores (1,—1,2) y (0,0,1); 7 = (1,—1,2) x(0,0,1) = (—1,—1,0), 0 (1, 1,0). Por
(1,2,0):r: x+y—3=0.
2. Recta:ii = (1,1,-1) x (2,-3,-2) = (=2 — 3, =2 + 2, =3 — 2) = (=5,0,-5), 0 (1,0, 1).

[1+0+0 1 .
3. a)seng = ———— = —: ¢ = 30".
V242 2
4. Punto C: con x +y = 3 en la primera ecuacién de L,3 —z = %,z:—%;en la segunda,
—_2. —3.y=4% ,_-3 541
2x =3y = 3,conx-|~y—3.y—S,x—S.C(S,S, 3).
5. b) R tiene direccién 71 = (1,1,0): x — % =y- %; z=—z
Resultado: ¢ = 30°; R : x—%zy—%, z:—%.

Ejercicio 3.5.17 - Rectas y plano en un prisma
Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 4.

En el paralelepipedo recto de la figura, la base ABFE es un cuadrado de lado 2 en el plano
z = 0, sus caras son paralelas a los planos coordenados y la altura es el doble del lado de
la base. Determine: a) una ecuacion vectorial de la recta L; que contiene a los vértices A y
G; b) unas ecuaciones paramétricas de la recta L, que contiene a F y a D; c) la ecuacién
cartesiana del plano 7 que contiene a A, Fy C.

H G
: 7
7
D f /
AN | Cls
AN
N
’
N
I/
2 N\
AY
//‘E N
S-S
ad F
B
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Resolucién. assert simplify((x**2 + y**2 - 2%y)*%2 - (X*%2 + y**2)) ==
# polo: r = 0

1. Ejes: el enunciado no da coordenadas; se elige el origen en E, con los ejes sobre EA,
polo = solve(r, t)

EF y EH (figura). Entonces A(2,0,0), B(2,2,0), F(0,2,0), D(2,0,4), C(2,2,4), G(0, 2, 4), print([p * 180 / pi for p in polo])
H(0,0,4). Con otra eleccién los numeros cambian, pero no el procedimiento. # simetria respecto a la recta a 90°: t - 180° - t
assert simplify(r.subs(t, pi - t) - r) == 0

2. a) AG = (-2,2,4),0 (-1,1,2): L : p=(2,0,0) +#(—1,1,2).

3. b)FD = (2,-2,4),0(1,-1,2): Ly: x =5, y=2—s5, z = 2s.

4. ¢) AF = (-2,2,0), AC = (0,2,4); AF x AC = (8,8,—4), 0 (2,2,—1). Por A: 2(x — 2) +
2y —z = 0. Comprobacioncon C: 4 +4—-4—-4=0.

Resultado:L; : p = (2,0,0)+t(~1,1,2);Ly: x =5, y = 2—s, z = 25; 71 : 2x+2y—2z—4 =0

(con el origen en E).

3.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.3.

Ejercicio propuesto 3.6.1

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 4.

Sea el plano 7, perpendicular al plano cartesiano XY, que contiene a larecta L: p =
t(2,1,-3), y sea el plano 7y que contiene a las rectas L; y L,, paralelas a los vectores
U =20+ k yiy = 51+4) + mk, respectivamente. Obtenga el conjunto de valores que
puede tomar m para que 7 y i, formen un angulo de 90°.

Resultado: m = % (un solo valor).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 144.

Ejercicio propuesto 3.6.2
Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 4.

Sea el plano 7 que contiene a la recta L : oz yT_l =z y es perpendicular al plano
XZ. a) Obtenga una ecuacion cartesiana de 7. b) Calcule la distancia del origen a .
Resultado: 7: x —z+8=0;d = 44/2.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 144.

Ejercicio propuesto 3.6.3
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 4.

X _ Z
Sean larecta L: 1" _4@ y el plano 7 que contiene al punto Q(1,2,3) y es paralelo al
plano coordenado};Z . Determine el conjunto de valores de h para los cuales el angulo
entre Ly 7 es de 60°.
Resultado: 1 € {-3, 3}.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 144.

74 95



Unidad 4 - Parte A - Curvas polares

8. Cuadrante de 6 al pasar a polares. tanf = % da dos angulos; el correcto es el del
cuadrante del punto.
9. Cartesiana con r suelta. x> + y? — 2y = r atn no es cartesiana: se eleva al cuadrado

conr? = x? + 32,

4A.8 Formulario de emergencia de la unidad

w (r,0) = (r,0 +360°k) = (—r,0 + 180° + 360°k); el polo es (0, 8) para todo 6.

= x=rcosf, y=rsenb, rr=x24 y2, tanf = % (en el cuadrante del punto).

= Simétrico de (r, 0): eje polar (r, —0); recta a 90° (r, 180° — 0); polo (r,0 + 180°) = (—r,6).

= Pruebas de simetria: eje polar 6 — —0 o (—r,180° — 0); recta a 90° & — 180° — 0 o
(—r,—6); polo r — —r o 0 + 180°. Suficientes, no necesarias.

= r = acos0: circunferencia de centro (% 0); r = asen0: centro (0, %); radio %.

= r =a=+bcosb (o sen): cardioide si a = b, caracol con lazo sia < b.

= r = asennf, acosnb: n pétalos (n impar) o 2n (n par), de longitud |al.

w 1% = +a? cos 20, r? = a® sen 20: lemniscata; existe donde el lado derecho es > 0.

°P L. foco en el polo; e < 1 elipse, e = 1 parabola, e > 1 hipérbola.

[] = :
1+ecosf = 1xesenf

4A.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Nombra la curva en el primer renglén (cardioide, caracol, rosa, lemniscata, circunfe-
rencia o conica): eso ya dice su forma y su simetria.

. Simetria: prueba 1, prueba 2 y, si las dos fallan, un contraejemplo con un punto notable.

. Intersecciones: los dos angulos de cada eje, el polo con r = 0, y revisa puntos repetidos.

. Tabla con 4 o 5 angulos notables y los puntos mas alejados del polo (Jr| maximo).

. Bosquejo sobre una rejilla polar, con los puntos calculados marcados y escritos.

6. Sipiden la cartesiana, multiplica por r, sustituye y completa cuadrados.

1o WD

Si el tiempo no alcanza, el nombre de la curva, sus intersecciones con los ejes y un bosquejo
con tres puntos ya valen la mayor parte del problema.

4A.10 Con la computadora

El programa revisa el caracol r = 1 + 2 sen 6 del ejercicio 4A.5.3: sustituye x = r cos0,
y =rsen0 en la ecuacion cartesiana que se obtuvo, busca donde pasa por el polo (r = 0;
sympy da los angulos en (—180°,180°]: —30° es 330°) y comprueba la simetria respecto a
la recta a 90°. Para el bosquejo, sympy.plotting.plot_polar(r, (t, 0, 2+*pi))
dibuja la curva si esta instalada matplotlib. El programa usa la biblioteca sympy de Python,
que hace algebra exacta (fracciones, radicales, ): se instala con pip install sympyy
el codigo se copia tal cual.

Con la computadora
from sympy import symbols, sin, cos, simplify, solve, pi

symbols("theta", real=True)
1 + 2*sin(t)
y = rxcos(t), r*sin(t)
artesiana: (x? + y? - 2y)? = x2 + y?

t
r # caracol con lazo
X,

# c
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Ejercicio propuesto 3.6.4
Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 3.

El vector normal N del plano 7 es perpendicular al vector v = (3, 5, 8). Ademas, 7 contiene

. 2=2x _ yt5
alarectal: - =
Resultado: 7 : 29x 4+ 5y — 14z —4 = 0.

— Resolucion en el Apéndice E, p. 145.

= z. Determine una ecuacion cartesiana de 7.

Ejercicio propuesto 3.6.5

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 3.
x+3y—2=0

z=17
interseccion de la recta con el plano.

Sean la recta L : y el plano 7 : — 2x — 6y + 6z = 38. Determine la

Resultado: la recta esta contenida en el plano: la interseccién es toda la recta, x =
2+3t, y=-t, z=17.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 145.

Ejercicio propuesto 3.6.6

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 5.

Seanlasrectas M : x =3—2ty;, y= -1+, z=2tyyyN: x=—-1—ty, y = —3+ty, 2=
—4 + 2ty, y el plano 7 : 5x — y 4+ 2z — 2 = 0. Determine la ecuacion cartesiana del plano
s, paralelo a 7 que contiene al punto A, interseccion de las rectas M y N.

Resultado: A(—9,5,12); 71y : 5x —y + 2z + 26 = 0.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 145.

Ejercicio propuesto 3.6.7

Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 6.

Determine la distancia entre los planos 77y : 2x + y+4z = 16y my: x = 4r —4s, y =
8s, z=2-—2r.
Resultado: d = 82—\?.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 145.

Ejercicio propuesto 3.6.8

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo A, problema 6.

Los puntos A(—1,1,1) y B(1,—2,0) pertenecen al plano 7, que contiene al origen. Deter-
mine: a) una ecuacién vectorial y la ecuacién cartesiana de 7; b) la distancia del punto

C(3,0,—1) a ; c) las ecuaciones en forma simétrica de la recta L perpendicular a 7 que
contiene a C.

Resultado: p = r(—1,1,1) +s(1,-2,0), 7: 2x+y+z=0;d =

— Resolucién en el Apéndice E, p. 145.

56, ¢ . x=3 _ . _
T,L. 3 —y—Z+1.
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Ejercicio propuesto 3.6.9

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo D, problema 6.

Sean los planos 7 : 3x —y+3z2—9 =0y my: x+ fy+z+ D = 0. Determine: a) el valor
de f para que 7y y 7, sean paralelos y el valor de D para que 7, contenga al origen; b) la
distancia del origen a 7;; ¢) una ecuacioén vectorial de 7;; d) unas ecuaciones paramétricas
de la recta L perpendicular a ; que contiene al punto A(0, 0, 3).

Resultado: § = —%, D=0;d = %;79; ﬁ: (3,0,0) +r(1,3,0) +s(0,3,1); L: x=3t, y =
—t, z =3+ 3t.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 146.

Ejercicio propuesto 3.6.10

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo A, problema 7.

Sean los puntos A(2,1,—1) y B(-2,1,2) y el plano 7y : 2x + 3y + 4z — 8 = 0. Determine:

a) unas ecuaciones cartesianas en forma simétrica de la recta L que contiene a A y es
perpendicular a 7;; b) la distancia de B a 7y; ¢) unas ecuaciones paramétricas del plano m,
que contienea By a L.

Resultado: L : XT_Z —r1_ ﬂ;¢7l = 42 Tyt X =242r—4s, y = 143r, z = —14+4r+3s.

3 1 29°
— Resolucién en el Apéndice E, p. 146.
Ejercicio propuesto 3.6.11
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-2, tipo A, problema 7.
Seanlos planos 7y : x -2y +3z-1=0ym: x—y—2z+1=0.Obtenga: a) el angulo
entre 7y y 7p; b) unas ecuaciones paramétricas de la recta L interseccion de m; y 7.
Resultado: 90°; L: x = —3+5t, y=—2+4t, z=1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 146.

Ejercicio propuesto 3.6.12
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2016-2, tipo A, problema 6.
Sean los planos 7y : 3x+2y+z+4=0ym: x =4-3t—2r, y = 3t, z = 2r. a) Determine

la distancia entre 7m; y m,. b) Obtenga unas ecuaciones paramétricas de la recta L que
contiene al punto P(2,3,—1) y es paralela a 7; y a 7.

Resultado: los planos no son paralelos: se cortan y su distanciaes 0; L: x =2+, y =
3—-2t, z=—-1+t.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 146.

Ejercicio propuesto 3.6.13
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2019-1, tipo A, problema 6.
Seanlarectal: x =1+2t, y=2—1t, z=—2tyelplanox: 2x —3y+ 2z = —7. Obtenga:

a) las coordenadas del punto P de interseccion de L y r; b) las coordenadas de un punto Q
de L que diste —_ unidades de 7.

V17
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Ejercicio propuesto 4A.6.2
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 1.

Sea la curva C de ecuacién r = 2 + 2 cos 0. a) Determine si C es simétrica respecto al eje
polar. b) Determine unas coordenadas polares de los puntos de interseccién de C con el
eje polar. ¢) Identifique a C y bosqueje su grafica en el plano polar.

Resultado: a) Si es simétrica. b) (4,0°) y el polo, (0, 180°). ¢) Cardioide con la punta en el
polo, abierta hacia la derecha hasta (4,0°).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 148.

Ejercicio propuesto 4A.6.3
Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 1.

Sea la curva C de ecuacion polar r = cos 6. a) Obtenga unas coordenadas polares de cada
uno de los puntos de interseccién de C con el eje polar. b) Determine si C es simétrica
respecto al polo. ¢) Obtenga la ecuacidn cartesiana de C e identifiquela.

1

2
Resultado: a) (1,0°) y el polo. b) No es simétrica respecto al polo. c) (x - %) +y% = I

. . 1 .1
circunferencia de centro (E’ 0) y radio 7

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 148.

Ejercicio propuesto 4A.6.4

Adaptado de: Serie de ejercicios de curvas en el plano polar, ejercicio 15.

Dada la curva de ecuacién polar r = 10 + 15 sen 0, determine: a) si es simétrica respecto al
eje polar; b) todas sus intersecciones con el eje polar y con la recta 6 = %

Resultado: a) No es simétrica respecto al eje polar. b) Eje polar: (10, 0°%), (10,180°) y el
polo; recta a 90°: (25, 90°), (—5,270°) = (5,90°) y el polo.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 148.

4A.7 Errores frecuentes

1. Concluir «no es simétrica» porque la prueba falla. Las pruebas son suficientes,
no necesarias; para negar la simetria hace falta un contraejemplo (ejercicio 4A.5.1) o la
ecuacion cartesiana.

2. Olvidar el polo. Casi todas las curvas del examen pasan por él; en las intersecciones
con los ejes o entre curvas se revisa con r = 0 y se cuenta como punto.

3. Sustituir un solo angulo. El eje polar pide 8 = 0° y 180°; la recta a 90°, 90° y 270°. Y
luego hay que ver si dos resultados son el mismo punto, como (—2,90°) = (2,270°).

4. Dibujar r < 0 en la direccidn 0. El punto (—4, 90°) est4 abajo, en 270°.

5. Contar mal los pétalos. r = asennf tiene n pétalos si n es impar y 2n si es par:
r = 2 cos 20 tiene 4, no 2.

6. Lemniscata donde no existe. r> = 4 sen 26 no tiene puntos en el segundo ni en el
cuarto cuadrante; escribe el intervalo de 6 antes de la tabla.

7. Conica sin reducir el denominador. r = se divide entre c paraleere = =. Y

ol

k
c+dsenf
el vértice con r < 0 va en la direccién opuesta: (—9,90°) = (0, —9).
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6. b) Area: T tiene vértices (0,—3), (0,—9) y (—3,0). La base V;V; esta sobre el eje y y
mide 6; la altura es la distancia de (-3, 0) al eje y, 3:

A= %(6)(3) —9.

7. ¢) Bosquejo: ramas de la hipérbola con vértices (0,—3) y (0,—9) y asintotas y =

A

-6+ ?3)(; la circunferencia es tangente al eje y en el polo.

y
cl 7 . N AN
/
! (-3,0) \
X
//
Vi(0.-3)= G, 270
V,(0,-9) = (<9, 90°)

2
Resultado: a) H : o ;6) - ;r_; =
A = 9 unidades de area.

1(x* =3y =36y —81=10);C: (x+3)2+y*=9;b)

4A.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucidn. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.4A.

Ejercicio propuesto 4A.6.1
Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 1.
Sean las curvas C; : r=2senfyCy: r? = 4cos26. a) De la curva C;, determine unas

coordenadas polares de los puntos de interseccion con la recta a 90°. b) Identifique la
curva C,, dé coordenadas polares de tres puntos de ella y bosqueje su grafica.

Resultado: a) El polo y (2, 90°). b) Lemniscata con lazos sobre el eje polar; por ejemplo
(2,0, (2,180°), (v/2,30°).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 147.
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Resultado: P(—1,3,2); 0(1,2,0) 0 Q(-3,4,4).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 147.

Ejercicio propuesto 3.6.14
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2018-2, tipo A, problema 6.

Seanlasrectas L: 3 = %18 =2-zyR: @ = yTJrg; z = —5. Obtenga: a) la distancia
entre Ly R; b) el coseno del angulo entre Ly R.
144205

Resultado: d = 6; cos0 = 205

— Resolucion en el Apéndice E, p. 147.

Ejercicio propuesto 3.6.15
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo C, problema 6.

Sealarecta L: 218

=y —8; z = 6. Obtenga las coordenadas del punto B de L que se
encuentra a 3 unidades del punto Q(—1, 3, 4).
Resultado: B(0,5,6) o B(—3,4,6).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 147.

Ejercicio propuesto 3.6.16

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2026-1, tipo A, problema 6.

Determine una ecuacién cartesiana de un plano que es perpendicular a la recta L : 7 =
(-1,8,1) +t(3,—2,6) y cuya distancia al origen es 7.

Resultado: 3x — 2y + 62 —49 =0 (0 3x — 2y + 62+ 49 = 0).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 147.

3.7 Errores frecuentes
2=y 2x—4
1 8

. Leer mal la forma simétrica. En 4 — x, % o
. . . .z X—X
directo: primero se deja cada fraccién como - g,

el punto y el vector no se leen

2. Coseno en el angulo recta—plano. El angulo entre 4 y 71 es el complemento del que
se pide; con U y 71 va seno.

3. Confundir las condiciones recta—plano. Recta paralela al plano: 4 - 77 = 0; perpendi-
cular: 4 || 7. Es al revés que entre dos rectas.

4. Plano por dos rectas paralelas con #; x i,. Ese producto es 0; el segundo vector es
P,P,.

5. Plano por dos rectas que se cruzan. No existe: antes de calcular el plano se revisa
con el producto mixto que las rectas sean coplanares.

6. Mismo parametro en las dos rectas. Al igualar paramétricas, cada recta lleva su
parametro (¢t y A); con el mismo se «pierde» la interseccion.

. . D,-D,| . .
7. Distancia entre planos que no son paralelos. % exige el mismo vector normal

en las dos ecuaciones; si no son paralelos, se cortan y d = 0 (propuesto 3.6.12).
8. Una sola solucién con valor absoluto. «El conjunto de valores» de un parametro o
«un punto a distancia k» casi siempre tiene dos respuestas.
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9. Punto de larecta general sin comprobar. El punto obtenido con z = 0 debe satisfacer
las dos ecuaciones de los planos.

3.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Recta: p = py +tii - % = % = % - general: 4 = 1 x iy,

» Plano: Ax+ By +Cz+ D =0,ii=(A,B,C)- p=py+rd+sh,ii=dxb.

= Paralelas: ; x i, = 0 - perpendiculares: % - 1, = 0 (igual con normales). Recta || plano:
i-n=0;recta L plano: i x 7 = 0.

= Angulos: cosf = ||Sl"|'§|‘ (rectas o normales) - recta-plano: sen¢ = %
11142
|Axp+Byp+Czp+D| [P, Oxil|
» dQ, )= ————=——— -d(Q,L) = x=—
©n) - (n="e
w d(Ly,Ly) = [PuPy (G i) - planos paralelos: [Di=De|,
[tdy iy | I

R
= Posicion de dos rectas: 4 x iy = 0 paralelas; si no, producto mixto = 0 se cortan, # 0 se
cruzan.

—

PyQ-u

= =
uu

= Pie en una recta: t = - simétrico: Q" = 2M — Q.

3.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe de cada recta su punto y su vector, y de cada plano su normal, antes de cualquier
otra cosa; ordena las formas simétricas.

2. Haz un dibujo a mano alzada: qué es paralelo, qué se corta, qué distancia se pide.

3. Calcula los productos cruz con el determinante completo y comprueba el resultado
con un producto punto (debe dar 0 con cada factor).

4. Antes de un plano por dos rectas o de una distancia entre rectas o planos, decide la
posicion relativa.

5. Comprueba cada ecuacion de plano con un punto que no usaste y cada intersecciéon en
la ecuacién que no usaste.

6. Deja los resultados exactos y racionalizados; los angulos no notables, con ang cos o
ang sen.

Si el tiempo no alcanza, el punto y el vector de cada recta y la normal de cada plano, bien
escritos, ya son una parte importante del puntaje.

3.10 Con la computadora

El programa obtiene el plano que pasa por P(1,0,2), O(2,1,0) y R(0,3, 1) con el producto
vectorial ﬁ@ x PR, como en el procedimiento 3.3.2, y la distancia del origen a ese plano.
Para ver rectas y planos, el médulo sympy . plotting los dibuja si ademas esta instalada
la biblioteca matplotlib (plot3d_parametric_surface para un plano en paramétricas,
plot3d_parametric_line para una recta). El programa usa la biblioteca sympy de
Python, que hace algebra exacta (fracciones, radicales, 7): se instala con pip install
sympy y el codigo se copia tal cual.
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(2,45%)
(V2,75°),

(V2,15%)

eje polar

(2,225%)

Resultado: a) no es simétrica respecto al eje polar (si respecto al polo); b) (2,45°) y
(2,225°) (este tltimo es (—2,45°)); c) lemniscata en los cuadrantes Iy IIL.

Ejercicio 4A.5.5 - Hipérbola en polares, circunferencia y area de un triangulo
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 1.

Sean la hipérbola H y la circunferencia C representadas por

9

H: r=—
1—2senf

y C: r=—6cosb.

a) Obtenga la ecuacién cartesiana de cada una de las curvas H y C en el plano XY.
b) Determine el area del tridngulo T formado por los vértices de H y el centro de la
circunferencia C. c) Bosqueje las curvas H y C, asi como el tridangulo T.

Resolucion.
1. Identificacién: r = 1—ees€:n9 con e = 2 > 1: hipérbola con un foco en el polo, ep = 9,
p= g, directriz y = —5 yeje focal sobre la recta a 90°.

2. a)Cartesianade H:r—2rsenf = 9 = r = 9+2y = x?+y? = (9+2y)% = 81+36y+4y*:
x? —3y% —36y — 81 =0.
3. a) Forma ordinaria: x* — 3 (y% + 12y + 36) + 108 — 81 = 0 = x* — 3(y + 6)* = —27:

(y+6)* 2 1
9 27

Centro (0,—6), a = 3, b = 34/3, ¢ = V9 + 27 = 6: focos (0,0) y (0,—12); el polo es un
foco, como debe ser.

4. a) Cartesiana de C: r> = —6rcosf = x + y* = —6x = (x + 3)> + y% = 9. Centro
(-3,0), es decir (3, 180°), y radio 3.

5. b) Vérticesde H:0 = 270° : r = 1—32 =3,V,(3,270°) = (0,-3);60 = 90" : r
V5(—9,90°) = (0, —9). Coinciden con (0, —6 * 3).

9 _——
1-2 %
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(3,90%)

eje polar

[ ]
E'(1++2,225°)

Resultado: a) tres intersecciones: (1,0°), (1,180°) y el polo; b) E’ (1 +42, 225"); c)
(xz + y2 - Zy)2 =x%+ yz.

Ejercicio 4A.5.4 - Lemniscata: simetria y puntos mas alejados del polo

Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 1.

Sea la curva C de ecuacién polar r? = 4 sen 26. a) Determine si C es simétrica respecto al
eje polar. b) Obtenga unas coordenadas polares de los puntos de la curva mas alejados del
polo. c¢) Bosqueje la grafica de C.

Resolucién.

1. Nombre y donde existe: lemniscata (+? = a? sen 26, a = 2); sen 20 > 0 para 0° < 6 <
90° y 180° < 6 < 270°.

2. a) Prueba 1 (9 - —0): r? = —4 sen 20. Cambia.

3. a) Prueba 2 (r » —r, 8 — 180° — 0): r> = 4sen(360° — 20) = —4 sen 20. Cambia. Las
pruebas no deciden.

4. a) Contraejemplo: (2,45°) estd en C (4 = 4sen90°). Su simétrico es (2,—45):
4sen(—90°) = —4 = 4. Las demas representaciones cambian 26 en multiplos de 360° y
r solo de signo, y r? no cambia: ninguna cumple. No es simétrica respecto al eje polar.

5. b) Maximo: r® = 4sen26 < 4, con igualdad si sen 20 = 1: 20 = 90° o 450°, es decir,
0 = 45° 0 225°, con |r| = 2.

6. ¢) Tabla: 0 = 0°,15°,45°,75°,90° dan r = 0,4/2,2,4/2,0 (> = 4sen30° = 2 en 15°).
Como r — —r no cambia la ecuacion, es simétrica respecto al polo: el lazo del tercer
cuadrante es el reflejo del primero.
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Con la computadora

from sympy import Matrix, symbols, sqrt, Abs

y, z = symbols("x y z")

Matrix([1, 0, 2])

Matrix([2, 1, 0])

Matrix ([0, 3, 1])

n = (Q - P).cross(R - P) # normal al plano PQR
plano = n.dot(Matrix([x, y, z]) - P).expand()
print(n.T, plano, "= 0")

d = Abs(plano.subs({x: 0, y: 0, z: 0})) / n.norm()
print("distancia del origen:", d)

assert n == Matrix([5, 3, 4])

assert plano == 5*x + 3%y + 4%z - 13

assert d == 13*sqrt(2)/10

X,
P
Q
R
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Unidad 4 - Parte A - Curvas polares

1 Volver al indice

Objetivo (programa 2026, tema 4). «Aplicar los conceptos de superficies
cuadricas y curvas en coordenadas polares y cartesianas, asi como sus res-
pectivas ecuaciones, para visualizarlos graficamente empleando software.»

Contenido de esta parte. 4.1 Curvas polares: caracoles, cardioides, rosas de
n pétalos y circunferencias. Representacion grafica empleando software.

Instrucciones de emergencia

» Frecuencia (basado en examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): en los planes anteriores, un problema en cada uno de los 9 finales
de Geometria Analitica del Plan 2010, siempre el problema 1. Curvas: cardioide
3, lemniscata 3, circunferencia 3, rosa 2, caracol 1 y conica en polares 1. Lo que
piden: bosquejo 7, intersecciones con el eje polar o con la recta a 90° 6, simetria 5,
ecuacion cartesiana 3, tres puntos o puntos mas alejados del polo 3.

= Tiempo: de 2 a 3 horas para esta parte; en el examen, de 15 a 20 minutos para el
problema.

= Ruta corta:

1. Repasa las coordenadas polares de la Unidad 2 (secciones 2.1.2 a 2.1.4).

2. Lee el catalogo: secciones 4A.1.1 a 4A.1.3 (20 min); basta reconocer cada ecuacion
y saber su forma.

3. Aprende los procedimientos 4A.3.4 (simetria) y 4A.3.5 (intersecciones con los
ejes).

4. Sigue los incisos a y b del ejemplo 4A.4 tapando la resolucion.

5. Resuelve los ejercicios 4A.5.1, 4A.5.2 y 4A.5.3 con cronémetro (15 min cada uno,
con bosquejo).

6. Fuera del programa 2026: la lemniscata (seccidén 4A.1.4, inciso c del ejemplo,
ejercicio 4A.5.4, inciso b del propuesto 4A.6.1) y las cénicas en forma polar
(seccidn 4A.1.5, procedimiento 4A.3.8, ejercicio 4A.5.5). Si vas con poco tiempo,
saltalas.

4A.1 Conceptos y expresiones

Las coordenadas polares, las varias representaciones de un punto, la simetria de puntos
y las ecuaciones de transformacion estan en la Unidad 2 (secciones 2.1.1 a 2.1.4). Aqui
empieza el catalogo de curvas.

4A.1.1 Rectas y circunferencias

= O = a: recta por el polo con inclinacién a.

= rcosf =a(x =a)yrsend = b (y = b): rectas vertical y horizontal.

= r = a: circunferencia de centro en el polo y radio |al.

= r = acos@: circunferencia que pasa por el polo, de centro (g, O) en cartesianas y radio

lal

. pues r? = arcosf da x* + % = ax.
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(3,120°)
(2,90%)

(4,180°)

0,0°) eje polar

(2,270%)

Resultado: a) si es simétrica respecto al eje polar; b) tres intersecciones: el polo (0, 0°),
(2,90°) y (2,270%); ¢) cardioide que se abre hacia la izquierda.

Ejercicio 4A.5.3 - Caracol con lazo: eje polar, punto simétrico y cartesiana

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 1.

Sea la curva C de ecuacion polar r = 1 + 2 sen 6. a) Obtenga el niimero de intersecciones
de C con el eje polar y las coordenadas polares de esas intersecciones. b) Si E es el punto
de C que corresponde a 6 = 45°, obtenga las coordenadas polares del punto E’, simétrico
de E respecto al polo. c¢) Obtenga una ecuacion cartesiana de C.

Resolucion.

1.

w

Nombre:r = a+bsenf cona = 1 < b = 2: caracol con lazo interior, simétrico respecto
alarectaa90°.

. a) Sustitucion: 0 =0°: r =1;0 = 180° : r = 1. Puntos (1,0°) y (1, 180°).
.a)Polo:r =0 < senf = -1 — 0=1210°0330°".Fl polo esta en la curva.
. a) Comprobacioén: el lazo (210° < 6 < 330°, con r < 0) queda arriba del eje polar y

2

solo lo toca en el polo. Con la cartesiana del inciso ¢ y y = 0: x* = x2, x = 0, +1. Son

tres puntos.

. b)Punto E:7 =1+ 2sen45” = 1++/2; E (1 ++2,45°).
. b) Simétrico respecto al polo: se suma 180° al angulo:

E (1+ﬁ,225°), otambién E’ (—1—\/5,45“).

. ¢) Multiplicar porr:r2 =r +2rsenf = x> +y2 =r + 2y = x2 + y2 — 2y = r.
. ¢) Elevar al cuadrado:

2
(x2 +y2 - 2y) = x? +y2.
Al elevar al cuadrado se agrega r = —1 + 2senf, que es la misma curva ((r,0) —
(—r,0+180°) la convierte en r = 1+ 2 sen 6); y el polo ya estaba. La ecuacion no agrega
puntos.

89



Unidad 4 - Parte A - Curvas polares

5. b) Contraejemplo: (2,30°) esta en la curva (2 sen 90° = 2). Su simétrico respecto al
eje polar es (2,—30°) = (2,330°). Con 0 = 330°: 2sen 990° = 2sen 270° = —2 # 2. Con
la otra representacion, (—2, 150°): 2 sen 450° = 2 = —2. Sumar 360° a 6 suma 1080° a 30
y no cambia nada. El simétrico no esta en la curva.

6. c) Tabla (primer pétalo): 6 = 0°,15°,30°,45°,60° dan r = 0, V2,2,4/2,0. Para 60° < 0 <
120°, r < 0: ese pétalo se dibuja centrado en 270°. El tercero esta centrado en 150°. Con
la prueba 1 para la recta a 90° (@ — 180° —0): 2 sen(540° —36) = 2 sen 30; si es simétrica
respecto a ella.

recta a 90°

(2,150°) (2,30°)

polo

eje polar

(2,270%) = (=2,90°)

Resultado: a) el polo y (2, 270°) (equivalente a (—2,90°)); b) no es simétrica respecto al
eje polar (si respecto a la recta a 90°); c) rosa de 3 pétalos de longitud 2.

Ejercicio 4A.5.2 - Cardioide: simetria e intersecciones con la recta a 90 grados

Adaptado de: 1er final 2014-1, tipo A, problema 1.

Seala curva C; : r = 2(1 — cos6). a) Determine si C; es simétrica respecto al eje polar. b)

Determine el nimero de intersecciones de C; con larecta a 90° y obtenga unas coordenadas

polares de esos puntos. c) Bosqueje la grafica de C;.

Resolucion.

1. a) Prueba 1 (0 - —0):r = 2(1 - COS(—H)) = 2(1 — cos0). No cambia: es simétrica
respecto al eje polar.

2. b) Sustitucion: 0 = 90° : r = 2(1—0) = 2; 6 = 270° : r = 2. Puntos (2,90%) y (2,270°),
distintos.

3. b)Polo:r =0 < cosf =1 < 6 =0".Elpolo es un tercer punto. Como r > 0
siempre, no hay mas.

4. c¢) Nombre y tabla: r = a — bcos6 con a = b = 2: cardioide. 6 = 0°,60°,90°,120°, 180°
danr =0,1,2,3,4. La punta esté en el polo y el punto més alejado es (4, 180°); la mitad
de abajo es el reflejo de la de arriba.

88

Unidad 4 - Parte A - Curvas polares

= r = asen0: circunferencia por el polo de centro (0, g) y radio % (x? +y% = ay).
Con a < 0 el centro queda del otro lado: r = —6cos0 tiene centro (—3,0). Las dos
circunferencias se recorren completas con 0° < 6 < 180°.

(3,09

eje polar

r =3cosf

4A.1.2 Cardioides y caracoles

r=azxbcosfyr=azxbsend, cona,b>0,son caracoles (limazones):

= a = b: cardioide, con punta (ctspide) en el polo. r = a(1 + cos 0) tiene la punta hacia la
izquierda y su punto mas alejado es (2a,0°) (figura del ejemplo 4A.4).

= a < b: caracol con lazo interior; pasa por el polo cuando cos6 = TL% (osenf = TL% .

= a > b: caracol sin lazo, que no pasa por el polo.

Con cos 0 son simétricos respecto al eje polar; con sen 8, respecto a la recta a 90°. El signo
+ decide hacia qué lado se abren: r = a + bsen 6 se alarga hacia arriba (r = a + b en 90°).

4A.1.3 Rosas

r=asennfyr = acosnf (n> 2 entero) son rosas de pétalos de longitud |al:

= nimpar: n pétalos, y la curva se recorre completa con 0° < 6 < 180°;

= n par: 2n pétalos, con 0° < 6 < 360°.

Los pétalos estan separados por angulos iguales. Con cos nfl un pétalo esta centrado en
el eje polar (6 = 0°); con senn#, el primero esta centrado en 6 = 2 Los extremos de

los pétalos son las soluciones de | sennf| = 1 (o | cosnf| = 1) y la curva pasa por el polo
donde sennf = 0 (o cosnf = 0).
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(~2,270°)

(2,180%) (2,07)

eje polar

(~2,90°)

4A.1.4 Lemniscatas

r? =a?cos20,r? = —a®cos20yrt = a

en el polo, de longitud |al.

% sen 20 son lemniscatas: dos lazos que se tocan

= Solo existen para los § que hacen el lado derecho > 0: 2 = a? cos 26 para —45° < 0 < 45°
y 135° < @ < 225° (lazos sobre el eje polar); r> = —a? cos 20, para 45° < 0 < 135° y
225° < 0 < 315° (lazos sobre la recta a 90°); r2 = a® sen 20, en los cuadrantes I y III
(lazos sobre la recta a 45°).

= Cada 0 vélido da dos valores, r = *|al,/": un punto en cada lazo.

= Como r aparece al cuadrado, las tres son simétricas respecto al polo.

4A.1.5 Cénicas en forma polar

Una cénica con un foco en el polo y excentricidad e tiene ecuacién

_ ep o ep

r=——— r=———
1+ecosf 1+tesenf’

donde p > 0 es la distancia del foco a la directriz: x = p con +cos, x = —p con — cos,
y = pcon +sen, y = —p con —sen. Es elipse si e < 1, parabola si e = 1 e hipérbola si

@), se divide entre c.

Con cos 0 el eje focal es el eje polar y los vértices salen de § = 0° y 6 = 180°; con sen el
eje focal es la recta a 90° y los vértices salen de 8 = 90° y 8 = 270°. En una hipérbola uno
de los dos valores de r es negativo: ese vértice estd en la rama que no contiene al foco.

e > 1. Si el denominador no empieza con 1 (r =

4A.1.6 Simetria de una curva

Una curva es simétrica respecto a un eje o al polo si el simétrico de cada uno de sus puntos
también esta en ella. Las pruebas usuales son sustituciones en la ecuacién:

Simetria respecto a Prueba 1 Prueba 2

eje polar 0— -0 r——r,0—180° -0
recta a 90° 60— 180° -0 r——-r,0—> -0
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8. ¢) Donde existe: —9¢c0s20 >0 < c0s20 <0 < 90° < 20 < 270°, es decir,
45° <60 < 135° (y, sumando 180°, 225° < 6 < 315°).
9. ¢) Puntos:

0=90": r®=—-9cos180° =9, r==3;

0=60": r’=—9cos120° :% r:i%.

)

Puntos: (3,90°), (=3,90°) = (3,270°) y (S\Tﬁ 60°>. En 0 = 45°, r = 0: los lazos se

tocan en el polo.

3,90°)

o3

()

eje polar

3,270%)

Resultado: a) cardioide, (4,0°), (2, 90°%), (2,270°); b) rosa de 3 pétalos, (4, 30°), (4, 150°),
(4,270°); ¢) lemniscata, (3,90°%), (3, 270°), (%E 60° ).
4A.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4A.5.1 - Rosa de tres pétalos: recta a 90 grados y simetria

Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 1.

Sea la curva de ecuacién polar r = 2 sen 36. a) Obtenga las coordenadas de sus puntos
de interseccion con la recta a 90°. b) Determine si es simétrica respecto al eje polar. c)
Bosqueje su grafica.

Resolucién.

1. a) Sustitucioén:

60=90": r=2sen270° = —2; 6 =270°: r =2sen810° = 2sen90° = 2.
(—2,90%) y (2,270°) son el mismo punto, (0, —2) en cartesianas.

2. a) Polo: r = 0 cuando sen 36 = 0, por ejemplo en 6 = 0°. El polo estd en la curva y en
la recta a 90°.

3. b) Prueba 1 (6 - —0): r = 2sen(—30) = —2 sen 30. Cambia.

4. b)Prueba 2 (r —» —r,0 — 180°—0): —r = 2 sen(540° —30) = 2 sen(180°—36) = 2 sen 30,
es decir, r = —2 sen 36. Cambia. Las pruebas no deciden.
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3. a) Bosquejo: con 0 = 60°,r = 3. La curva sale de (4,0°), sube por (3,60°) y (2, 90°),
llega al polo en 180° y la mitad de abajo es el reflejo.

(3,60°)
(2,90%)

(4,09
(0,180%) eje polar

(2,270%)

4. b) Nombre: r = asennf con n = 3 impar: rosa de 3 pétalos de longitud 4.
5. b) Puntos: los extremos de los pétalos, donde | sen 36| = 1:
0=30": r=4sen90° = 4; 0 =150°: r =4sen450° = 4;
0=90": r=4sen270° = —4.
El tercero es (—4,90°) = (4, 270°). Puntos: (4,30°), (4, 150°), (4,270°).
6. b) Bosquejo: la curva pasa por el polo en 0°, 60°, 120° y 180° (sen 36 = 0); entre

ellos traza un pétalo. Los pétalos estan centrados en 30°, 150° y 270°, separados
120°.

(4,150°) (4,30°)

eje polar

(4,270%)

2:

7. ¢) Nombre: r? = —9 cos 26, de la forma r? = —a® cos 26 con a = 3: lemniscata

con los lazos sobre la recta a 90°.

86

Unidad 4 - Parte A - Curvas polares

Simetria respecto a Prueba 1 Prueba 2

polo r— —r 0 — 6+ 180°

Si alguna de las dos pruebas deja la ecuacion igual (o equivalente), la curva es simétrica.
Las pruebas son suficientes, no necesarias: si las dos fallan, todavia no se sabe. Para
concluir que no es simétrica se da un contraejemplo: un punto de la curva cuyo simétrico
no la cumple con ninguna de sus representaciones; o se pasa a cartesianas, donde la prueba
si es definitiva (y — —y para el eje polar, x — —x para la recta a 90°, las dos para el polo).
Si una curva tiene dos de las tres simetrias, tiene la tercera.

4A.1.7 Interseccion de dos curvas polares

Como un punto tiene muchas representaciones, resolver el sistema r = f(0), r = g(6) no
basta:

= se resuelve f(0) = g(0);
= se resuelve también con la otra representacion de la segunda curva, f(0) = —g(6+180°);
= el polo se revisa aparte: esta en las dos curvas si cada una tiene r = 0 para algiin 0,

aunque sean angulos distintos.

Por ejemplo, r = 1+ cos@ y r = 3cosf: de 1 + cos@ = 3cos0 sale cosf = % es decir,

(%, 60") y (%, 300°); la segunda ecuacion, 1 + cos 6 = —3 cos(f + 180°), es la misma que la
primera porque —3 cos(0 + 180°) = 3 cos 6: no da puntos nuevos. Ademas, la primera pasa
por el polo en 180° y la segunda en 90°: el polo es el tercer punto de interseccion.

4A.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«el simétrico de E respecto al polo», representaciones y 4A3.1
«unas coordenadas polares de» un punto  simétricos

«obtener una ecuacion cartesiana» conversion 4A.3.2
«identificar», «dar el nombre» catalogo 4A.3.3
«determinar si es simétrica respecto al eje  pruebas o contracjemplo  4A.3.4
polar, al polo o a la recta a 90°»

«intersecciones con el eje polar» o «conla  sustitucién y polo 4A35
recta a 90°», «nimero de intersecciones»

«coordenadas de tres puntos», «puntos tabla, méaximo de |r| 4A.3.6
mas alejados del polo»

«bosquejar su grafica» bosquejo 4A.3.7
r= cid];eng o con cos 0; «vértices», «area  cdnica en polares 4A.3.8
del triangulo»

dos curvas y «sus puntos de interseccion»  interseccion de curvas 4A.3.9
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4A.3 Procedimientos

4A.3.1 Representaciones de un punto y puntos simétricos

1. Escribe el punto con la pareja dada; si viene de una curva, calcula r con su 6.

2. Aplica la regla de la seccién 2.1.3 segun el eje o el polo.

3. Si se pide «unas coordenadas», da una pareja; si conviene, da también la equivalente
conr>0y0° <60 <360°.

4A.3.2 De polar a cartesiana

1. Si hay cosf o sen@ solos, multiplica la ecuacién por r; si hay un cociente, quita el
denominador.

2. Sustituye rcosf = x, rsend = y, r? = x? + 2.

3. Si queda r sola, aislala y eleva al cuadrado: r = E = x? + y? = E2.

4. Completa cuadrados para identificar la conica (circunferencia, hipérbola...). Revisa si
el polo pertenece a la curva original.

4A.3.3 Identificar la curva

1. r = acos, r = asenf: circunferencia por el polo.

. r=a=xbcos8 o con sen@: cardioide si a = b; caracol con lazo si a < b; sin lazo sia > b.

2

3. r=asennf, r = acosnf: rosa de n pétalos (n impar) o 2n (n par).

4. r? = +a®cos 20, r> = +a® sen 20: lemniscata (si aparece r’> + 9cos20 = 0, despeja
primero r?).

d

k - e
5. r = ———: divide entre ¢ y compara con ——; e = =.
1+ecosf c

c+dcosf’
4A.3.4 Simetria

1. Aplica la prueba 1 de la tabla de la seccién 4A.1.6. Si la ecuacion no cambia, la curva es
simétrica: termina.

2. Si cambia, aplica la prueba 2. Si no cambia, es simétrica: termina.

3. Silas dos fallan, escribe que las pruebas no deciden. Toma un punto notable de la curva
(el extremo de un pétalo, el punto mas alejado), calcula su simétrico y comprueba que

ninguna representacion, (r’,0” + 360°k) ni (—r’,0” + 180° + 360°k), cumple la ecuacion.

Entonces no es simétrica.

4A.3.5 Intersecciones con el eje polar y la recta a 90 grados

1. Eje polar: sustituye § = 0° y § = 180°. Recta a 90°: sustituye 8 = 90° y 8 = 270°.

2. Escribe cada punto; sir < 0, da también su representacion con r > 0 y revisa si dos
resultados son el mismo punto.

3. Polo: resuelve r = 0. Si tiene solucidn, el polo esta en la curva y en las dos rectas.

4. Sila curva tiene puntos con r < 0 (lazos), comprueba en cartesianas: y = 0 (eje polar)
0 x = 0 (recta a 90°) en la ecuacidn cartesiana da todas las intersecciones.

4A.3.6 Tabla de valores y puntos mas alejados del polo

1. Evalta r en angulos notables (0°, 30°, 45°, 60°, 90°, ...); en rosas y lemniscatas, en los
que hacen notable a nf o a 26.
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. Puntos mas alejados: maximiza |r| (o 2): ocurre donde el seno o el coseno vale +1.

Escribe todos los 6 en [0°,360°) y los puntos que dan.

. Para «tres puntos», escoge puntos notables: extremos de pétalos o lazos, intersecciones

con los ejes.

4A.3.7 Bosquejo

1.

5.

Dibuja una rejilla polar ligera: circunferencias y rayos cada 30° o 45°.

2. Marca los puntos de la tabla, las intersecciones con los ejes y el polo si pertenece.
3.
4. Une los puntos en el orden en que crece 6; con r < 0, el punto va en la direccién

Usa las simetrias para dibujar solo una parte y reflejarla.

0+ 180°.
Escribe el nombre de la curva y las coordenadas de los puntos marcados.

4A.3.8 Conica en forma polar

1.

2

4.

Escribe la ecuacion con denominador 1 + e cos 8 (o sen6) y lee e: identifica la conica.

. Vértices: evalia r en los dos angulos del eje focal y convierte a cartesianas (uno puede

salir con r < 0).

. Cartesiana: r(1 + esenf) = ep = r = ep F ey = x° + y* = (ep ¥ ey)?; completa

cuadrados y lee centro y semiejes. Comprueba que los vértices coinciden.
Para areas y distancias, trabaja con los puntos en cartesianas.

4A.3.9 Interseccion de dos curvas polares

1.
2.

Iguala las r y resuelve para 0 en [0°,360°).
Iguala la primera con la otra representacion de la segunda, f(0) = —g(0 + 180°), y
descarta los puntos repetidos.

. Revisa el polo por separado (r = 0 en cada curva).
. Si hay duda, resuelve el sistema en cartesianas.

4A.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Catalogo: cardioide, rosa y lemniscata

Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 1.

Para cada una de las curvas siguientes, dé su nombre, las coordenadas polares de

tres de sus puntos y bosqueje su grafica indicando esos puntos: a) r = 2 + 2 cos 0; b)

r=4sen30;c)r’+9cos20 = 0.

Resolucion.

1. a) Nombre: esr = a+ bcos cona = b = 2: cardioide. Con § — —0 no cambia:
simétrica respecto al eje polar.

2. a) Puntos:

0=0":r=4;, 0=90°:r=2; 0=180":r=0; 6=270":r=2.

Tres puntos: (4,0°), (2,90°), (2,270°); ademés pasa por el polo, (0,180°), donde
tiene la punta.
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3. a) Paramétricas:

x =2+ 3scosb, y=—4+5s(6+3send), z=-1+3s; 0e0,2n), seR.
4. Eliminaciéon de s: 3s = z + 1.
5. Eliminacién de 6:
3scosf =x—2 = cos@zx_z,
z+1
y—2z+2
3ssenf=y+4—6s=y+4—2(z+1) =>sen9:T.
z

6. b) Ecuacién cartesiana: con cos? 0 + sen?§ = 1,
(x — 2)? +(y—22+2)z =(z+1)>%

7. Comprobacion: con z = 2 queda (x—2)%+(y—2)? = 9; el vértice da 0+(—4+2+2)% = 0.
Resultado: x = 2+3scosf, y = —4+s5(6+3senf), z = —1 +3s; (x — 2)* + (y — 2z + 2)?
(z+1)%

Ejercicio 4C.5.2 - Cono que contiene a una elipse en z = 6
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 8.

Sea el cono C con vértice V(0, 2, 0) que contiene a la curva 9x2 + 4(y - 22-36=0,z=6.
Obtenga una ecuacién vectorial y una ecuacion cartesiana que definan a C.

Resolucién.

2 _9)2 N
1. Directriz: dividiendo entre 36, XI + % =1:q(0) = (2cos0, 2+ 3senb, 6).

2. Direccién: §(0) — v = (2cos 0, 3send, 6).
3. Ecuacién vectorial: p(0,s) = (0,2,0) + s(2cos 6, 3send, 6),0 € [0,271), s €R.
-2 2(y—2
4. Eliminacién: z = 6s = s = Z; cosf = X _ 3_x; send = Y=< _ M
6 2s 3s z

g . ox? 4y —2)?
5. Ecuac10n cartesiana: i + M
Z2 Zz

=1, es decir

9x? + 4(y — 2)% = 2%
Es un cono eliptico con vértice (0, 2,0) y eje paralelo al eje z (tres cuadrados con signos

mixtos igualados a cero).
Resultado: p(8,s) = (0,2,0) + s(2 cos 8, 3sen b, 6); 9x* + 4(y — 2)? = 22,

Ejercicio 4C.5.3 - Cilindro con directriz eliptica y generatrices oblicuas

Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 6.

Sea S la superficie cilindrica formada por rectas paralelas al vector # = 3i + 2k y que
contiene a la curva H : 9x% + 4y2 —36 =0, z = 3. Obtenga: a) una ecuacion vectorial de
S; b) unas ecuaciones paramétricas de S; c) una ecuacion cartesiana de S.

Resolucion.

2 2
1. Directriz: XT + % =1lenz=3:q() = (2cosh, 3senb, 3).
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4B.1.2 Curva en un plano paralelo a uno coordenado; ecuaciones cartesianas

Si una de las coordenadas es constante, por ejemplo z(t) = 3 para todo ¢, la curva esta en
el plano z = 3, paralelo al plano coordenado XY. Lo mismo con x = k (paralelo al plano
YZ) o y = k (paralelo al plano XZ).

Una curva en el espacio se describe en forma cartesiana con dos ecuaciones (dos superfi-
cies que se cortan en ella). Para una curva plana son la ecuacién del plano y la de la curva
dentro de él:
+2? x-1)°
C: 4 9
z=3

=1

La primera ecuacion, sola, seria una superficie (un cilindro); la segunda la recorta al
plano. Por eso el examen pide «unas ecuaciones cartesianas» o «una pareja de ecuaciones
cartesianas»: siempre son dos.

4B.1.3 Identidades para eliminar el parametro

Para obtener las ecuaciones cartesianas se elimina el parametro. Con funciones trigono-
métricas se despejan sent, cost, tant... y se usa una identidad:

sen’t + cos’t = 1, sec’t —tan?t = 1, csc?t —cot?t = 1,

1
csct = ——

C082t=1—2561’12t:2C052t—1, .
sent

sen 2t = 2sent cost,

Si aparece cost + sent y cost — sent, se usa (cost + sent)? + (cost — sent)? = 2. Si el
parametro aparece sin funciones trigonométricas (x = 2t, z = %) se despeja t de una
ecuacion y se sustituye en las otras.

4B.1.4 Cénicas en forma paramétrica

En un plano con coordenadas (u, v) (dos de x, y, z; la tercera es constante), con centro o
vértice (h, k):

Coénica Paramétricas Cartesiana
Circunferencia u=h+rcost,v=k+rsent w—h?+w-k?=r
: _ _ (u=h)*  (v=k? _
Elipse u=h+acost,v=k+bsent ot =1
Hipé _ _ (u=h)* _ =k _
ipérbola u=h+asect,v=k+btant = =1
2
Parabola u:h+t,v:k+i—p w-hP=4p(v-k)

En la elipse y la circunferencia, t € [0, 2) recorre la curva una vez. En la hipérbola,
te (—% %) dalaramaconu > h+a(sect >0)yt e (7r 3—”) la otra. El eje focal de la

2072
hipérbola es el de la variable que lleva sec.
Elementos que se piden al identificar: centro (o vértice en la parabola), plano que la
2 2=a’+b?enla

contiene, semiejes a y b, vértices, focos (con ¢* = a®—blenla elipse, ¢
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hipérbola, p en la parabola), asintotas de la hipérbola y directriz de la parabola. Todos
son puntos o rectas del espacio: llevan la tercera coordenada constante.

4B.1.5 Intervalo paramétrico

Elintervalo paramétrico es el conjunto de valores del parametro para los que la ecuacién
vectorial esta definida: el dominio comiin de las tres funciones x(¢), y(t), z(t). Si el enunciado
da un intervalo (6 > 0, —% <t < %) es ese. Las restricciones vienen de:

. o1 . . 1.
= raices de indice par: \/u exige u > 0; en un denominador, T; exigeu > 0;

» cocientes: denominador # 0; % excluye t = 0;
= trigonométricas: tant y sect excluyen t = % + ko; cott y csct excluyen t = k.

Con funciones periddicas basta dar un periodo que recorra la curva una vez (por ejemplo
[0, 27) sin los puntos excluidos), o todos los reales sin los puntos excluidos.

4B.1.6 Extension: intervalos de variacion

La extension de la curva son los intervalos de variacién de x, y y z: el conjunto de valores
que toma cada funcién en el intervalo paramétrico (su recorrido). Es lo que el examen
llama «el conjunto de valores que pueden tomar las coordenadas».

La extension puede recortar la conica: las ecuaciones cartesianas describen la conica
completa, pero las paramétricas solo recorren una parte. Casos tipicos:

» y =2co0s20, x = 4senb: la cartesiana es una parabola completa, pero x| < 4y y > —2;
solo se recorre un arco (figura del ejercicio 4B.5.1);

" y:a—bsenzt: como 0 < sen’t<1,yvadea—baag
= raices: y = 2sent,z = 2cost cont € f—% %] da z > 0: media circunferencia;

—_ = 3+ 4sen0 no existe donde sen = 0, asi que ala

= puntos excluidos: z = 3 +
cscl

elipse le faltan dos puntos.

4B.2 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«ecuacién vectorial» p = (...) y reescribir componente 4B.3.1

«unas ecuaciones paramétricas»,  por componente

o al revés

«ecuaciones cartesianas», «una eliminar el pardmetro, 4B.3.2

pareja de ecuaciones», nombre y elementos

«identificarla»

sec y tan; csc; cos 20; cos = senf  la identidad que 4B.3.2
corresponde

«intervalo paramétrico» dominio comun de las 4B.3.3
funciones

«intervalos de variacion», recorrido de cada funciéon  4B.3.4

«conjunto de valores de x, y, z»
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= Vértice (—2,3,—1); eje la recta x = —2, y = 3, paralela al eje z; abre hacia z
positivo.
= Trazas: z = k > —1, circunferencias de centro (2,3, k) y radio vk + 1; plano
x = —2, parébola (y — 3)2 = z + 1; plano y = 3, parabola (x + 2)? = z + 1.
= Intervalos: el primer miembro es > 0, asique z+ 1 > 0: z € [-1,0); x R,
yeR
2. b) Tipo: tres cuadrados con el mismo coeficiente, todos positivos, igualados a una
constante positiva: se cumple la forma de la esfera.
= Centro (1,2, -3), radio 2. Simétrica respecto a cualquier plano que pase por el
centro.
» Trazas: con el plano z = —3, la circunferencia (x — 1)? + (y — 2)? = 4;con x = 1
y ¥ = 2, circunferencias de radio 2.
» Intervalos: x € [1-2,1+2] =[-1,3], y € [0,4], z € [-5,—1].
3. ¢) Forma ordinaria: multiplicando por —1,

(y —5)° _(x—3)2 _(z+2)2 B
4 9 9

1.

= Tipo: tres cuadrados, uno positivo y dos negativos, igualados a 1: se cumple la
forma del hiperboloide de dos hojas; no se cumple la de una hoja (habria dos
positivos). Denominadores de x y z iguales: es de revolucion.

= Centro (3,5, —2); eje larecta x = 3, z = —2, paralela al eje y; vértices (3,3, -2)

y (3,7,-2).
_5)2 _3y2
= Trazas: plano z = —2, hipérbola @ - % = 1; plano x = 3, hipérbola
G-5°%  (z+2)® _ 1: ol _ - ol _ . f .
“5 — 5 = Lplano y = 5, ningin punto; plano y = 9, circunferencia

(x=32+(z+2)?%=27.
(=3 | (z+2)° _ =5°
9 T 4

= Intervalos:
x€R, zeR
Resultado: a) paraboloide circular, vértice (—2,3,—1), eje paralelo a z, x,y € R,
z > —1; b) esfera de centro (1,2, —3) y radio 2, x € [-1,3], y € [0,4], z € [-5,—1]; ¢)
hiperboloide de dos hojas de revolucidn, centro (3,5, —2), eje paralelo a y, x,z € R,
y € (—00,3] U [7, ).

—120=|y—5|>2:y € (—00,3]U[7,00);

4C.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4C.5.1 - Cono con directriz circular en z = 2
Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 5.
Sea el cono S con vértice en V(2, -4, —1) y cuya interseccion con el plano z = 2 es la curva

de ecuacion (x — 2)% + (y — 2)? = 9. Obtenga para S: a) unas ecuaciones paramétricas; b)
una ecuacion cartesiana.

Resolucion.

1. Directriz: circunferencia de centro (2, 2, 2) y radio 3: () = (2+3 cos 6, 2+3sen, 2).
2. Direccion: g(0) — v = (3cos0, 6 +3senb, 3).
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2. Direccién de la generatriz: G(0) — v = (=1 +2cos0, 3+ 3sen0, —6).
3. a) Ecuacion vectorial:

S: p(@,s)=(0,0,6)+s(—1+2cosf, 3+3send, —6), 6¢€[0,27), sER.

4. Paramétricas: x = s(—1+ 2cosf), y =s(3 + 3senb), z = 6 — 6s.
5. Eliminacion de s: de la tercera, s = 6 g Z.

6. Eliminacién de 0: de las dos primeras,

cost = (1) t6-z
2 \s

206—-2)
1/(Y 6y—18+3z 2y+z—6
sen@z—(——?}): = .
s 3(6 —z) 6—2z
7. Identidad: cos® 0 + sen?0 = 1:
(6x — z + 6)* (2y+z—6)2_
4(6 — z)? 6-2?2

8. b) Ecuacién cartesiana: multiplicando por 4(6 — z)?,
(6x —z+6)2 +4(2y +z—6)? = 4(z — 6),

que desarrollada es 36x% + 16y? + 22 — 12xz + 16yz + 72x — 96y — 12z + 36 = 0.
9. Comprobacién: V(0,0,6): 0+4-0 = 0, se cumple. Con z = 0: (6x+6)?+4(2y—6)? =
144, es decir 36(x + 1)? + 16(y — 3)? = 144, que es la directriz.
Resultado: 5(0,s) = (0,0,6) +s(—1+ 2cosf, 3+ 3senh, —6); (6x — z + 6)* + 4(2y +
z—6)% = 4(z — 6)2.

Ejemplo resuelto - Identificacion con intervalos de variacion
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 6.

Para cada una de las siguientes ecuaciones cartesianas, identifique el lugar geométrico
que representan, indicando los intervalos de variacion para x, y, z:

a)x?+y? +4x— 6y —z+12=0; b)(x— 12+ (y -2+ (z+3)% =4

—3)? —5)? +2)?
NCE O N
9 4 9
Resolucion.
1. a) Completar cuadrados: (x? + 4x + 4) + (> =6y +9)—z+12—-4—-9 =0, es
decir

(x+22+(@y-3)P=z+1

» Tipo: dos cuadrados del mismo signo igualados a una variable lineal: se cumple
la forma del paraboloide eliptico; los denominadores son iguales, asi que es
paraboloide circular (de revolucion).
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«bosquejar la grafica de C», «enel  dibujo en su plano, con 4B.3.5

plano z = 3» ejes 3D

la curva dada con dos ecuaciones  paramétricas y vectorial 4B.3.6

cartesianas, o una conica con

«centro» y «semiejes»

4B.3 Procedimientos

4B.3.1 Paramétricas y ecuacion vectorial

1.

De vectorial a paramétricas: cada componente de p es una ecuacién: p = (1 +
3tanf, —2 + 2secl, 3)dax =1+3tanf, y = -2 + 2sec, z = 3.

. De paramétricas a vectorial: p(t) = (x(t), (), z(t)), o separando punto fijo y térmi-

nos con el parametro: p = (~2,1,5) + 3costi+ 4 sent k.

. Simplifica lo que se pueda antes de seguir: % = 4senf, — = secf. Anota el

1
. i R X cO cos@
intervalo del pardmetro junto a las ecuaciones.

4B.3.2 Ecuaciones cartesianas e identificacion

1.
2.
3.

Plano: la coordenada constante da la primera ecuacién (z = 3).

Despeje: de las otras dos, aisla la funcién trigonométrica: tan 6 = 1 sec = yT+2
Identidad: sustituye en la identidad de la seccién 4B.1.3. Con cos 26, escribelo como
1 — 2 sen® 0 si la otra ecuacién trae sen 6, o como 2 cos® — 1 si trae cos 0.

. Forma ordinaria: ordena la ecuacion como en la tabla de la seccién 4B.1.4 (completa

cuadrados si la curva viene en forma general).

. Identificacién: nombre de la conica y elementos: plano, centro o vértice, eje focal

(paralelo a qué eje), semiejes, vértices, focos; asintotas o directriz si aplica. Con la
tercera coordenada en cada punto.

. Recorte: si la extension (4B.3.4) no cubre toda la cénica, dilo: «arco de parabola»,

«semicircunferencia», «elipse sin los puntos ...».

4B.3.3 Intervalo paramétrico

1.
2.

Si el enunciado da el intervalo, ese es; pasa al paso 4.
Para cada componente, escribe su condicion: radicando > 0 (o > 0 si la raiz esta en un
denominador), denominador # 0, puntos excluidos de tan, sec, csc, cot.

. Intersecta las condiciones: t > —4y =5 <t < 5 dan (-4, 5].
. Escribelo con intervalos. Si es peridédico, da también un periodo que recorra la curva

una vez.

4B.3.4 Extension (intervalos de variacion)

1.
2.

Para cada coordenada, calcula el recorrido de su funcién en el intervalo paramétrico.
Trigonométricas: parte de —1 < sent < 1 (o del intervalo de sent en el intervalo
dado), 0 < sen®t < 1, |sect| > 1, tant € R, y aplica las operaciones de la componente
(multiplicar por un negativo invierte la desigualdad).
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3. Raices y cocientes: si la funcidn es creciente o decreciente, evalta en los extremos del
intervalo y toma el limite en los extremos excluidos (x — oo cuando el denominador

tiende a 0).
4. La coordenada constante tiene un solo valor: z = 3.
5. Compara con la cénica completa: si la extension es menor, la curva es solo un arco.

4B.3.5 Bosquejo en su plano
1. Traza los ejes x, y, z en perspectiva (x oblicuo hacia el frente).

2. Dibuja el plano de la curva (un paralelogramo) y una linea guia desde el centro o el

vértice hasta el plano coordenado.

3. Marca el centro (o vértice), los vértices y, si aplica, las asintotas de la hipérbola, con

sus coordenadas completas.
4. Traza la curva solo en la extension obtenida; los puntos excluidos, vacios.

4B.3.6 De cartesianas a paramétricas

1. Lleva la ecuacién de la curva a la forma ordinaria (completa cuadrados).

2. Usa la tabla de la seccién 4B.1.4: en la elipse, u —h = acost yv—k = bsent; enla
parébola (u — h)? = 4p(v — k), toma u — h proporcional a t de modo que v quede sin

fracciones (y —1 =2t en (y —1)> = 4(z — 2) da z = 2 + 1?).

3. Sila cénica se da por sus elementos (centro, semiejes y a qué eje son paralelos), el

semieje paralelo a un eje multiplica a cost o sent en esa coordenada.

4. La coordenada constante es la tercera ecuacion. Escribe la ecuacion vectorial con 4B.3.1

y comprueba sustituyendo en la cartesiana.

4B.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Hipérbola con tangente y secante

Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 4.

Seala curva C representada por la ecuacion vectorial p = (1+3 tan 0, —2+2sec 6, 3). a)

Obtenga el intervalo paramétrico. b) Determine una pareja de ecuaciones cartesianas

de C e identifiquela. c¢) Bosqueje C.

Resolucion.

1. a) tan 0y sec 0 existen para cos§ # 0; z = 3 no restringe. El intervalo paramétrico
esOER, 0 = % + kr (k entero); para recorrer la curva una vez basta 0 € [0, 27)

P S 4
s E y =
2. b) Paramétricas: x = 1 +3tanf, y = —2 + 2sec, z = 3.
- +2
3. Despeje: tan6 = x_l secl = yT

4. Identidad sec®0 — tan® 0 = 1:

(y+2)2 B (x — 1)
C: 4 9
z=3

=1

5. Identificacidén: hipérbola en el plano z = 3, con centro C(1,-2,3) y eje focal
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3.
4.

para eliminar es sec’0 —tan?60 = 1. Con 0 € (—% %) U (% 37”) se obtienen las dos
ramas.

2
Parabola: Y2 = 4pX se parametriza conY = 0, X = f—.

El valor de la tercera coordenada es el del plano de la directriz (z = 0, z = 3, x = 0).

4C.3.4 Identificacion de una cuadrica

1.
2.
3.

6.

Ordena: pasa todo al primer miembro y agrupa por variable.

Completa cuadrados en cada variable que aparece al cuadrado con término lineal.
Forma ordinaria: deja los cuadrados a la izquierda y la constante (o la variable lineal)
a la derecha; divide para que la constante sea 1 (o 0).

. Caso por caso con la tabla 4C.1.6: cuenta cuadrados y signos, revisa si la constante

es 1, 0 0 —1 y si hay variable lineal; escribe cual forma se cumple y, si hay duda, cual no
se cumple.

. Caracteristicas: centro o vértice (los valores que anulan cada paréntesis), eje (recta

paralela al de la variable distinguida), semiejes (raices de los denominadores), trazas
con los planos por el centro (sustituye la variable del plano y nombra la cénica que
queda).

Extension, si la piden (4C.3.5), y simetrias.

4C.3.5 Intervalos de variacion (extension)

1.

Parte de la forma ordinaria. Para la variable z, despeja de modo que los otros cuadrados
Ge=h? | k) _ )
22 + - =2 — L

queden solos: por ejemplo,

C
. El primer miembro es > 0 y toma todos los valores no negativos: exige que el segundo

miembro sea > 0 y resuelve.

. Elipsoide y esfera: cada variable est en [h — a, h + a], etc. Hiperboloide de dos hojas:

la variable del eje cumple |z — I| > ¢; las otras, todos los reales. Paraboloide eliptico:
la variable lineal queda de un solo lado del vértice. Hiperboloide de una hoja, cono y
paraboloide hiperbdlico: todos los reales.

. Escribe el resultado con intervalos: z € (—o0, —1] U [1, ).

4C.4 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Cono con vértice en el eje z y directriz eliptica

Adaptado de: ler final 2014-1, tipo A, problema 5.
Sea el cono S con vértice en V(0, 0, 6) y cuya interseccion con el plano XY es la curva

(x+1)2+(y—3)2_
D: 4 9 B
z=0.

1

Obtenga para S: a) una ecuacidn vectorial; b) una ecuacion cartesiana.
Resolucion.
1. Directriz: es una elipse de centro (—1,3,0), semieje 2 en x y 3 en y:

q(6) = (—1+ 2cosh, 3+3send, 0), 6 ¢<]0,2r).
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«identificar la superficie nombre y 4C3.4
representada por...» (varias caracteristicas
ecuaciones)
«intervalos de variacion», extension 4C.3.5
«conjunto de valores de z»
«trazas con los planos XZ y YZ»,  coénicas de corte 4C.3.4, paso 5
«curva interseccién con el plano
z=k»
4C.3 Procedimientos
4C.3.1 Cono por el método de las generatrices

12 AY)
1. Parametriza la directriz g(0). Si es la elipse (xa—zh) + % =1lenelplanoz =1I:

4(0) = (h+acosh, k+bsenb, I). Si viene como 9x? + 4(y — 2)* = 36, divide primero
entre 36.
. Direccién de la generatriz: §(0) — v, del vértice al punto de la directriz.
. Ecuacién vectorial: p(0,s) = v + s(g(6) — ¥), con 6 € [0, 27), s € R.
. Paramétricas: las tres componentes de la anterior.
. Eliminacion de s: la componente que corresponde al plano de la directriz es lineal en
s (por ejemplo z = 6 — 65s); despeja s.
6. Eliminacion de 0: de las otras dos componentes despeja cos@ y sen@ (aparecen
divididos entre s) y sustituye en cos? 6 + sen® 6 = 1.
7. Simplifica: multiplica por el denominador comun; deja la ecuacién como una igualdad
de cuadrados.
8. Comprueba con dos cosas: el vértice satisface la ecuacion, y al hacer z = [ se recupera
la directriz.

(S SO V]

4C.3.2 Cilindro por el método de las generatrices

. Parametriza la directriz (0) como en 4C.3.1.

. Ecuacién vectorial: p(0, s) = g(0) + s, con i el vector de las generatrices.

. Paramétricas: sus tres componentes.

. Eliminacién de s: en la componente del plano de la directriz (z = 3 + 2s) despeja s.
. Eliminacion de 0: despeja cos 0 y sen 6 (o sec y tan 6) y usa la identidad.

. Comprueba: con s = 0 (es decir, en el plano de la directriz) se recupera la directriz.

QN U R W N =

Observacion. Si las generatrices son perpendiculares al plano de la directriz, o si el
enunciado describe «circunferencias en planos paralelos con centro en una recta», el
cilindro es recto: la vectorial es p = G(f) + s igual, y la cartesiana es la ecuacion de la
directriz sin la variable de u.

4C.3.3 Parametrizar la directriz
x?, @2

1. Elipse o circunferencia: lleva ala forma == + =~ = 1yusa X = acos0,Y = bsen0.

2 2
2. Hipérbola: % - };—2

= 1 se parametriza con Y = asecf, X = btan, y la identidad
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paralelo al eje y (el término positivo es el de y);a = 2,b =3,¢ =4+ 9 = \/13.
= vértices V(1,-2 = 2,3): V1(1,0,3) y V5(1,—4,3);
» focos F(l, -2+ \/ﬁ,S);

= asintotas: y +2 = i%(x —-1),z=3.
3

Con 0 € (—% E), sec > 1y y>0:ramade Vj;conf € (% >

2
de V. Se recorren las dos ramas completas.

6. ¢) Bosquejo: el plano z = 3, el centro, los vértices, las asintotas y las dos ramas.

), y < —4: rama

z

Vo(1,-4,3)

/Vl(l,o, 3)

y ,
Resultado: intervalo 8 # % +km;C: @ _ Gy

(1,—-2,3), eje focal paralelo al eje y, a = 2, b = 3, vértices (1,0,3) y (1,—4, 3), focos

(1, -2 +13,3).

= 1, z = 3: hipérbola de centro

4B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 4B.5.1 - Parabola con coseno del angulo doble
Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 5.
SealacurvaC: x = 4senf, y = 2cos20, z = 3; 0 > 0. a) Obtenga las ecuaciones

cartesianas de C y el intervalo de valores para x, y y z. b) Bosqueje la grafica de C en el
plano z = 3.

Resolucién.

1. a) Identidad: como x trae sen#, se usa cos20 = 1 — 2 sen® @ con senf = ﬁ:

2 2
y=2(1—2~’1‘—6>:2—% = x=-4y-2)

2. Cartesianas: C: x? = —4(y — 2), z = 3. Parébola de vértice V(0, 2, 3), eje paralelo al

eje y, 4p = —4, p = —1: abre hacia las y negativas, foco (0, 1, 3), directriz y = 3, z = 3.
3. Intervalos (6 > 0 contiene periodos completos): —1 < senf < 1da x € [—4,4];
—1<cos20<1daye[-22];z=3.
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4. Recorte: la parabola completa no tiene limite en x; aqui solo se recorre el arco con
|x| < 4, que va de (—4,—2,3) a (4, —2, 3) pasando por el vértice. Al crecer 6 el punto va
y viene sobre ese arco.

5. b) Bosquejo: el arco en el plano z = 3, con sus extremos.

Resultado: x> = —4(y — 2), z = 3: arco de parabola con vértice (0,2,3); x € [—4,4],
yel[-2,2],z=3.

Ejercicio 4B.5.2 - Elipse con suma y diferencia de seno y coseno

Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 4.

SealacurvaC: x = 2v2cos6+ 2v2senb, y= 343 cos@ — 3v3senb, z = 4. Determine
unas ecuaciones cartesianas de C e identifiquela.

Resolucion.

1. Despeje: 2 = cos6 +send y A cosf —sen6.
22 343

2. Identidad: al sumar los cuadrados se cancelan los productos +2 sen 6 cos 0:
(cos @ + sen0)? + (cos@ — sen6)? = 2( sen® 0 + cos? 9) =2.

3. Sustitucion: ) ,
2 2
oY o, o XY
8 27 16 54

4. Identificacion: elipse en el plano z = 4, centro C(0, 0, 4), eje mayor paralelo al eje y
(54 > 16);a = V54 = 36, b = 4, ¢ = /54 — 16 = /38. Vértices (0, +34/6, 4), extremos
del eje menor (+4, 0, 4), focos (0, +4/38, 4).
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3. Eje: la recta paralela a un eje coordenado que pasa por el centro o el vértice, por
ejemplo x = 1, y = —2 (paralela al eje z). En un paraboloide, hacia donde abre.

4. Trazas: con los planos que pasan por el centro paralelos a los coordenados (o con los
planos coordenados), nombrando la cénica de cada una; y la traza z = k (o la del eje)
en general.

5. Extensidn (intervalos de variacion de x, y, z): de la forma ordinaria, despejando cada
cuadrado y pidiendo que sea > 0.

6. Simetrias: una cuadrica con centro es simétrica respecto a su centro y a los tres planos
que pasan por él paralelos a los coordenados; un paraboloide, respecto a su eje y a los
dos planos que lo contienen.

Los examenes no exigen los seis puntos, pero el nombre solo no vale: nombre, centro
o vértice, eje y dos trazas son el minimo seguro. Si el enunciado pide «intervalos de
variacién», la extension es obligatoria.

4C.1.8 Ecuacion vectorial de una cuddrica
Las cuadricas también se escriben con dos parametros. Basta conocer estas, que salen de
las identidades sen? + cos? = 1y sec? —tan’® = 1 ( € [0, 27)):
= Elipsoide: p = (asen¢@cos0, bsengpsend, ccosg), ¢ € [0,r].
= Hiperboloide de una hoja: p = (asec¢pcosf, bsecpsend, ctang), p € (—% %)
= Hiperboloide de dos hojas: p = (atan@cosf, btangsen6, csec ).
272 .
= Paraboloide eliptico ;C—Z + % =z: p = (arcosf, brsenf, ), r>o.

x2 32 2
= Cono Ftp=Zp= (ar cos @, brsen0, cr),r € R.
Con centro (h, k,[) se suma (h, k,[). En los examenes esto solo se pide para conos y cilindros,

por generatrices.

4C.2 Como reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«cono con vértice en V» y «cuya  ecuacidn vectorial (o 4C3.1
interseccion con el plano... es la paramétricas) y

curvax, 0 «que contiene a la cartesiana

curva»

«superficie cilindrica», «cilindro ecuacién vectorial (o 4C.3.2
con eje paralelo a v», «superficie ~ paramétricas) y

reglada... rectas paralelas al cartesiana

vector»

la directriz es una hipérbola o una  parametrizar la 4C33
conica sin centro en el origen directriz

«circunferencias de radio r... con cilindro recto 4C.3.2

centro en la recta L»
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4C.1.6 Tabla de reconocimiento

2 2 2
Después de completar cuadrados y pasar todo a la forma tX—Z 1;— + f—z =1, 00-1(con

+
X = x — h, etc.), o con una variable lineal, la superficie se lee de los signos:

Forma (tras completar cuadrados) Superficie

tres cuadrados, todos +, = 1 elipsoide (esferasia =b =c)

tres cuadrados, todos +, = 0 un punto (el centro)

tres cuadrados, todos +, = —1 ningn punto (vacio)

tres cuadrados, dos + y uno —, = 1 hiperboloide de una hoja; eje: la
variable con —

tres cuadrados, uno + y dos —, = 1 hiperboloide de dos hojas; eje:

la variable con +

tres cuadrados con signos mixtos, = 0 cono; eje: la variable de signo

solitario

dos cuadrados del mismo signo = término lineal de la  paraboloide eliptico; eje: la
tercera variable lineal

dos cuadrados de signo contrario = término lineal de  paraboloide hiperbdlico
la tercera

dos cuadrados, + y +, = 1; falta la tercera variable cilindro eliptico (circular si

a=>b)

dos cuadrados, + y —, = 1; falta la tercera variable cilindro hiperbdlico

dos cuadrados, + y —, = 0; falta la tercera variable dos planos que se cortan

dos cuadrados, + y +, = 0; falta la tercera variable una recta

un cuadrado y una variable lineal cilindro parabélico

un solo cuadrado = constante (x? = c) dos planos paralelos, uno, o

vacio

Una ecuacién con signo —1 a la derecha se multiplica por —1 antes de usar la tabla:

2 2 2 2 2 2
% - yT + % =—-les L — X _Z — 1 un hiperboloide de dos hojas de eje y.

4C.1.7 Qué es «identificar» una superficie
El enunciado dice siempre que la identificacion «requiere mas informacion que el nombre».
Para cada ecuacion se escribe:

1. Nombre completo: «hiperboloide de una hoja», «paraboloide eliptico», «de revolu-
cion» si dos denominadores son iguales.

2. Centro (elipsoide, hiperboloides, esfera) o vértice (paraboloides, cono); en el parabo-
loide hiperbélico, el punto silla.
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C(0,0,4)
v, v

2 2
Resultado: C: )1(—6 + Z—‘l =1, z = 4: elipse de centro (0,0, 4), eje mayor paralelo al eje y,

a=3y6,b = 4, focos (0, £1/38,4).
Ejercicio 4B.5.3 - Intervalo paramétrico y extension con raices
Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 6.

Sea la curva C de ecuacidén vectorial

ﬁz(\/iﬁ)i+(\/ﬂ)j+<\/£ﬁ+l)f<,

Obtenga: a) unas ecuaciones paramétricas de C; b) el intervalo paramétrico; c) el conjunto
de valores que pueden tomar las coordenadas x, y y z de los puntos de la curva.

Resolucion.
1. a)x:L,y: 2512,z = 6 +1.
Vt+4 Nt+4

2. b) Condiciones: en x y z la raiz est4 en el denominador: t +4 > 0,t > —4. En y:
25 — 12 > 0, —5 < t < 5. Interseccion: t € (—4, 5].

3. ¢) x: t + 4 recorre (0,9], asi que vVt +4 € (0,3] y x = \/%74 es decreciente: x = 1 en

t =5y x — oo cuando t — —4%. Entonces x € [1, ).
4. y:en (—4,5], t? toma todos los valores de [0,25] (t = 0 da 0; ¢ = 5 da 25). Entonces
25—t2 €[0,25]y y €[0,5].

S _,. .3 ~ :
5. z:z2=2 m+1 2x+ 1;con x € [1,), z € [3,00).

Observacion. De z = 2x + 1 se ve que la curva esta en ese plano, que no es paralelo a
uno coordenado; el problema solo pide intervalos, no la identificacion.

Resultado: intervalo paramétrico (—4,5]; x € [1,0), y € [0,5], z € [3, ).
Ejercicio 4B.5.4 - Parabola en el plano x = 5: de cartesianas a paramétricas
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 5.

SealacurvaC: x =5, y>— 2y — 4z +9 = 0. a) Obtenga unas ecuaciones paramétricas
de C. b) Determine una ecuacién vectorial de C. c) Identifique a C y bosqueje su grafica.

Resolucion.
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1. Forma ordinaria: y?> — 2y + 1 = 4z — 9 + 1, es decir, (y — 1)? = 4(z — 2).
2. a) Parameétricas: con y — 1 = 2t queda 4> = 4(z — 2), z = 2 + t%

x =5, y=1+2t z=2+1% teR.

Comprobacion: (1+2)* —2(1+2t) -~ 4(2+1%)+9 = 1+4t + 41> —2— 4t —8 -4 +9 = 0.
3. b) Vectorial: p = (5, 1 +2t, 2+ %) = (5,1,2) + 2t j + t* k.
4. c) Identificacion: parabola en el plano x = 5, vértice V(5, 1, 2), eje paralelo al eje z,
4p = 4, p = 1: abre hacia las z positivas; foco F(5, 1, 3), directriz z = 1, x = 5; lado
recto 4.

Resultado: x =5,y = 1+2t,z =2+ 12 p=(G1,2)+2t]+ £ I;; parabola de vértice
(5,1,2), eje paralelo al eje z, foco (5,1, 3).

Ejercicio 4B.5.5 - Elipse dada por su centro y sus semiejes
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 3.
Determine unas ecuaciones paramétricas y una ecuacién vectorial de la elipse con centro

en C(-2,1,5), semieje menor de longitud 3 y paralelo al eje de las abscisas, y semieje
mayor de longitud 4 y paralelo al eje de las cotas.

Resoluciéon.

1. Plano: los semiejes son paralelos a x (abscisas) y a z (cotas); la elipse esta en el plano
y = 1 que pasa por el centro.
2. Paramétricas (seccion 4B.1.4): el semieje 3 multiplica en x, el 4 en z:

x = —2+ 3cost, y=1, z=5+4sent, t €10,2m).

3. Vectorial: p = (=2 +3cost, 1, 5+4sent) = (—2,1,5) + 3costi+ 4sentk.

2 Y
4. Comprobacion: @ + % =cos’t +sen?t =1, y = 1; focos ( -2,1,5% \/7)
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una parabola que abre hacia z positivo; la traza con y = 0, una parabola que abre hacia
z negativo; las trazas z = k # 0 son hipérbolas, y la traza z = 0 es un par de rectas.
Extension: todos los reales.

2 2 2
X Yy z . . . _—
Cono. = + —— — = = 0: tres cuadrados con signos mixtos igualados a cero. El vértice es
¢
el origen; el eje, el de la variable con signo solitario. Las trazas z = k # 0 son elipses, y las

trazas con x = 0 y y = 0 son pares de rectas (generatrices). Extensién: todos los reales.

Cilindros cuadricos. Falta una variable: la ecuacién es la de una cénica del plano de
2 2
las otras dos, y las generatrices son paralelas al eje de la variable que falta. % + ;:LZ =1

yZ

(cilindro eliptico), Z—ZZ -y =1 (cilindro hiperbélico), y = ax? (cilindro parabélico).

4C.1.5 Cuadricas trasladadas

Si el centro (o vértice) es (h, k, 1), en cada forma candnica se cambia x por x — h, y por

y—ky zpor z—1. El eje deja de ser un eje coordenado y pasa a ser una recta paralela a él:
2 2

en @ —(y+2)7>- % = lelejeeslarectay = —2, z = 1, paralela al eje x.

Cuando la ecuacion viene desarrollada (x? + 2y — 2x + 8y + 5z + 3 = 0), se completan
cuadrados variable por variable:

2 2
ax2+dx:a<x+i) —d—.
2a 4a

Los términos lineales de una variable que también esta al cuadrado desaparecen al com-
pletar el cuadrado; los de una variable que no esta al cuadrado se quedan y la convierten
en la variable lineal de un paraboloide (o de un cilindro parabdlico). Los examenes del
Plan 2010 no traen términos mixtos (xy, xz, yz).
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. . . x z . .
Hiperboloide de dos hojas. -5 -5 +t5=Lluu cuadrado positivo, dos negativos,
a c
igualados a +1. El eje es el de la variable con signo mas. Los vértices son (0, 0, +c); entre
ellos no hay superficie: |z| > c. Las trazas z = k con |k| > ¢ son elipses; las trazas con x = 0

y ¥ = 0 son hipérbolas.

2
y—z = 2. dos cuadrados del mismo signo y la tercera variable
lineal. El eje es el de la variable lineal; el vértice, el origen. Abre hacia donde la variable
lineal tiene el signo de los cuadrados (z > 0 si ¢ > 0). Las trazas z = k > 0 son elipses; las
trazas con x = 0 y y = 0, parabolas. Si a = b es un paraboloide circular (de revolucion).

2
Paraboloide eliptico. x_2 +

2

Paraboloide hiperbdlico (silla de montar). }b)_z -5 = 2. dos cuadrados de signo
a c

contrario y la tercera variable lineal. El origen es el punto silla. La traza con x = 0 es

x2
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Resultado:x =-2+3cost,y=1,z=5+4sent,t € [0,27); p = (=2,1,5) + 3costi+
4sentk.

Ejercicio 4B.5.6 - Hipérbola con secante y tangente (Plan 2016)

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2016-1, tipo A, problema 5.

Sea la curva C representada por F(t) = (1, 2sect, 4tant). Determine: a) unas ecuaciones
paramétricas de C; b) unas ecuaciones cartesianas de C e identifiquela.

Resolucién.

1. a)x =1,y =2sect,z =4tant,cont # %-l—kn'.

2. b) Despeje: sect = %}, tant = i. Con sec?t — tan®t = 1:

Y _Z2_,
C 4 16
x=1

3. Identificacién: hipérbola en el plano x = 1, centro (1,0, 0), eje focal paralelo al eje
yia=2b=4,c=+Ja+16 = 2.5. Vértices (1,+2,0), focos (1,t2\@, 0), asintotas
z==x2y,x=1.

2 2
Resultado: yT - % = 1, x = 1: hipérbola de centro (1,0,0), vértices (1,=2,0), focos

(1,£245,0). Es el mismo tipo que el ejemplo 4B 4.

4B.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucion. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.4B.

Ejercicio propuesto 4B.6.1
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 6.

Sea la curva C de ecuacidon vectorial ﬁ = (—1 +2cosf, 5, 3+ L@) a) Obtenga las
c
ecuaciones cartesianas de C. b) Bosqueje la grafica de C e identifiquela.

2 _2)\2
Resultado: @ + % =1, y = 5: elipse de centro (-1, 5, 3), eje mayor paralelo al
eje z, a = 4, b = 2; sin los puntos (1,5,3) y (-3, 5, 3).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 149.

Ejercicio propuesto 4B.6.2
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 4.
Sea la curva C representada por p = ( —3, 2—5sen?t, 4—3sen t), a) Determine unas

ecuaciones paramétricas de C y el intervalo paramétrico asociado a ellas. b) Determine
unas ecuaciones cartesianas de C, asi como los intervalos de variacion de y y z.

Resultado: x = -3,y =2— 5sent,z=4—3sent,t € R; (z — 4)? = —g(y— 2), x = -3;
yel[-3,2],z€[1,7]

— Resolucién en el Apéndice E, p. 150.
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Ejercicio propuesto 4B.6.3

Adaptado de: 1er final 2014-1, tipo A, problema 4.

Sea la curva C representada por 7(0) = (3+sen 20)i1—7 j+(cos ) k. Obtenga: a) el intervalo
paramétrico; b) los intervalos de variacion para x y z; ¢) unas ecuaciones cartesianas de C.
Resultado: # € R (una vuelta en [0,27)); x € [2,4],z € [-1,1];y = =7, (x — 3)? =
422(1 - zz).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 150.

Ejercicio propuesto 4B.6.4
Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 4.

SealacurvaC: x=+9—-t-3, y=-1,z= 2

. a) Obtenga el intervalo paramétrico.

~
+
—_
[e)}

b) Determine el conjunto de valores para cada una de las coordenadas x y z de los puntos
de C.

Resultado: t € (—16,9]; x € [-3,2), z € [%w)

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 150.

Ejercicio propuesto 4B.6.5
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 1.
Sealacurva A: x = —1, y = 2sent, z = 2cost, para —% <t< % Determine: a) el

conjunto de valores de z donde esta definida; b) una ecuacion vectorial; c) las ecuaciones
cartesianas. Identifique la curva.

Resultado: z € [0,2]; p = (=1, 2sent, 2cost); y2 + 2% =4, x = —1, con z > 0: semicir-
cunferencia de centro (—1,0,0) y radio 2.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 151.

Ejercicio propuesto 4B.6.6
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 2.

., N . . 27 . .
Sea la curva C de ecuacion vectorial 7(t) = 81+ 2t j + i k. Determine: a) unas ecuaciones
paramétricas; b) las ecuaciones cartesianas; c) el intervalo paramétrico.
Resultado: x =8,y = 2t,z = %; yz = 4, x = 8 (hipérbola equilatera); t € (—o0,0) U (0, 00).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 151.

4B.7 Errores frecuentes

+2)° —1)? -
% - % = 1 sola es un cilindro; la curva

1. Una sola ecuacion cartesiana.
necesita también el plano z = 3.

2. Elementos sin la tercera coordenada. El centro de la hipérbola del ejemplo 4B.4 es
(1,-2,3),n0 (1,-2).

3. Usar la identidad equivocada con cos 26. Si la otra ecuacién trae sen#6, se usa
cos 20 = 1 — 2sen? 0, si trae cos 6, 2 cos 0 — 1.
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V(0,0,6)

4C.1.4 Cuadricas en forma canénica

Con centro (o vértice) en el origen y ejes sobre los ejes coordenados, las cuadricas tienen
las formas de esta seccién (a,b,c > 0). Se dibujan en alambre de trazas: las curvas que
dejan los planos z = k y los planos coordenados; lo que queda atras va discontinuo. El eje
de la superficie puede ser cualquiera de los tres: lo decide la variable que se distingue de
las otras (por signo o por no estar al cuadrado).
. . x? yz 22 . .y

Elipsoide. — + = + = = 1. Todas sus trazas son elipses (o un punto, o nada). Extension:
|x| < a,|y| < b, |z| < c. Sidos semiejes son iguales es de revolucion; sia=b=c=r,esla

esfera x> + y% + 2% =12,

2 2 2
y

z . .
= = 1: dos cuadrados positivos, uno negativo,

22
igualados a +1. El eje es el de la variable con signo menos. Las trazas z = k son elipses
para todo k (la menor, la garganta, en z = 0); las trazas con x = 0 y y = 0 son hipérbolas.

Es una sola pieza: x, y, z toman todos los reales en su rango natural.

Hiperboloide de una hoja. x_2 +
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= Cilindricas: formadas por rectas paralelas a un vector que pasan por una curva.
= Conicas: formadas por rectas que pasan por un punto fijo y por una curva.

Un cono o cilindro con directriz cénica es a la vez cdnico (o cilindrico) y cuadrico; si la
directriz es otra curva, la superficie ya no es cuadrica.

4C.1.2 Superficies cilindricas

Una superficie cilindrica es el conjunto de rectas paralelas a un vector # que cortan a una
curva D. La curva D es la directriz; cada recta, una generatriz. Si D esta dada por ¢(9),
cada punto de la superficie es un punto de D mas un multiplo de u:

S: p0,s) = qd) +si.

Con s fijo se obtiene una copia de la directriz trasladada; con 0 fijo, una generatriz (figura).

o
/17

En el examen la directriz es siempre una conica en un plano paralelo a uno coordenado
(z =3, x =0), yuno es paralelo a ese plano. Si u es perpendicular al plano de la directriz,
el cilindro es recto y su ecuacion cartesiana es la de la directriz sin la variable que falta:
x% + 2% = 4 es un cilindro circular recto de eje y.

4C.1.3 Superficies conicas

Una superficie conica es el conjunto de rectas que pasan por un punto fijo V, el vértice, y
por los puntos de una curva D, la directriz. La generatriz que pasa por el punto g(0) de
la directriz tiene direccién ¢(0) — v, asi que

S: p(0,s)=v+s (Ej(@) - \7),

donde ¥ es el vector de posicién de V. Con s = 0 se obtiene el vértice; con s = 1, la directriz;
con s < 0, la otra hoja del cono, del otro lado del vértice.
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4. Confundir el eje focal de la hipérbola. Es el de la variable con signo positivo
en la forma ordinaria (la que lleva sec en las paramétricas), no el de la que tiene el
denominador mayor.

5. Intervalo paramétrico con desigualdad no estricta en un denominador. ﬁ
exiget > —4,not > —4.

6. Dar la extension de la conica completa. Con x = 4 sen@ la parabola solo llega a
|x| < 4; la extension sale de las paramétricas, no de la cartesiana.

7. Olvidar los puntos excluidos. Con ﬁ los valores @ = k7 no estan en el intervalo y
la elipse pierde dos puntos.

8. Invertir la desigualdad mal. Con z = 4 — 3 sent, sent = 1 da el minimo z = 1,no el
maximo.

4B.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Vectorial p(t) = (x(t), y(), z(t)) = paramétricas x = x(t), y = y(t), z = z(t).

= Cartesianas de una curva plana: dos ecuaciones, la conica y el plano (z = k).

s sen®t+cos’t = 1-sec’t—tan®t = 1-csc?t—cot?t = 1-cos 2t = 1-2sen’t = 2 cos®t—1
-sen 2t = 2sent cost.

» (cost + sent)? + (cost — sent)? = 2.

= Elipse:u = h+acost,v =k+bsent - hipérbola: u = h+asect,v = k+btant - parabola

(u—h)2:4p(v—k):u:h+2t,v:k+%.

= Elipse ¢ = a® — b?; hipérbola ¢? = a® + b?, asintotas v — k = ig(u — h) (eje focal en w).

= Intervalo paramétrico: dominio comuin (\/’ > 0; % > 0; tan,sec: t # % + kr;

cot,csc: t = k).
» Extension: recorrido de x(t), y(t), z(t) en el intervalo; 0 < sen?t < 1, sect| > 1.

4B.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Escribe las paramétricas (o la vectorial) aunque no las pidan: de ahi sale todo.

2. Intervalo paramétrico: una condicién por componente, e interseccion.

3. Extension: recorrido de cada coordenada, partiendo de —1 < sent < 1 o de la monoto-
nia.

4. Elimina el parametro con la identidad que corresponde; escribe la cénica en forma
ordinaria y el plano.

5. Identifica: nombre, centro o vértice, eje focal, semiejes, vértices y focos, con la tercera
coordenada; di si la extension recorta la conica.

6. Bosquejo: plano, centro, vértices, asintotas y la curva solo en su extension.

Si no sale la identidad, el intervalo paramétrico y la extension ya valen buena parte del
problema.
4B.10 Con la computadora

El programa sustituye las paramétricas de la hipérbola del ejemplo 4B.4 en su ecuacion
cartesiana y comprueba que se cumple para todo 0: asi se revisa una eliminacién del pa-
rametro. Para verla, sympy.plotting.plot3d_parametric_line(x, y, z, (t,
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-1.2, 1.2)) dibuja una rama si est instalada matplotlib. El programa usa la biblioteca
sympy de Python, que hace algebra exacta (fracciones, radicales, ): se instala con pip
install sympy y el codigo se copia tal cual.

Con la computadora

from sympy import symbols, tan, sec, simplify

t = symbols("theta")

X, Yy, z = 1 + 3*tan(t), -2 + 2*sec(t), 3

C = (y + 2)*%2/4 - (x - 1)*%2/9 - 1  # hipérbola en z = 3
assert simplify(C) == 0

print("se cumple para todo theta: hipérbola en z =", z)
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Unidad 4 - Parte C - Superficies cuadricas

1 Volver al indice

Objetivo (programa 2026, tema 4). «Aplicar los conceptos de superficies
cuadricas y curvas en coordenadas polares y cartesianas, asi como sus res-
pectivas ecuaciones, para visualizarlos graficamente empleando software.»

Contenido de esta parte. 4.3 Superficies cuadricas y su identificacién. Ecua-
ciones vectorial, paramétricas y cartesiana. Representacion grafica empleando
software.

Instrucciones de emergencia

» Frecuencia (basado en examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): en los planes anteriores, dos problemas en los 9 finales de Geometria
Analitica del Plan 2010 (16 problemas en total, un tercio del examen): un cono o un
cilindro por el método de las generatrices (8; siempre piden la ecuacion vectorial
y la cartesiana) y la identificacién de tres o cuatro cuadricas (8), casi siempre
trasladadas y con cuadrados por completar. Las cuadricas en forma vectorial
y paramétrica fuera de los conos y cilindros (seccién 4C.10) son nuevas en el
programa 2026: no hay examenes de ellas.

= Tiempo: de 5 a 6 horas para esta parte.

= Ruta corta:

1. Lee las secciones 4C.1.4 a 4C.1.6 (40 min): catalogo de cuadricas y tabla de
reconocimiento.

2. Aprende los procedimientos 4C.3.1 (cono) e 4C.3.4 (identificacion).

3. Sigue los dos ejemplos de la seccién 4C.4 tapando la resolucién.

4. Resuelve los ejercicios 4C.5.1, 4C.5.3, 4C.5.7 y 4C.5.9 con crondémetro: 15 min
cada uno.

5. Termina con la seccién 4C.10 (forma vectorial y paramétrica, 30 min).

4C.1 Conceptos y expresiones

4C.1.1 Superficie: ecuaciones y clasificacion

Una superficie es un conjunto de puntos del espacio que depende de dos parametros (una

curva depende de uno). Se representa de tres maneras:

» Ecuacién vectorial: p(0,s) = (x(@, s), ¥(0,s), z(0, s)), con dos parametros 0 y s.

= Ecuaciones paramétricas: las tres componentes por separado, x = x(0,s), y = y(6, s),
z = z(6,s).

= Ecuacion cartesiana: una sola ecuacion F(x, y, z) = 0. Se obtiene de las paramétricas
eliminando los dos parametros.

Clasificacion. Las superficies del programa se agrupan asi:

= Cuadricas: su ecuacion cartesiana es de segundo grado en x, y, z. Son el elipsoide (y la
esfera), los hiperboloides de una y de dos hojas, los paraboloides eliptico e hiperbdlico,
el cono y los cilindros de base conica.
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ik

2. ABxAC =|-2 -1 —1|=(-2+2)i— (=4 —2)j+ (-4 — 2)k = (0,6,—6).
2 2 2

3. (0,6,—6) - (2,dy — 1,—1) = 6dy — 6 + 6 = 6d,.

4. V= %|6d2| =|dy| =5 = dy = +5.

Ejercicio 2.7.13 «— volver

1. AB=(2,0,—1), AC = (6,2, -4); AB- AC = 12 + 4 = 16, |AC|? = 56.
2. a) AQ = comp;rC»AB = ;—2(6,2,—4) = %(6,2,—4), asi que Q = A+ AQ =
12 4 8\ _ (19 18 13
(1+F.2+33-2)=(%37%)

7 7°7°7
3. Comprobacién: OB = (%, —%, %) yOB-AC = 12_78_4 =0.
ik .
4. b)ABxAC=2 0 —1=(0+2)i—(-8+6)j+(4—0)k =(2,2,4), de médulo 2/6;
6 2 —4
el area es /6.
Ejercicio 2.7.14 <« volver

1. Angulo: |t x V| = [i||¥|sen§ = 6 = 12sen = send = % Como es agudo, 0 = 30°.
2. Producto escalar: i -V = 12co0s30° = 12 - ? = 6v/3.
E.3 - Unidad 3 - Larectay el plano en el espacio

Ejercicio 3.6.1 <« volver

1. Plano 7: contiene la direccion (2,1,—3) y, por ser perpendicular al plano XY, la
direccién k:
f=(21,-3)x(0,0,1) = (1,-2,0).
Pasa por el origen: 7 : x —2y = 0.
2. Plano 7: contiene las direcciones i y y:

4

= (=4, 5—2m, 8).

o

Il
(521 SR
B O ~»
3 -~ o

3. Perpendicularidad:n-ry = —-4—-2(5-2m)=4m—14=0,m = %

Ejercicio 3.6.2 « volver

1. Datos: Py(—2,1,6), u = (3,2, 3); el plano contiene la direccién j, normal del plano XZ.

2. a)n=(3,2,3)x(0,1,0) = (-3,0,3), 0 (1,0,—1). Por Py: (x + 2) — (z — 6) = 0, es decir,
x—z+8=0.

0—0%8|
3. b)d = ——— = 42.
V=g

Ejercicio 3.6.3 « volver

144

Unidad 4 - Parte C - Superficies cuadricas

2. a) Ecuacién vectorial: p(0,s) = (2cos 0, 3sen, 3) +5(3,0,2),0 € [0,27), s €R.
3. b) Paramétricas: x = 2cos0 + 3s, y = 3send, z = 3 + 2s.

4. Eliminacién de s: s = 2 ; 3.
.. s - 2x —
5. Eliminacién de 6: cos§ = = 3s - :Z + 9; senf = %
2x—3z+9)°% y?
6. c) Ecuacidn cartesiana: g + % =1, es decir

16
9(2x — 3z + 9)? + 16y° = 144.

7. Comprobacién: con z = 3: 9(2x)? + 16y? = 144 = 9x? + 4% = 36.
Resultado: p = (2cos6,3send,3) + s(3,0,2); 9(2x — 3z + 9)? + 16y? = 144.

Ejercicio 4C.5.4 - Cilindro con directriz hiperbélica

Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 5.

Determine una ecuacién vectorial y una ecuacion cartesiana de la superficie cilindrica S
formada por el conjunto de las rectas paralelas al vector @ = i + 2j + 12k y que tiene por
interseccién con el planoz =3 alacurvaD: (y—3)? — (x +4)> =16,z = 3.
Resolucién.

_2)2 2
1. Directriz: % - % = 1 es una hipérbola de centro (—4, 3,3) y eje focal paralelo

a y. Se parametriza con y —3 = 4sec, x + 4 = 4tan6:

40) = (-4 +4tan0h, 3 +4sech, 3), 6€ (—%,%)U(g,%ﬂ)

2. Ecuacién vectorial: p(0,s) = (—4 + 4tan@, 3 + 4secd, 3) +s(1,2,12),s €R.
3. Paramétricas: x = -4+ 4tanf +s,y =3+ 4secl + 2s, z = 3 + 12s.
4. Eliminacion de s: s = Z1_23.
5. Eliminacién de 6:
_ 12x—z+51 6y —z—15

4tanf=x+4-—s R 4secd=y—-3—-2s=

12 6
6. Identidad sec? § — tan® § = 1, multiplicada por 16:
(6y—z—150 (12x—z+51)?
36 144 -
7. Comprobacion: con z = 3: 4-36(y—3)? —144(x+4)? = 2304 = (y—3)?—(x+4)? = 16.

Resultado: p = (—4+4tan6, 3+4sech, 3)+s(1,2,12); 4(6y—z—15)2 —(12x—z+51)? =
2304 (cilindro hiperbdlico).

16 < 4(6y—z—15°—(12x—z+51)% = 2304.

Ejercicio 4C.5.5 - Superficie reglada con directriz en el plano x = 0
Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 6.
Sea la superficie reglada S que contiene a la curva D : y? + 2z% = 4, x = 0, y la generan

rectas paralelas al vector 4 = (-3, 1, 2). Obtenga: a) una ecuacion vectorial de S; b) una
ecuacion cartesiana de S.

Resolucién.
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1. Tipo: rectas paralelas a un vector que cortan a una curva: es una superficie cilindrica
(4C.1.2).

v 2 >
2. Directriz: Tt+t57=1lenx=0: 4(0) = (0, 2cos, VZsenb).
3. a) Ecuacién vectorial: p(0,s) = (0, 2 cos6, V2send) +s(=3,1,2), 0 € [0,27), s € R.

4. Eliminacién de s: el plano de la directriz es x = 0, asi que se usa x = —3s = s = —g.
x+3
5. Eliminacién de 6: y = 2cosf + s = cosf = y; z =+/2senf + 2s = senf =
2x + 3z
3V2

(x +3y)? N (2x + 32)?

6. b) Ecuacién cartesiana:
36 18

=1, es decir

(x +3y)? + 2(2x + 32)% = 36.

7. Comprobacion: con x = 0: 9y% + 182% = 36 = y? + 22° = 4.
Resultado: p = (0,2 cos0,v/2sen6) + s(—3,1,2); (x + 3y)? + 2(2x + 32) = 36.

Ejercicio 4C.5.6 - Cono, hiperboloide y silla sin completar cuadrados
Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 7.

Identifique la superficie representada por cada ecuacién (nombre y algunas caracteristicas):
a)z22 =y —x%b) 22—y —x2=-1;,0) 4x —1)2 - 9y? +z = 0.
Resolucion.

1. a) x2 + 22 — y% = 0. Tres cuadrados con signos mixtos igualados a cero: se cumple la
forma del cono; denominadores de x y z iguales: cono circular.
= Vértice en el origen; eje y (la variable de signo solitario).

» Trazas: y = k # 0, circunferencias x> + z2 = k% de radio |k|; plano z = 0, rectas
y = +x; plano x = 0, rectas y = +z.
= Extension: x,y,z € R.

2. b) Multiplicando por —1: x? + y? — z% = 1. Dos cuadrados positivos y uno negativo
igualados a 1: se cumple la forma del hiperboloide de una hoja; es de revoluciéon
(coeficientes de x? y y? iguales).
= Centro en el origen; eje z.

» Trazas: z = k, circunferencias de radio \/1 + k% (la garganta, de radio 1, en z = 0);
plano x = 0, hipérbola y? — z? = 1; plano y = 0, hipérbola x? — z% = 1.

= Extension: x,y,z € R

3. ¢) z = 9y% — 4(x — 1)?. Dos cuadrados de signo contrario y una variable lineal: se

cumple la forma del paraboloide hiperbélico; no se cumple la del eliptico (los signos

no coinciden).

= Punto silla (1, 0, 0); eje paralelo a z (la recta x = 1, y = 0).

= Trazas: plano x = 1, parabola z = 9y2, abre hacia z positivo; plano y = 0, parabola
z=—4(x— 1)2, abre hacia z negativo; plano z = 0, rectas 3y = +2(x — 1); z = k # 0,
hipérbolas.

= Extension: x,y,z € R
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1. Relacién:Zi+A-B>:ZyA-B>:—E,asiquegza_gyﬁ;ﬂ:|g|2_25,g+|a2:2,
bl = 2. i
2. a) compai = ﬁ&’ = %E =4
=1 _ Y2 p_y5
3. b)cos@—l'ﬁ 2(9 45°).

4. c) axb=adx (@d—¢) =—-dx¢conlixcd=1-1-sen90° = 1: area % (Es un triangulo
rectangulo en A con catetos de longitud 1.)
<« volver

Ejercicio 2.7.9
1. Aristas: AB = (—6,1,2), AC = (=1, -4,2), AD = (—4, -3, 2).

2. a)
-6 1 2
—1 —4 2/=—6(-8+6)—1(-2+8)+2(3—16) = 12— 6 — 26 = —20,
-4 -3 2

asi que V = 20.
== = R — _ 20
3. b)AC-AD—4+12+4—20,|AC|—M,|AD|—@.COS9—m.

«— volver

Ejercicio 2.7.10

1. V=B—A=(-21,4), v? = 21.

2. a)ii-v=—2+2+12=12: comp;i = %G: ‘7*(—2,1,4): (—gg%)

3. b)
ik A

ixv=|1 2 3[=(@8-3)0i—(+6)j+(1+4dk=(5-10,5) =5(1,-2,1),
—2 1 4
P+ l(1—
w—i\%(l, 2,1).

4. ¢) A =i x V| = 5v6.
«— volver

Ejercicio 2.7.11
1. AB = (3,1,-3), AC = (2,-2,0), BC = (—1,-3,3).

AB-AC=6-2=4 |AB| = AC| = 242 _ 4 _ 3
2. a) AB-AC=6 2—4,|AB|—\/ﬁ,|AC|—2\/§.cosA—2@— o
v — s
3. b)AB-BC=-3-3-9 A 15, | BC| \/T‘).compB—c»AB T
ok A
4. c)ABxAC =3 1 =3=(0=6)i—-(0+6)j+(—=6—2)k = (=6,-6,—-8);|..| =
2 -2 0

V136 = 2434 y el area es \/34.

Ejercicio 2.7.12 « volver

1. AB=(-2,-1,-1), AC = (-2,2,2), AD = (2,dy — 1,—1).
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Ejercicio 2.7.2 «— volver

1. a)ﬁ =(2,-1,-1), ?Q =(1,-2,4); RP- ?Q =2+2—4=0:el angulo en R es recto,
asi que P, R, Q son vértices consecutivos de un rectangulo; el paralelogramo con el
cuarto vértice opuesto a R tiene sus cuatro angulos rectos.

2. b) Ses el vértice opuestoa R: S=P+Q—R=(1+0+1, 2+1-3, =3+2+2) =(2,0,1).

3. Comprobacién: OS = (2,—1,—1) = RPy SP- 80 = (-1,2,-4) - (=2,1,1) = 0.

«— volver

Ejercicio 2.7.3

1. a)d-b=12— 4 — 8 = 0: ya son perpendiculares. 3¢ = 12 — 8 + 4c; = 0 = ¢3 = —1.

2. b)

Ik .
4|=(B8-4)7—(—12—-8)j + (6 + 8)k = (4,20, 14),

1 =2

A =16 + 400 + 196 = 612 = 6+/17. Como & L b, también A = [a][b| = 2417 - 3.

Ejercicio 2.7.4 « volver
L 4=(9,0,6)+(=8,2,6) - (2,1,10) = (-1,1,2).

2. v=2Ad = A(3,6,—6),asi que i - ¥ = A(=3 + 6 — 12) = —9A.

3. —2(—=91) = —36 = 181 = —36 = 1 = —2 y v = (=6, —12, 12).

Ejercicio 2.7.5 <« volver

1. AB=(2,21)yDC=C-D=(c; — 4, -2, 2—ds).

2. Paralelos: DC = k AB. La segunda componente da —2 = 2k = k = —1.

3. Entoncesc¢; —4=—-2=¢; =2y 2—d; = —1= d; = 3. (Quedan paralelos de sentido
contrario: DC = (-2,-2,-1))

«— volver

Ejercicio 2.7.6

1. Perpendicularidad: i-v=-1+a=0=a= 1.

ik
2. Area:iixv=|1 b 1|=(b,—2,b),asique x> =2b°+4=136=b*>=16,b = +4.
-1 0 1

3. Otra forma: como son perpendiculares, A = |i|[v| = \/2 + b2 /2 = 6.

También en: Céalculo y Geometria Analitica, ler final 2019-1, tipo C, problema 5, con
u=(1,a1)yv=(-1,0,b):b=1ya=+4

Ejercicio 2.7.7 <« volver
1. a)aé-j =42y|jl=1: compjag =427 = (0,4V2,0).
2. b)C = 2(A+B) = (22,22,—4), [0C| = V8 + 8+ 16 = 4/2.
s ot o Ny
3. OA-0C =16+ 0+ 16 = 32: compz OA = == = 42.
Ejercicio 2.7.8 « volver
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Resultado: a) cono circular de vértice en el origen y eje y; b) hiperboloide de una hoja de
revolucion, centro en el origen, eje z; ¢) paraboloide hiperbdlico con punto silla (1, 0,0).

Ejercicio 4C.5.7 - Dos hojas, paraboloide y elipsoide trasladado
Adaptado de: 1er final 2014-1, tipo A, problema 6.

Identifique la superficie representada por cada ecuacién: a) 5x% — 3y% + 15z% + 15 = 0; b)
x—y?—422 = —4;0)x® +y* +22° —4x + 2y — 4z +3 = 0.
Resolucion.
1. a) 5x — 3y? + 1522 = —15; dividiendo entre —15:
2
y? - x; -Z22=1

Un cuadrado positivo y dos negativos igualados a 1: se cumple la forma del hiperbo-

loide de dos hojas.

= Centro en el origen; eje y; vértices (0, ++/5,0).

= Trazas: y = k con [k| > /5, elipses x?z +2% = %2 — 1; plano z = 0, hipérbola

5 3
» Extension: y € (o0, —/5] U [{/5,0); x,z € R.
2. b) x + 4 = y? + 4z%. Dos cuadrados positivos igualados a la variable lineal x: se cumple
la forma del paraboloide eliptico.
= Vértice (—4,0,0); eje x; abre hacia x positivo.

2 2 2
L _ X — 1; plano x = 0, hipérbola y? -z22=1

2 2
= Trazas: x = k > —4, elipses ky_ z = 1; plano z = 0, parabola y2 =x+4;

NG
plano y = 0, parabola 422 = x + 4.
= Extension: x € [-4,0); y,z € R.
3. ¢) Completar cuadrados: (x —2)2 — 4+ (y + 1)> =1+ 2(z — 1)> = 2+ 3 = 0, es decir
(x=22+(+1)2+20z-17%=4

(-2 G+D* -1’ _

1.
4 4 2
Tres cuadrados positivos igualados a 1: se cumple la forma del elipsoide; dos denomi-
nadores iguales: es de revolucién alrededor de la recta x = 2, y = —1.

= Centro (2,-1,1); semiejes 2, 2 y v/2.
» Trazas: plano z = 1, circunferencia (x — 2)2 + (y + 1)> = 4; planos x = 2y y = —1,
elipses de semiejes 2 y v/2.
» Extension: x € [0,4], y € [-3,1], z€ [1-+2,1+2].
Resultado: a) hiperboloide de dos hojas de eje y, vértices (0,++/5,0); b) paraboloide
eliptico de vértice (—4, 0,0) y eje x; c) elipsoide de revolucion de centro (2, —1, 1), semiejes

2,2, 2.

Ejercicio 4C.5.8 - Cuatro superficies, una de ellas cilindro

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 7.

Identifique la superficie representada por cada ecuacion: a) (x—1)%+2y% +(z+3)>—16 = 0;
b)3x? —2y2 +4y+22 =26;c) x2 — 2P —z+1=0;d) x> + 22 -4 = 0.
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Resolucion.
—1)2 2 +3)2
1. a) u + y_ + u

16 8
revolucion (eje: la recta x = 1, z = —3, paralela a y).

s Centro (1,0, —3); semiejes 4, 2v/2, 4.
= Trazas: plano y = 0, circunferencia (x — 1)* + (z + 3)> = 16; planos x = 1y z = =3,
elipses.
= Extension: x € [-3,5], y € [-2V2,2V2], z € [-7,1].
2. b) Completar cuadrados: —2(y%—2y) = —2(y—1)?+2, asi que 3x2—2(y—1)?+2% = 24:

= 1. Tres cuadrados positivos igualados a 1: elipsoide de

-yt 2

X =1
8 12 24

Dos cuadrados positivos y uno negativo igualados a 1: hiperboloide de una hoja.
= Centro (0, 1,0); eje la recta x = 0, z = 0, paralela a y.
2 2 2
= Trazas: plano y = 1 (garganta), elipse % + ;—4 = 1; plano z = 0, hipérbola % -

—1)? —1)2
% = 1; plano x = 0, hipérbola § - (ylzl) =1

= Extension: x,y,z € R

3. ¢) z— 1 = x? — y%. Dos cuadrados de signo contrario y variable lineal: paraboloide
hiperbdlico.
= Punto silla (0,0, 1); eje paralelo a z (el eje z).
= Trazas: plano y = 0, parabola z — 1 = x? (abre hacia arriba); plano x = 0, parabola

z—1 = —y? (abre hacia abajo); plano z = 1, rectas y = =x.

4. d) x? + 22 = 4. Falta y y los dos cuadrados son positivos: cilindro circular recto de

radio 2.

= Eje: el eje y; generatrices paralelas a j; directriz, la circunferencia x% + 22 = 4, y = 0.
= Extension: x € [-2,2],z € [-2,2],y e R
Resultado: a) elipsoide de centro (1,0, —3); b) hiperboloide de una hoja de centro (0, 1,0)
y eje paralelo a y; c) paraboloide hiperbélico con punto silla (0,0, 1); d) cilindro circular
de radio 2 y eje y.

Ejercicio 4C.5.9 - Hiperboloide de dos hojas, paraboloide hacia abajo y cilindro
eliptico

Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 6.

(-1’

—(y+2)2- 2 =
(y+2) m

—3)2

Identifique la superficie representada por cada ecuacion: a) %
-2) + 1)

) RV

Lb)x2+2y2—2x+8y=-52—3;¢
) y y ) T 5

1.

Resolucion.
1. a) Un cuadrado positivo y dos negativos igualados a 1: se cumple la forma del hiper-
boloide de dos hojas.
= Centro (3,-2,1); eje larecta y = —2, z = 1, paralela a x; vértices (0,-2,1) y
(6,-2,1).
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6. g(x) = x3(x — 1)(x — 2)(x — i)(x +i).

Ejercicio 1B.6.5 <« volver
1. p1)=A+2-B+2=-4=A-B=-8.
2. p(2)=8A+8—ZB+2=0$8A—ZB=—10=>4A—B=—5.
3. Restando la primera de la segunda: 3A =3, A=1,B=9.
4. p(x) = x> + 2x% — 9x + 2, con raiz x = 2 (dato p(2) = 0):
1 2 -9 2
2 2 8§ =2
1 4 -1 0
5. x%+4x—1=0:x= ‘“Zm =2+
Ejercicio 1B.6.6 «— volver
1. Coeficientes complejos: se divide solo entre x — (1 — 3i):
1 —-1+3i 5 —-54+15 4 —-4+12i
1-3i 1-3i 0 5-15 0 4—12i
|1 0 5 0 4 0
2. Cociente bicuadrado: x* + 5x% + 4 = (x% + 1)(x? + 4).
3. x2=-1=x=+i;x% = —4 = x = +2i.
4. Raices: 1 —3i, i, —i, 2i, —2i.
E.2 - Unidad 2 - Algebra vectorial
Ejercicio 2.1.1 - Conversion de puntos <« volver
1. a)r = J12+4 = 4;tanf = % = \/?g con el punto en el tercer cuadrante: 6 =
180° 4+ 30° = 210°. Con r < 0 se resta 180°: (—4, 30°).
2. b) x = 5c0s(—90°) = 0, y = 5sen(—90°) = —5: Q(0, —5).
Ejercicio 2.1.2 - Ecuacién de transformacion y distancia «— volver

1. a) Se multiplica por r: r? = 6r cos§ = x?+y? = 6x = (x—3)?+y? = 9. Circunferencia
de centro (3,0) y radio 3, que pasa por el polo.

2. b) En cartesianas, M (2 cos 30°,2sen30°) = (\E, l) y N(0,4). MN = (—ﬁ, 3) yd =
V3+9=412=2/3.

Ejercicio 2.7.1 «— volver

1. Incognitas: A(a, 0,0), B(0,b,0).
2. Perpendicularidad: (4,0,0)-(1,-2,4) =a—2b=0=a = 2b.
3. Area: OA x OB = (0,0, ab), asi que %|ab| =4 = l|ab| = 8.

4. Cona = 2b: 2b*> = 8 = b = +2, a = =4 (mismo signo).
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E.1B - Unidad 1 - Parte B - Polinomios

Ejercicio 1B.6.1

«— volver

1. Cuatro cruces simples: grado 4, g(x) = a x(x + 3)(x + 1)(x — 2).

2. Punto (1,-8): a(1)(4)(2)(-1) = -8a = —8,a = 1.

3. q(x) = x(x + 3)(x + 1)(x — 2). Como (x + 3)(x + 1)(x — 2) = x* + 2x> — 5x — 6,
g(x) = x* + 2x3 — 5x% — 6x.

«— volver

Ejercicio 1B.6.2

1. h(x) = x? g(x), con g(x) = x* + (2 = )x> + (=3 — 2)x? + (=6 + 3i)x + 6i. x = 0 es raiz
doble.
2. Coeficientes complejos: solo se divide entre x — i:

1 2—i -3-2 —6+3i 6i
i i 2i —3i —6i
\ 1 2 -3 —6 0

3. 0 +2x% —3x — 6 = x2(x + 2) = 3(x + 2) = (x + 2)(x? — 3).
4. Raices: 0 (doble), i, —2, V3, —/3; h(x) = x%(x — i)(x + 2)(x — V3)(x + V/3).

Ejercicio 1B.6.3 <« volver
1. Las raices de f son las de p junto con las de g. De p: x = =i.
2. q(x) = x3(x3 — 3x? — 9x + 20): x = 0 triple.
3. Candidatos de x® — 3x? — 9x + 20: £1,+2, +4, +5,+10, +20. Con x = 4:
1 -3 -9 20
4 4 4 =20
1 1 —5 0
4. 2 +x-5=0:x= ﬂ
5. Son 8 raices, el grado de f.
Ejercicio 1B.6.4 «— volver

1 g(x) = x* g(x), g(x) = x* = 3x> + 3x% — 3x + 2; x = 0 triple.

2. q(x): signos + — + — +, 4 cambios: 4, 2 o 0 positivas. g(—x) = x* +3x3 + 3x% + 3x + 2:
0 cambios, ninguna negativa.

3. Posibilidades: (4,0,0), (2,0,2), (0,0, 4).

4. Se prueban solo candidatos positivos (1, 2):

1 -3 3 -3 2
1 1 =2 1 -2
211 =2 1 =2 0
2 0 2
1 0 0

5. x2 +1 = 0: x = +i. Se cumple la posibilidad (2, 0, 2).
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(=1 _ (k=3 _ . _
= o 1; plano z = 1,

(y +2)? = 1; plano y = —2, hipérbola @ - % =1

» Trazas: x = k con |k — 3| > 3, elipses (y + 2)? +
2
hipérbola @ -
» Extension: x € (—o0,0] U [6,2); y,z € R.
2. b) Completar cuadrados: (x — 1)> — 1 + 2(y + 2)? — 8 = =5z — 3, es decir

(x—1)2+2(y+2)2:—5(z—§).

Dos cuadrados positivos igualados a la variable lineal z: se cumple la forma del para-

boloide eliptico.

= Vértice (1, -2, g); eje larecta x = 1, y = —2; abre hacia z negativo (el coeficiente
-5).

= Trazas: plano z = 0, elipse (x — 1)? + 2(y + 2)*> = 6; plano x = 1, parabola
2y +2)2=-5 (z - g); plano y = —2, parabola (x — 1) = -5 (z - g)

» Extension: z € (—00, g]; x,y €R

-2 (z+1)?
N c)(y 6) Lt
no es elipsoide (no hay tres cuadrados).
= Eje:larecta y = 2, z = —1, paralela al eje x; generatrices paralelas a 1.
= Directriz: la elipse de centro (0,2, —1) en el plano x = 0, semiejes 4 (en y) y 3 (en z).
= Extension: x € R, y € [-2,6], z € [-4,2].

= 1. Falta x y los dos cuadrados son positivos: cilindro eliptico;

Resultado: a) hiperboloide de dos hojas, centro (3, -2, 1), eje paralelo a x; b) paraboloide
eliptico, vértice (1, -2, g) abre hacia z negativo; c) cilindro eliptico de eje y = 2,z = —1.

4C.6 Ejercicios propuestos
Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,

seccion E.4C.

Ejercicio propuesto 4C.6.1
Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 5.

Determine una ecuacion vectorial y una ecuacion cartesiana de la superficie conica S que
tiene por vértice el punto V(3,—2,7) y contiene a la elipse

2 _1)2
G2 GO

1, z=0.
4 9

Resultado: p(0,s) = (3,—2,7) +s(=5+2cos§, 3+3send, —7); 9(7x — 5z + 14)% + 47y +
3z —7)%? = 36(z — 7).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 151.
Ejercicio propuesto 4C.6.2
Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 5.

Sea el cilindro S con eje paralelo al vector v = (—1,2, 1) y cuya interseccién con el plano
z — 3 = 0 es la circunferencia de radio 2 y centro en C(0, 0, 3). Obtenga: a) una ecuacioén
vectorial de S; b) una ecuacidn cartesiana de S.
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Resultado: p(0,s) = (2cosf, 2senb, 3) +s(—1,2,1); (x + z—3)> + (y — 2z + 6)*> = 4.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 151.

Ejercicio propuesto 4C.6.3
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 7.

Identifique la superficie representada por cada ecuacion (la identificacién requiere mas que

el nombre): a) x2+2x+8y? = 23;b) (x—1)2—9 = —3(y+2)?—32%; ¢) —2x2—52z2 = —25-3y%.

Resultado: a) cilindro eliptico de eje x = —1, y = 0 (paralelo a z); b) elipsoide de
revolucidn, centro (1,—2,0), semiejes 3, V3, 43; c) hiperboloide de una hoja, centro en el
origen, eje y.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 152.

Ejercicio propuesto 4C.6.4
Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 6.

Identifique la superficie representada por cada ecuacién (la identificacion requiere mas

2 _32 _22 _ 2
(x+2) +(y ) :(z—1)2+1;b)(y ) NES 1:z_;c)
2 4 3 4 4

x2+y2—22:—222+2.

que el nombre): a)

Resultado: a) hiperboloide de una hoja, centro (-2, 3, 1), eje paralelo a z; b) paraboloide
hiperbdlico, punto silla (1, 2,0), eje paralelo a x; c) esfera de centro en el origen y radio

V2.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 152.
Ejercicio propuesto 4C.6.5
Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 6.

Identifique la superficie representada por cada ecuacidn (la identificacion requiere mas
G+ (-2 (-1
— - e

que el nombre): a) 2x% + y? + 222 + x — 2y = 1; b) 5 > 2 ; C)
2 2
Yy z
+1)2 = —1==,
(x+1) 7 n
Nt teg

Resultado: a) elipsoide de revolucion, centro (—l, 1, O), semiejes 1 2 ; b) cono
eliptico, vértice (2, —1, 1), eje paralelo a y; c¢) hiperboloide de una hoja, centro (-1, 0, 0),
eje paralelo a z.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 153.
Ejercicio propuesto 4C.6.6
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 4.

Obtenga una ecuacion vectorial y la ecuacion cartesiana del cono cuyo vértice es el punto
V(0,1,0) y que contiene alacurvaC: y =0, X2+ 22 =2

Resultado: p(0,s) = (0,1,0) + s(v2 cosf, —1, V2sen8); x> + 2% = 2(y — 1)%.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 153.
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Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

1 Volver al indice

E.1A - Unidad 1 - Parte A - Nimeros complejos

«— volver

Ejercicio 1A.6.1

1. Lectura: z; = i; zp = 1 + 3i; z3 = 2cis(270° — 30°) = 2¢is 240%; z4 = V8 cis 315" = 2 — 2i.
2. 27—z =2+6i-2+2i=8iy > =8

3. z3 = 8cis720° = 8.

4. 8z% = 8 = z* = 1 = cis 0°; raices cuartas: cis(90°k).

5. Resultado: z =1, i, —1, —i.

Ejercicio 1A.6.2 « volver
1. zy — Z3 = =3 — (=3 + 6i) = —6i = 6 cis 270°; numerador: 6+/2 cis 270°.

2. it =i = cis 90°; denominador: 2 cis 135° - cis 90° = 2 cis 225°.

3. Lado derecho: 32 cis 45°. Como z; = /2 cis 45°, w2 =3,

4. w= i/?T = /9 ¢is 0°: médulo /9, argumentos 0°, 120°, 240°.

Ejercicio 1A.6.3 « volver
1. i’ =3 = —i = ¢is 270°; (—i)(2 cis 60°) = 2 ¢is 330° = /3 —i.

2. Numerador: (/3 — i) + (—/3 + 2i) = i. Denominador: — cis 270° = —(—i) = i.

3. 243 =1= =413 = {cis0".

4. Raices cuartas de 1: cis(90°k), k = 0,1,2,3: 1, i, —1, —i.

Ejercicio 1A.6.4 «— volver

. Lectura: z; = —1++/3i = 2¢is 120°; z, = 442 cis 225° = —4 —4i; z3 = /2 cis 315° = 1 —i.
. 2y—2Z3 = —4—4i—2—2i = —6—6i; por e™ = —1, el denominador es 6+ 6i = 6+/2 cis 45°.
. Numerador: 6 - 2 cis 120° - /2 cis 315° = 124/2 cis 435° = 12+/2 cis 75°.

w?/3 = 2¢is30° = w = /(2 cis 30°)3 = V8 cis 90".

. Raices cuadradas: moédulo v/8 = 242, argumentos 45° y 225°: w = 2 + 2i, w = —2 — 2i.

G W N

Ejercicio 1A.6.5

<« volver

1. z; = 20cis 180°; z3 = 16 cis 60° (r = v64 + 192 = 16, primer cuadrante, tan 6 = \/5)
2. 292324 = 5- 16 - 4cis(45° + 60° + 135°) = 320 cis 240°.

4 _ 320cis240° _ e
Z. 2= S sise 16 cis 60°.

. Raices cuartas: modulo 2, argumentos 15° + 90°k.

Ejercicio 1A.6.6

«— volver
1. 23—z, = =3 — (=3 — 4i) = 4i; (4i) = 64 cis 270"

2. zy =2cis 135" y zp = 8cis45": zyzp = 16¢is 180°.

3. 2%/2 = 4¢is90° = z = (4 cis 90°)? = Y16 cis 180°.

4. Mébdulo 316 = 23/2; argumentos 60° + 120°k.

139



Apéndice D - Fuentes

= Stewart, J. y otros. Calculo de varias variables: trascendentes tempranas. Cengage Lear-
ning, 2021 (2, 3y 4).

= Swokowski, E. W.y Cole, J. A. Precélculo. Algebra y trigonometria con geometria analitica.
Cengage Learning, 2018 (1, 2 y 4).

Complementaria

= Gigena, S. Algebra y geometria: teoria, practica y aplicaciones. Universitas Editorial
Cientifica Universitaria, 2018 (1).

= Miller, J. y Gerken, D. Algebra universitaria y trigonometria. McGraw-Hill, 2018 (1 y 2).

= Recuenco Aguado, E. Teoria de curvas, superficies y campos para ingenieros. Garceta
Grupo Editorial, 2017 (4).

= Stewart, J. y otros. Precalculus: Mathematics for Calculus. Cengage Learning, 2017 (1'y
2).
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Ejercicio propuesto 4C.6.7

Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 5.

Obtenga una ecuacién vectorial del cilindro que se forma por circunferencias de radio
igual a 3 contenidas en planos paralelos a y = 0, tales que todas tienen su centro en la
rectal: p=(1,1+¢t 1).

Resultado: p(0,1) = (1+3cosf, 1+t, 1+3sen); su cartesiana es (x — 1) +(z—1)? = 9.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 153.

Ejercicio propuesto 4C.6.8
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 6.

x? y2
Sea la superficie S: = + = = z2 — 1. Obtenga: a) las trazas de S con los planos XZ y YZ;
b) el conjunto de valores de z para los cuales esta definida la superficie; ¢) una ecuacién
vectorial de la curva C que se forma por la interseccion de S con el plano z = V2.

2 2

Resultado: a) hipérbolas Zz_xI =1(y=0) yzz—% =1(x =0);b) z € (—o0,—1]U[1, c0);
¢) p(t) = (2cost, 3sent, v/2),t € [0, 27).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 154.

Ejercicio propuesto 4C.6.9
Adaptado de: 3er parcial 2006-2, tipo B, problema 7.

Identifique las superficies cuyas ecuaciones se dan a continuacién, justificando las res-
puestas: a) x> +3x +2 = 0;b) (x = 1)+ = 1 - (z+ D% ) 2x% —y2 — 22 = 0; d)
Wrz= y2 —4.

Resultado: a) dos planos paralelos, x = —1 y x = —2; b) esfera de centro (1,0, —1) y radio
1; ¢) cono circular de vértice en el origen y eje x; d) paraboloide hiperbélico con punto
silla (0,0, —4).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 154.

4C.7 Errores frecuentes

1. Usar el punto de la directriz como vértice. En el cono la direccion de la generatriz
es ¢(0) — v, no ¢(6). En el cilindro, en cambio, la direccion es siempre u.

2. Olvidar despejar s de la componente correcta. Se despeja de la coordenada del
plano de la directriz (z si la directriz esta en z = 3; x si estd en x = 0), que es la inica
lineal en s y sin 6.

3. Parametrizar la directriz sin dividir. 9x + 4y?> = 36 no es x = 9 cos6: primero

XIZ + %z =1, luego x = 2cosf, y = 3senb.

4. Usar sen? + cos? con una hipérbola. Una directriz hiperbélica se parametriza con
sec y tan y se elimina con sec?§ — tan? 6 = 1.

5. No comprobar. Al hacer z = [ en la cartesiana debe salir la directriz; si no sale, hay
un error de signo. La comprobacioén toma un minuto.
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6. Leer el tipo antes de completar cuadrados o de igualar a 1. 5x%—3y%+15z2+15 = 0
parece de una hoja (dos positivos), pero al dividir entre —15 es de dos hojas.

7. Confundir el eje. En el hiperboloide de una hoja el eje es la variable con signo menos;
en el de dos hojas, la de signo mads; en el paraboloide, la variable lineal.

((y;:)z + (z+1)

8. Llamar elipsoide a un cilindro. Si falta una variable 5

cilindro con generatrices paralelas al eje de la variable que falta.
9. Dar solo el nombre. Sin centro o vértice, eje y trazas, la identificacién queda incom-
pleta.

= 1), es un

4C.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Cilindro: p(0,s) = (0) + sii. Cono: p(8,s) = ¥ + s(4(0) — v).

: i:—: =1:Y =asecO, X = btanb.

= Eliminar: s de la coordenada del plano de la directriz; 6 con cos?8 + sen?d = 1o
sec?d —tan? 0 = 1.

= Directriz: elipse (h+a cos 0, k+b sen6, I); hipérbola z—j -

2
= Completar cuadrados: ax? + dx = a (x + %) - g.
= + + 4+ = 1lelipsoide - + + — = 1 una hoja (eje: el =) - + — — =1 dos hojas (eje: el +)

- signos mixtos = 0 cono.

= Dos cuadrados = lineal: mismo signo, paraboloide eliptico; signos contrarios, parabo-
loide hiperbélico.

= Falta una variable: cilindro paralelo al eje de esa variable. + + = 0: recta; ++ = —1:
vacio.

= Identificar: nombre, centro o vértice, eje, semiejes, trazas, extension, simetrias.

= Extension: elipsoide [h — a, h + a]; dos hojas |z — I| > ¢; paraboloide eliptico, la variable
lineal de un solo lado del vértice; paraboloide hiperbdlico, todas las variables en R.

4C.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Generatrices: escribe primero la directriz en forma ordinaria y su parametrizacion; con
eso la ecuacion vectorial sale en una linea.

2. Despeja s de la coordenada del plano de la directriz, luego cos € y sen 8 (o sec y tan6),
y aplica la identidad.

3. Comprueba la cartesiana con el vértice (cono) y con el plano de la directriz.

4. Identificacion: completa cuadrados en cada ecuacion, iguala a 1 (o a 0) y nombra la
superficie con la tabla 4C.1.6, diciendo qué forma se cumple.

5. Escribe, para cada superficie, centro o vértice, eje, dos trazas y la extension; si piden
intervalos de variacion, despeja cada cuadrado y exige > 0.

Los dos problemas de esta unidad valen un tercio del examen y su procedimiento es
siempre el mismo: es la unidad que mas puntos da por hora de estudio.
4C.10 Cuadricas en forma vectorial y paramétrica

El programa 2026 pide las tres formas de una cuadrica: cartesiana, vectorial y paramétricas.
La seccion 4C.1.8 da las ecuaciones vectoriales de las cuadricas con centro o vértice en el
origen; aqui se trabajan en los dos sentidos, con centro (h, k, I).
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Apéndice D - Fuentes

1 Volver al indice

Programa de la asignatura

= Programa de estudios de Algebra y Geometria Analitica del Plan 2026 de Ingenieria en
Computacion (primer semestre, 8 créditos, 64 horas), Facultad de Ingenieria, UNAM.
Cuatro temas: nimeros complejos y polinomios (10 horas), algebra vectorial (20), recta
y plano en el espacio (16), y curvas y superficies (18).

De él se tomaron el orden de las unidades, el objetivo de la asignatura y el objetivo literal
de cada tema.

Examenes

No hay examenes publicados del Plan 2026. Los problemas de las unidades vienen de los
examenes de las materias de los planes 2010 y 2016 con los mismos temas. Ninguno tiene
resolucion publicada: las resoluciones de este cuaderno son propias. En cada ejercicio se
cita el examen del que se adapto; los de Calculo y Geometria Analitica llevan el nombre
de la asignatura.

= Algebra, planes 2010 y 2016 (Unidades 1A y 1B): 17 exdmenes finales del Plan 2010
(2010-1 a 2014-1) y 41 del Plan 2016 (2016-2 a 2026-1).

= Geometria Analitica, Plan 2010 (Unidades 2, 3, 4A, 4B y 4C): 9 exdmenes finales cole-
giados, de 2012-1 a 2014-2, y 3 examenes parciales de la version anterior del programa,
de 2005-2 y 2006-2, con los mismos temas.

= Calculo y Geometria Analitica, Plan 2016 (Unidades 2, 3 y 4B): los problemas de
geometria de 39 exdmenes finales, de 2016-1 a 2026-2.

Los enunciados estan redactados de nuevo, con los mismos datos, y las figuras estan

redibujadas. Las series de ejercicios de Geometria Analitica se revisaron para la notacion

y el orden de los temas; los ejercicios que se tomaron de ellas lo indican en su fuente. Los

ejercicios de lo nuevo del programa 2026 son propios y lo dicen en su fuente («Ejercicio

propio»).

Software

Los recuadros «Con la computadora» usan Python y la biblioteca sympy (software libre,
https://www.sympy.org). Cada resultado del cuaderno se comprobd con algebra
computacional.

Bibliografia del programa

Basica (entre paréntesis, los temas del programa para los que la recomienda)

= Anton, H. y otros. Calculo multivariable. Limusa-Wiley, 2022 (2, 3 y 4).

= Larson, R. y otros. Calculo 2 de varias variables. McGraw-Hill, 2016 (2, 3 y 4).
= Lehmann, C. H. Geometria analitica. Limusa, 2016 (2, 3 y 4).

= Purcell, E. J. y otros. Célculo. Pearson Educacidn, 2024 (2, 3 y 4).
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Apéndice C - Fe de erratas

1 Volver al indice

Ningiin examen usado en este cuaderno tiene resolucién publicada: todas las resoluciones
son propias. Este apéndice solo registra erratas o rarezas de los enunciados (datos que
sobran o faltan, dos respuestas donde se pide una) y como se trataron.

C.1A : Unidad 1 - Parte A - Nimeros complejos

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.1B - Unidad 1 - Parte B - Polinomios

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.2 - Unidad 2 - Algebra vectorial

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.3 - Unidad 3 - Larectay el plano en el espacio

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.4A : Unidad 4 - Parte A - Curvas polares

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.4B - Unidad 4 - Parte B - Curvas en el espacio

Sin erratas registradas en esta unidad.

C.4C - Unidad 4 - Parte C - Superficies cuadricas

Sin erratas registradas en esta unidad.
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De la cartesiana a la vectorial. Se lleva la ecuacion a su forma ordinaria y se escoge
la parametrizacién por la identidad que la cumple: sen? ¢ + cos? ¢ = 1 para el elipsoide,
sec? ¢ — tan? ¢ = 1 para los hiperboloides; en los paraboloides y el cono, r cos y r sen 8
en las dos variables al cuadrado. Cada semieje multiplica a la funcion de su coordenada y
el centro se suma al final. Se comprueba sustituyendo en la cartesiana.

De la vectorial a la cartesiana. Se despejan las funciones de los parametros (cos6,
sen 0, sen ¢, sec, r...) y se eliminan con las identidades, como en una curva en el espacio
(Unidad 4B), solo que aqui hay dos parametros y queda una ecuacion. Luego se identifica
con la tabla de la seccidén 4C.1.6. Para la extension, conviene ver qué valores puede tomar
cada componente: r* > 0, [secg| > 1, —1 < cos ¢ < 1.

Ejemplo resuelto - Elipsoide dado en forma vectorial e hiperboloide en forma cartesiana

Adaptado de: Ejercicio propio (programa 2026, tema 4.3).
a) Identifique la superficie S; : p(6,¢) = (1+2sengcosf, —2+3 sengsend, 4 cosg),
con @ € [0,27) y ¢ € [0, x]. b) Obtenga una ecuacion vectorial y unas ecuaciones

)2 2 2
(x42) +y__(z+1) -1

paramétricas del hiperboloide S, : . 5

Resolucion. )

1. a) Despeje: XT_l = sen¢cosf, % =seng@senb, i = Cos .

2. a) Eliminacién de 6: al sumar los cuadrados de los dos primeros, sen® ¢p(cos? 6 +
sen? §) = sen ¢. De ¢: con el tercero, sen® ¢ + cos? ¢ = 1:

G- G+t 2

Sq
1 4 9 16

=1.

3. a) Identificacidn: tres cuadrados positivos igualados a 1: se cumple la forma del
elipsoide. Centro (1,—2,0), semiejes 2 (paralelo al eje x), 3 (al eje y) y 4 (al eje z);

e[-1,3]l,ye[-51],z € [-4,4].

4. b) Forma: dos cuadrados positivos y uno negativo igualados a 1: hiperboloide de
una hoja de eje paralelo al eje z (la recta x = 2, y = 0), con centro (2,0, —1); los
denominadores de x y y son iguales, asi que es de revolucion.

5. b) Parametrizacién: con sec? p —tan ¢ = 1, XT_Z = secpcosb, % = secpsen0,

z+1
T = tan @:

Sy p0,¢0) = (2+2secocosl, 2secpsend, —1 + 3tang),

conf € [0,2n1)y¢p (—g %) Paramétricas: x = 2+2sec@cosf,y = 2sec ¢ senb,

z=—1+3tane.

4sec® p(cos” 0+sen®d)  9tan’ g
4 9

Resultado: a) elipsoide de centro (1,—2,0) y semiejes 2, 3y 4; b) p(6,¢) = (2 +

2secpcosl, 2secpsend, —1 + 3tang).

6. Comprobacion: =sec’p—tan®p = 1.

Las resoluciones de estos dos propuestos estan en el Apéndice E, seccién E.4C.
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Unidad 4 - Parte C - Superficies cuadricas

Ejercicio propuesto 4C.10.1 - Paraboloide dado en forma vectorial

Adaptado de: Ejercicio propio (programa 2026, tema 4.3).

Obtenga una ecuacion cartesiana de la superficie S : ﬁ(r, 0) = (r cos@, 3+rsen0, 2— rz),
conr >0y 0 e [0,2n), identifiquela y dé el intervalo de variacién de z.

Resultado: x2 + (y— 32=2-z paraboloide circular de vértice (0, 3, 2), eje la recta x = 0,
y = 3, que abre hacia las z negativas; z € (-0, 2].

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 154.

Ejercicio propuesto 4C.10.2 - Ecuaciones vectoriales de un cono y de un hiperbo-
loide de dos hojas

Adaptado de: Ejercicio propio (programa 2026, tema 4.3).

2
Obtenga una ecuacién vectorial de: a) el cono (x — 1)? + o1y _ i; b) el hiperboloide
g n 9 p
2 2
de dos hojas —XIZ - % +22=1

Resultado: a) p(r,0) = (1 +rcosf, —1 + 2rsend, 3r), r €R,0 e [0,27). b) pB,9) =

(2 tancosf, 3tan@send, seC(p), 0elo,2n),pe (—% %) U (% 37”)

— Resolucién en el Apéndice E, p. 154.

4C.11 Con la computadora

El programa revisa el inciso a del segundo ejemplo de la seccién 4C.4: comprueba la
forma con cuadrados completos del paraboloide x? + y% + 4x — 6y — z + 12 = 0 y que una
ecuacién vectorial suya lo cumple para todos los valores de los parametros. Para dibujarla,
sympy.plotting.plot3d_parametric_surface recibe las tres componentes y los
intervalos de r y t (con matplotlib instalada). El programa usa la biblioteca sympy de
Python, que hace algebra exacta (fracciones, radicales, 7): se instala con pip install
sympy y el codigo se copia tal cual.

Con la computadora

from sympy import symbols, cos, sin, simplify, expand

X, Yy, z, ¥, t = symbols("x y z r t")

S = X**2 + y**2 + 4%x - 6%y - z + 12

# completando cuadrados: (x+2)* + (y-3)* =z + 1
assert expand((x + 2)**2 + (y - 3)**2 - (z + 1) - S) ==
# una ecuacidén vectorial del paraboloide circular
p = (-2 + r*cos(t), 3 + r*sin(t), -1 + r**2)
assert simplify(S.subs(dict(zip((x, y, z), p))))

== 0
print("paraboloide circular, vértice (-2, 3, -1)")
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1; (6) Geometria Analitica, 2° final 2014-1, problema 4; (7) Geometria Analitica, 2° final
2013-2, problema 6.

Simulacro 3. (1) Algebra, ler final 2017-1, tipo A, problema 3; (2) Algebra, ler final 2018-2,
tipo C, problema 4; (3) Geometria Analitica, 2° final 2012-2, problema 2; (4) Geometria
Analitica, 2° final 2012-2, problema 4; (5) Geometria Analitica, Serie de ejercicios de curvas
en el plano polar, ejercicio 15; (6) Geometria Analitica, 3er parcial 2006-2, tipo B, problema
1; (7) Geometria Analitica, 2° final 2014-2, problema 6.
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Apéndice B - Examenes

1 Volver al indice

B.1 De donde salen los problemas

Todavia no hay examenes del Plan 2026. Este cuaderno usa los exdmenes de las materias
de los planes 2010 y 2016 que tenian los mismos temas; son los mismos problemas de los
cuadernos de esas materias, donde estan en orden, examen por examen (Apéndice B de
cada uno):

Numeros complejos y polinomios (Unidades 1A y 1B): los finales de Algebra, 17
del Plan 2010 (2010-1 a 2014-1) y 41 del Plan 2016 (2016-2 a 2026-1). En cada final, el
problema 2 o 3 (complejos) y el 3 o 4 (polinomios).

Algebra vectorial y recta y plano (Unidades 2 y 3): los 9 finales de Geometria Analitica
del Plan 2010 (2012-1 a 2014-2) y los problemas de geometria de 39 finales de Calculo y
Geometria Analitica del Plan 2016 (2016-1 a 2026-2), ademas de dos parciales de 2005-2.
Curvas polares, curvas en el espacio y superficies (Unidades 4A, 4B y 4C): los 9
finales de Geometria Analitica del Plan 2010 y un parcial de 2006-2.

Lo nuevo del Plan 2026 (las coordenadas polares como sistema de referencia y las
cuadricas en forma vectorial y paramétrica): ejercicios propios, marcados «Ejercicio
propio».

B.2 Simulacros

Cada simulacro reune ejercicios propuestos en el orden de los temas del programa 2026:
siete problemas, uno por parte del cuaderno. Resuélvelo en 2 horas, sin calculadora
y sin ver el cuaderno; después calificalo con las resoluciones del Apéndice E. Es una
aproximacion: el examen 2026 puede traer otra cantidad de problemas.

Simulacro 1 2 3 4 5 6 7

1 1A.6.1 1B.6.6 271 3.6.1 4A6.2 4B.6.1 4C.6.1
2 1A.64 1B.6.1 273 364 4A63 4B6.2 4C.64
3 1A.65 1B.6.5 272 3.6.2 4A64 4B.65 4C.6.5

Las columnas son los temas: (1) complejos; (2) polinomios; (3) vectores; (4) recta y plano;
(5) curva polar; (6) curva en el espacio; (7) superficie.

Simulacro 1. (1) Algebra, ler final 2014-1, tipo A, problema 2; (2) Algebra, ler final 2014-1,
tipo A, problema 3; (3) Geometria Analitica, 2° final 2012-1, problema 2; (4) Geometria
Analitica, 2° final 2012-1, problema 4; (5) Geometria Analitica, 2° final 2013-1, problema

1

(6) Geometria Analitica, 2° final 2012-1, problema 6; (7) Geometria Analitica, 2° final

2013-2, problema 5.

Simulacro 2. (1) Algebra, 2° final 2013-2, tipo A, problema 2; (2) Algebra, 2° final 2013-2,
tipo B, problema 3; (3) Geometria Analitica, 2° final 2013-2, problema 2; (4) Geometria
Analitica, 2° final 2013-2, problema 3; (5) Geometria Analitica, 2° final 2014-2, problema
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Apéndice A - Formulario

1 Volver al indice

El examen no permite formulario ni calculadora. Este apéndice retine los formularios de
todas las unidades, en el orden del cuaderno, para repasarlos y escribirlos de memoria.
Los valores exactos de los angulos notables estan en la seccion 0.6.3.

A.1 Numeros complejos (Unidad 1, Parte A)

z=a+bi=rcisd =ré?;r =a? +b% a=rcosh, b=rsenb.
i" depende del residuo de n entre 4; cis 0 = cis(6 + 360°k); —r cis 6 = r cis(6 + 180°).
Z = a—bi = rcis(—0); 2z = 2% |z125] = |z1]|23-
ry cis @y - ry cis Oy = ryry cis(0; + 0,); ndsh _n cis(6; — 0,).
1y cis 6, Ty
(rcisO)" = r" cisnf.
YrcisO = Yrcis @,k =0,..,n—1.
wP/4 = ¢ = w=4cd.
a+bi=c+disiysolosia=cyb=d.
1+i=+2cis45% 1 ++/3i = 2cis60°; v/3 +i = 2cis 30°.

A.2 Polinomios (Unidad 1, Parte B)

Algoritmo de la divisién: p = d q + r. Residuo: p(c). Factor: p(c) = 0 siy solosix —c¢
divide a p.

Grado n: n raices en C con multiplicidad; p(x) = a,(x — aq) -+ (x — ).

Coeficientes reales: a + bi en pareja; (x — a)® + b es factor.

divisores de q,

divisores de a, ’

Descartes: positivas < cambios de p(x); negativas < cambios de p(—x); bajan de 2 en 2.
Cota superior: ¢ > 0 con renglén de la division sintética sin negativos.

Coeficiente principal 1: suma de raices = —a,_q; producto = (—1)"q.

—h4+p2—
W. Bicuadrado: u = x¥.

Raices racionales: +

Férmula general: x =

A.3 Sistemas de referencia y algebra vectorial (Unidad 2)

(r,0) = (r,0 + 360°k) = (—r,0 + 180° + 360°k); el polo es (0,0) para todo 6.
x =rcosf,y=rsen0, r2=x%+ yz, tand = 2 (en el cuadrante del punto).
Simétrico de (r, 0): eje polar (r, —0); recta a 90° (r, 180° — 6); polo (r, 6 + 180°) = (—r,0).
Distancia entre vectores (o entre puntos): d(A, B) = b —d|.
AB=B-A W=+ +¥ 0= I_;\ - punto medio %(A+B).
Cosenos directores: (cos a, cos f§, cosy) = ¥, cos? a + cos® f + cos?y = 1.
d-b=ab; +ayby + asbs = |d|lblcosf@-d Lb < d-b=0.
i b7
b

compzaz a;—b~comp55= e

[b]
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Lotk I R .
axb=la; ay as|-laxb|=alblsend-d|b < axb=0.
by by b3

Areas: paralelogramo |d x E| triangulo %|Z§ X A-C>| por diagonales %|le X 32|
Volimenes: paralelepipedo |4 - (b x 0)|; tetraedro é|;1§ - (AC x AD)|; coplanares si el
producto mixto es 0.

Paralelogramo ABCD: D = A+C— B; pie de la perpendicular de Ba AC: A+comp4z AB,
simétrico de P respecto a M: 2M — P.

A.4 Larectay el plano en el espacio (Unidad 3)

Recta: p = py + ti - x;x" = % = % - general: 4 = 11y x iy,

Plano: Ax + By+Cz+ D =0,1= (A,B,C)-ﬁ:ﬁo-krﬁ—ksz,ﬁ:&’xz.
Paralelas: u; x iy = 0 - perpendiculares: u; - ti; = 0 (igual con normales). Recta || plano:

-

i-n=0;recta L plano: i xn = 0.

Angulos: cos 0 = \‘;'tll'lzgll (rectas o normales) - recta—plano: sen ¢ = %
11142
_ |Axp+Byp+Czp+D| _ |P,Oxill
d(Q,m) = I -d(Q,L) = T
d(Li,Ly) = W - planos paralelos: %.
1742

R
Posicion de dos rectas: #; x i, = 0 paralelas; si no, producto mixto = 0 se cortan, # 0 se
cruzan.

Pii

Pie en una recta: t = o

- simétrico: Q' = 2M — Q.

A.5 Curvas polares (Unidad 4, Parte A)

(r,0) = (r,0 + 360°k) = (—r, 0 + 180° + 360°k); el polo es (0, 0) para todo 6.
x =rcosb, y=rsenb, r2=x%+ yz, tan@ = % (en el cuadrante del punto).

Simétrico de (r, 0): eje polar (r, —0); recta a 90° (r, 180° — 6); polo (r, 6 + 180°) = (—r,0).

Pruebas de simetria: eje polar § — —0 o (—r,180° — 0); recta a 90° 6 — 180° — 6 o
(=r,—6); polo r — —r 0 0 + 180°. Suficientes, no necesarias.

. . a a . a
r = acos 0: circunferencia de centro (E’ 0); r = asen0: centro (0, 5); radio %
r =a =+ bcos0 (o sen): cardioide si a = b, caracol con lazo sia < b.

r = asennb, acos nf: n pétalos (n impar) o 2n (n par), de longitud |a].

r? = +a® cos 20, r? = a® sen 20: lemniscata; existe donde el lado derecho es > 0.

r=—2 6L __.focoenel polo; e < 1 elipse, e = 1 parabola, e > 1 hipérbola.
1+ecos® ~ 1tesenf

A.6 Curvas en el espacio (Unidad 4, Parte B)

Vectorial p(t) = (x(t), (@), z(t)) < paramétricas x = x(t), y = y(@), z = z(¢).
Cartesianas de una curva plana: dos ecuaciones, la cénica y el plano (z = k).

sen? t+cos’t = 1-sec?t—tan’t = 1-csc? t—cot?t = 1-cos 2t = 1—-2sen’t = 2 cos? t—1
-sen2t = 2sentcost.

(cost + sent)? + (cost — sent)? = 2.

Elipse:u = h+acost,v = k+bsent - hipérbola: u = h+asect,v = k+btant - parabola
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2
(w-h?=ap(v—k):u=h+2t,v=Fk+ %
Elipse ¢? = a? — b?; hipérbola ¢? = a® + b?, asintotas v — k = ig(u — h) (eje focal en u).
Intervalo paramétrico: dominio comun (\[ > 0; % > 0; tan,sec: t # % + km;

cot,csc: t # k).
Extension: recorrido de x(t), y(¢), z(t) en el intervalo; 0 < sen®t < 1, |sect| > 1.

A.7 Superficies cuadricas (Unidad 4, Parte C)

Cilindro: p(6, s) = §(0) + s4. Cono: p(0,s) = v + s(q(6) — ¥).
Directriz: elipse (h+a cos 6, k+bsen 0, I); hipérbola Z—ZZ — );—; =1:Y =asecO, X = btanf.

Eliminar: s de la coordenada del plano de la directriz; 6 con cos?6 + sen’d = 1 o
sec?f —tan?6 = 1.

2
Completar cuadrados: ax® + dx = a (x + 2%) - Z_Z
+ 4+ + = 1elipsoide - + + — = 1 una hoja (eje: el =) - + — — =1 dos hojas (eje: el +)

- signos mixtos = 0 cono.

Dos cuadrados = lineal: mismo signo, paraboloide eliptico; signos contrarios, parabo-
loide hiperbélico.

Falta una variable: cilindro paralelo al eje de esa variable. + + = 0: recta; ++ = —1:
vacio.

Identificar: nombre, centro o vértice, eje, semiejes, trazas, extension, simetrias.
Extension: elipsoide [k — a, h + al; dos hojas |z — I| > ¢; paraboloide eliptico, la variable
lineal de un solo lado del vértice; paraboloide hiperbdlico, todas las variables en R.
Vectorial de una cuadrica con centro (h,k,I): elipsoide (h + asengcosf, k +
bsen¢sen0, I+ccosp); unahoja (h+asec ¢ cos b, k+bsecpsen0, I+ctan ¢); dos hojas
(h+atang@cos0, k+btan ¢ sen 6, [+c sec p); paraboloide (h+ar cos 0, k+br sen 0, 1+r%);
cono (h+ arcos®, k+ brsen0, |+ cr).
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1.

2. Angulo recta-plano: sen 60° = ~— =

Datos: % = (h,0,v3); 7: x =1, conn = (1,0,0).

V3 |hl

2 n2+3

3. Ecuacion: 3(h* +3) = 4h> = h> =9 = h = 3.

Ejercicio 3.6.4 «— volver

1.

Datos de L: % =x—-1:L: x—-1= yf? =z, Py(1,-5,0), 4 = (1,-3,1).

2. Normal: N es perpendicular a (el plano contiene a L) y a v:

gk
N=|1 -3 1/=(-24-5 3-8, 5+9)=(-29,-5,14).
3 5 8

3. Ecuacion: con (29,5, —14) y Py: 29(x—1)+5(y+5)—14z = 0, es decir, 29x+5y—14z—4 =

0. Comprobacion: (29,5,—14) - (3,5,8) = 87 + 25 — 112 = 0.

Ejercicio 3.6.5 «— volver

1.

Recta: 4 = (1,3,0) x (0,0,1) = (3,—1,0); con y = 0: x = 2, punto (2,0,7). L: x =
2+3t, y=—t, z=17.

Sustitucion: —2(2 + 3t) — 6(—t) + 6(7) = —4 — 6t + 6t + 42 = 38: queda 38 = 38 para
todo t.

Conclusién: todo punto de L est4 en 7 (ademés #i-71 = —6 + 6 + 0 = 0). La interseccién
eslarecta L.

Ejercicio 3.6.6 <« volver

1.

Interseccion: 3 — 2ty = —1 —ty, —1 +tyy = =3 + ty, 2ty = —4 + 2ty. De la segunda,
tN =ty + 2; la tercera queda 2t); = 2ty (se cumple siempre); la primera da 3 — 2t =
=3 =ty by = 6, iy = 8.

Punto: A(3 — 12, =1+ 6, 12) = (=9,5,12); en N: (=1 — 8, =3 + 8, —4 + 16), el mismo.
Plano paralelo: misma normal (5,—1,2): 5x—y+2z+D = 0 con —45—5+24+ D = 0,
D = 26.

Ejercicio 3.6.7 «— volver

1.

Normal de 7,: (4,0,—2) x (—4,8,0) = (16,8,32), 0 (2,1,4): es la de 7y, asi que son
paralelos.
Ecuacion de 7y: por (0,0,2) (conr =s=0): 2x +y + 4z = 8.
) ) 16 — 8] 8 821
Distancia: d = = —=—

Jiritie 21 21

Ejercicio 3.6.8 « volver

1.

a) Por el origen, conayO—Bz p=r(-1,1,1) + s(1,-2,0).

=(0+2,1-0,2-1)=(2,1,1), m:2x+y+z=0.

S =’
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Comprobacion: —2+14+1=0y2-2+0=0.

6+0—1
2. b)dzgzi:ﬂ.
V6 J6 6
3. ¢) Direccién 71 = (2,1, 1), por C: xT—B = % = Z-;l

«— volver

Ejercicio 3.6.9

1. a)Paralelos: (1, f, 1) = k(3,—1, 3); de la primera componente k = %, yp= —%. Contiene
al origen: D = 0.
-9
2. b)d:#:l:@_
Jo+1+9 19 19
3. ¢) Punto de my: (3,0,0). Dos vectores perpendiculares a (3,-1,3): (1,3,0) y (0,3,1)

(3-3=0,-3+3=0).7: p=(30,0)+r(1,3,0) +5(0,3,1).
4. d) Direccion (3,—-1,3), por A: x =3t, y = —t, z=3+3t.

Ejercicio 3.6.10

«— volver

1. a) Direccién 11y = (2,3,4), por A: ad ; 2 _ =

—4+3+8-8
2 byd= 2388 1 V29

Jito+16 V29 29
3. ¢) Vectores de my: (2,3,4) y AB = (—4,0,3) (no paralelos). Por A: x = 2 + 2r — 4s,
y=14+3r,z=—-14+4r+3s.Conr =0, s = 1 se obtiene B.

Ejercicio 3.6.11

<« volver

1. a)ny -1y = 1+ 2 — 3 = 0: los planos son perpendiculares, § = 90°.

i] ok
2. Direccion: iy xny ={1 -2 3|=(2+3,3+1, -1+2)=(54,1).
1 -1 -1

3. Punto: conz = 0: x—2y = 1, x —y = —1; restando, y = —2, x = —3. (-3, —2,0) cumple
las dos.
4. b)L: x=-3+5t, y=—-2+4t, z=t.

«— volver

Ejercicio 3.6.12

1. Normal de 7,: (—3,3,0) x(—2,0,2) = (6,6,6),0(1,1,1). Por (4,0,0): 15 : x+y+2z =14
(sumando las paramétricas: x + y + z = 4).

2. a)(3,2,1) y (1,1, 1) no son proporcionales: no se cumple el paralelismo. Los planos se
cortan en una recta y la distancia entre ellos es 0.

3. b) Paralela a los dos planos: direccién perpendicular a las dos normales,

i=03,21)x1,1,1)=(2-1,1-3,3-2)=(1,-2,1).

L:x=2+t y=3-2t,z=-1+t.
|D1—Dy|
[

Observacion. La férmula solo vale para planos paralelos; aplicarla aqui da un

ndmero sin sentido.

146

Apéndice E - Resoluciones de los ejercicios propuestos

«— volver

hojas

1. a) Vértice (1,—1,0) y eje paralelo al eje z. Con § = r, el primer miembro debe valer

2 2 2
r2:x—1=rcosb, A r sen 0. Comprobacion: r2cos? 0 + w =7 = %. Con
r < 0 se obtiene la hoja de abajo.
2 2
2. b) Escrita como Zz_<xz + y?) = 1, se usa sec? (p—tan2 @ =1:z=secep, % = tan¢cos6,

%/ = tan ¢ sen §. Comprobacién: sec? ¢ — tan? ¢p(cos? 6 + sen?§) = 1.
3. Cong e (—% %) secy > 1: la hoja de arriba (z > 1); con ¢ € (g 37”
de abajo (z < —-1).

), secp < —1:la
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1. Centro de cada circunferencia: el punto de L con parametro ¢, (1,1 + ¢, 1); su plano
esy =1+t paraleloay=0.

2. Circunferencia en ese plano: se suma 3cosf a x y 3senf a z (las dos coordenadas
del plano).

3. Ecuacién vectorial: p(0,t) = (1 +3cosf, 1+¢, 1+3send) = (1+3cosf, 1, 1+
3senf) +1(0,1,0): directriz en y = 1y generatrices paralelas a j.

4. Cartesiana (no se pide): (x — 1)? + (z — 1)? = 9, cilindro circular recto de eje L.

«— volver

Ejercicio 4C.6.8

2 2
2 _ x? - % = 1: hiperboloide de dos hojas de eje z, vértices

1. Forma ordinaria: z
(0,0, +1).

2. a) Trazas: plano XZ (y = 0): hipérbola z? — XTZ =1, de eje focal z; plano YZ (x = 0):
hipérbola z2 — y; =1

3. b) Valores de z: el primer miembro de la ecuacién dada es > 0, asi que z> — 1 > 0:
z € (—o0,—1] U [1, ).

4. ¢) Curvaenz = /2: x; + y; = 2—1 = 1, una elipse de semiejes 2 y 3 en el plano
z =+2: p(t) = (2cost, 3sent, v/2),t € [0,27).

Ejercicio 4C.6.9

«— volver

1. a) (x + 1)(x + 2) = 0: solo aparece x, con un cuadrado igualado a constante. Caso
degenerado de la tabla 4C.1.6: dos planos paralelos x = —1 y x = —2, perpendiculares
al eje x.

2. b) (x — 1)? + y* + (z + 1)% = 1: tres cuadrados con coeficiente 1 igualados a 1: esfera
de centro (1,0,—1) y radio 1; x € [0,2], y € [-1,1], z € [-2,0].

3. ¢) y? + 2% = 2x?: tres cuadrados con signos mixtos igualados a cero: cono circular de
vértice en el origen y eje x (la variable de signo solitario). Trazas x = k: circunferencias
de radio v/2 |k|; planos y = 0y z = 0: rectas z = =2 x y y = +/2 x.

4. d) z + 4 = y2 — x%: dos cuadrados de signo contrario y variable lineal: paraboloide
hiperbélico con punto silla (0,0, —4) y eje paralelo a z. Plano x = 0: pardbola z+4 = y?,
abre hacia arriba; plano y = 0: z + 4 = —x2, abre hacia abajo.

Ejercicio 4C.10.1 - Paraboloide dado en forma vectorial « volver

1. Despeje: x = rcosf, y — 3 = r sen; sumando los cuadrados, x* + (y — 3)? = r2.

2. Eliminacién de r: de la tercera, r* = 2 — z. Entonces x> + (y —3)> =2 — z.

3. Identificacién: dos cuadrados del mismo signo igualados a un término lineal en z: se
cumple la forma del paraboloide eliptico; los coeficientes de los cuadrados son iguales:
paraboloide circular. Vértice (0, 3, 2); eje la recta x = 0, y = 3, paralela al eje z.

4. Extension: el primer miembro es > 0, asi que 2 — z > 0: z € (—o0,2] (también

z2=2-r2< 2); abre hacia las z negativas. Las trazas z = k < 2 son circunferencias de
centro (0,3,k) y radio v2 — k.

Ejercicio 4C.10.2 - Ecuaciones vectoriales de un cono y de un hiperboloide de dos
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Ejercicio 3.6.13 <« volver
La)2(1+20)—-32—-t)+2(-2t) =3t—4=-7,t = —1: P(~1,3,2).
2. b) Paraun punto de L: 2x — 3y + 2z + 7 = 3t + 3, y || = V17

I3t+3 3

—— =— = |t+1|=1 = t=00t=-2.

V17 V17

3. Puntos: t = 0: 0(1,2,0); t = —2: Q(—3, 4, 4). Basta dar uno.
Ejercicio 3.6.14 « volver

1. Datos: 2 — z = %: Pr(—3,-18,2), i = (2,6,-1). @ = x — 4: Pg(4,—8,-5), iy =
(1,2,0).
2. Producto cruz: iy xtig = (0 +2, =1 -0, 4 — 6) = (2,—1,—2), de mbdulo 3.
3. a) PPg = (7,10,=7); (7,10,=7) - (2,—1,—2) = 14 — 10 + 14 = 18 # 0: se cruzan, y
d=2 -
[2+12+0] _ 14 _ 144205
4. b) cos = = =
V415 V205 205

Ejercicio 3.6.15

1. Recta: 2"%18 = "T‘g: Py(9,8,6), 4 = (3,1,0); B(t) = (9+ 3t, 8 +1, 6).

2. Distancia: @ =(10+3t 5+t 2)y |@§|2 =09

-3

<« volver

(10432 +(G+1)>+4=9 = 102 +70t+120=0 = t* +7t+12=0.

3. Soluciones: t = —3: B(0,5,6); t = —4: B(-3,4,6). Comprobacion: §§ = (1,2,2) y
(=2,1,2), los dos de médulo 3.

<« volver

Ejercicio 3.6.16

1. Normal: el plano es perpendicular a L: 1 = (3, —2,6), || = /9 + 4 + 36 = 7. El plano
es3x —2y+6z+D=0.

D
2. Distancia al origen: g =7= D =+49.

3. Planos: 3x — 2y + 6z —49 = 0 0 3x — 2y + 6z + 49 = 0; cualquiera de los dos responde.

E.4A - Unidad 4 - Parte A - Curvas polares

<« volver

Ejercicio 4A.6.1

1. a) Cy: circunferencia por el polo (r = asen#, a = 2), de centro (0, 1) y radio 1.

2. a) Sustitucion: 0 = 90°: r = 2, punto (2,90°); 6 = 270° : r = —2, punto (-2, 270°),
que es el mismo (2, 90°).

3. a) Polo:r = 0 en § = 0°: el polo est4 en C; y en la recta. Son dos puntos: el polo y
(2,90°).

4. b) Identificacién: r> = a® cos 20 con a = 2: lemniscata de lazos sobre el eje polar.
Existe para cos 26 > 0: —45° < 6 < 45° y 135° < 6 < 225°.
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5. b) Puntos: § = 0°: r2 = 4,r = +2: (2,0°) y (—=2,0°) = (2,180°). = 30°: r? =
4cos60° =2, (v/2,30°). En 0 = 45°,r = 0.

6. b) Bosquejo: § — —0 y r — —r no cambian la ecuacion: simétrica respecto al eje polar
y al polo (y, por tanto, a la recta a 90°). Se dibuja el lazo de 0° a 45° y se refleja.

e
r:25en9/’

eje polar

(2,180%) (2,07

Ejercicio 4A.6.2

«— volver

1. a) Prueba 1(0 — —6):r = 2+ 2 cos(—60) = 2+ 2 cos 0. No cambia: es simétrica respecto
al eje polar.

2. b) Sustitucion: = 0° : r = 4, punto (4,0°); 0 = 180" : r = 0, el polo.

3. b) Polo y valores negativos: r = 0 solo en 6 = 180°, y r > 0 siempre: no hay mas
puntos. En cartesianas, (x2 + y2 - 2x)2 =4 (x2 + yz) cony=0da xz(x - 2):Z = 4x?,
x=0o0x=4.

4. ¢) Identificacion: r = a + bcosf con a = b = 2, es decir, una cardioide. Tabla:
0 =10°,60°,90°,120°,180° dan r = 4, 3, 2,1, 0; la mitad de abajo es el reflejo. Es la curva
del inciso a del ejemplo 4A.4 (figura de esa seccion).

Ejercicio 4A.6.3

«— volver

1. a) Sustitucion: 0 = 0°: r = 1, punto (1,0°); 6 = 180° : r = —1, punto (-1, 180°), que
es el mismo (1,0°).

2. a) Polo: r = 0 en 6 = 90°: el polo esta en C. Intersecciones: (1,0°) y el polo.

3. b) Prueba 1(r — —r): —r = cos 6. Cambia. Prueba 2 (6 — 0+180°):r = cos(6+180°) =
— cos §. Cambia. Las pruebas no deciden.

4. b) Contraejemplo: (1,0°) esta en C; su simétrico respecto al polo es (1, 180°) = (—1,0°).

Con (1,180%): cos 180° = —1 # 1;con (—1,0°): cos 0° = 1 # —1. No es simétrica respecto
al polo.

2

2
5. ¢) Cartesiana: r? = rcosf = x2 + y? = x = (x— %) +y? = 711. Multiplicar por r

no agrega puntos: el polo ya estaba en C. Circunferencia de centro (% 0) y radio %
tangente a la recta a 90° en el polo.

«— volver

Ejercicio 4A.6.4

1. Nombre:r = a+ bsenf cona = 10 < b = 15: caracol con lazo interior, simétrico
respecto a la recta a 90° (9 — 180° — 0 no cambia la ecuacion).
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= Punto silla (1, 2,0); eje paralelo a x (la recta y = 2, z = 0).
= Trazas: plano y = 2, parabola x— 1 = z2, abre hacia x positivo; plano z = 0, parabola
x—1= —%(y — 2)?, abre hacia x negativo; plano x = 1, rectas z = i\/%(y —-2).
= Extension: x,y,z € R.
3. ¢) Pasando —22? al primer miembro: x? + y? + z2 = 2. Tres cuadrados con coeficiente

1 igualados a una constante positiva: esfera de centro (0,0,0) y radio v2; x,y,z €
[—V2,V2].
Ejercicio 4C.6.5

«— volver

2
1. a) Completar cuadrados: 2 (x2 + %) =2 (x + i) - % yyt-2y=(@-12-1

1)2 (’”i)z G-1> 2
2(x+z) +(y—l)2+222:% -

17/16 17/8  17/16
Tres cuadrados positivos igualados a 1: elipsoide; los denominadores de x y z son
iguales: de revolucién alrededor de la recta x = —i, z = 0 (paralela a y).
= Centro (—i, 1, 0); semiejes g (enxyenz)y, /%7 = % (en y).
2
= Trazas: plano y = 1, circunferencia (x + i) +22 = %; planos x = —}} yz=0,
elipses.
omi x| 1T 1, T L, ] [T T
-Extensmn.xe[4 oL 4+4],y€[1 4,1+4],z€[ et

G+ (x-2° (z-1)

2. b)

2
cero: cono; los denominadores de x y z son distintos: cono eliptico.
= Vértice (2,—1,1); eje larecta x = 2, z = 1, paralela a y (la variable de signo solitario).

2 2 2
= Trazas: y = k = —1, elipses (x—22) + (2_41) = (kzl)

+(x — 2); plano x = 2, rectas z — 1 = =2 (y + 1).
= Extension: x,y,z € R.

2 2
3. ¢)(x+1)%+ y? - % = 1. Dos positivos y uno negativo igualados a 1: hiperboloide

= 0. Tres cuadrados con signos mixtos igualados a

;planoz = 1, rectas y + 1 =

de una hoja.
= Centro (—1,0,0); eje larecta x = —1, y = 0, paralela a z.
2
» Trazas: plano z = 0 (garganta), elipse (x + 1)? + yT = 1; plano x = —1, hipérbola

22

y% — 2% = 4; plano y = 0, hipérbola (x + 1)? — T =1L

= Extension: x,y,z € R.

Ejercicio 4C.6.6

1. Directriz: circunferencia de radio V2 en y = 0: g(8) = (V2 cos 6, 0, V2 send).

2. Ecuacién vectorial: p(0,s) = (0,1,0) + s(v2cos 0, —1, V2sen®), 0 € [0,27), s € R.
3. Eliminacién: y =1 —s = s = 1 — y; x> + 2% = 25%(cos?  + sen? §) = 25,

4. Ecuacién cartesiana: x? + z% = 2(y — 1)2: cono circular de vértice (0, 1,0) y eje y.

«— volver

Ejercicio 4C.6.7

<« volver
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2. a) Ecuacidn vectorial: las generatrices son paralelas al eje:
p(0,5) = (2cosf, 2senb, 3) +s(-1,2,1), 0€[0,2r), s€R.
3. Paramétricas: x = 2cosf —s,y = 2senf + 2s,z =3 +s.

o s x+s x+z-3
4. Eliminacion: s = z — 3; cosf = - =

y—2s y-—2z+6
;senf = = 5 .
5. b) Ecuacién cartesiana: (x + z — 3)2 + (y — 2z + 6)? = 4; desarrollada, x? + y? + 52% +
2xz —4yz — 6x + 12y — 30z + 41 = 0.
6. Comprobacion: con z = 3 queda x% + y? = 4.

<« volver

Ejercicio 4C.6.3

+172 P
1. a)(x+1)2—1+8y2:23=>u+y—

= 1. Falta z y los dos cuadrados son
positivos: se cumple la forma del cilindro eliptico; no es elipsoide.

= Eje:larecta x = —1, y = 0, paralela al eje z; generatrices paralelas a k.

= Directriz: elipse de centro (~1,0,0) en z = 0, semiejes 2v/6 (en x) y v/3 (en ).

= Extension: x € [-1 — 26, -1+ 2V6], y € [-V3,4/3],z € R.

—1)2 +22 2
zbﬂx—nz+xy+mz+w2:9=>g—ll £1§2—+5

positivos igualados a 1: elipsoide; denominadores de y y z iguales: de revolucion

alrededor de larectay = -2,z = 0.
= Centro (1,-2,0); semiejes 3, v/3, /3.

= 1. Tres cuadrados

12
= Trazas: plano x = 1, circunferencia (y + 2)? + z? = 3; plano z = 0, elipse % +
o+ _
3
» Extension: x € [-2,4], y € [-2 —+/3, =2+ /3], z € [-/3,4/3].

x? yz z
R — + —_
25/2  25/3 5
igualados a 1: hiperboloide de una hoja.

= Centro en el origen; eje y.

2

3. ¢)2x? —3y? + 522 = 25 = = 1. Dos positivos y uno negativo

= Trazas: plano y = 0 (garganta), elipse 2x? + 5z% = 25, de semiejes %E y +/5; planos
x =0y z =0, hipérbolas.
= Extension: x,y,z € R

«— volver

Ejercicio 4C.6.4

2 _3)?
1 a) (xJ;Z) L=
hiperboloide de una hoja.
= Centro (—2,3,1); eje larecta x = —2, y = 3, paralela a z.

2 —2)2
@ + @ = 1, semiejes v/2 y 2; planos

(z — 1)? = 1. Dos positivos y uno negativo igualados a 1:

= Trazas: plano z = 1 (garganta), elipse
x = —2y y = 3, hipérbolas.
= Extension: x,y,z € R

2. b) Multiplicando por 4 y despejando la variable lineal: x — 1 = 22 — ;—l(y - 2)2. Dos

cuadrados de signo contrario igualados a una variable lineal: paraboloide hiperbélico.
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2. a) Pruebas: 0 - —0dar =10—-15senf;r - —r,0 — 180° —0 da —r = 10 + 15sen 6.
Las dos cambian.

3. a) Contraejemplo: (25,90°) estd en la curva. Su simétrico es (25,270%): 10 +
15sen270° = —5 = 25; con (—25,90°): 10 + 155en90° = 25 # —25. No es simé-
trica respecto al eje polar.

4. b) Eje polar: 6 = 0°: r = 10; 6 = 180° : r = 10. Puntos (10,0°) y (10, 180°).

5. b) Recta a 90°: 0 = 90° : r = 25; 0 = 270° : r = —5. Puntos (25,90°) y (—5,270°) =
(5,90°): este es el extremo del lazo interior.

6. b) Polo:r = 0 < senf = —%, que tiene dos soluciones en el tercer y cuarto

cuadrantes (6 = 180° + ang sen % y 0 = 360° — ang sen %) El polo pertenece a la curva
y a las dos rectas.

2
7. b) Comprobacién en cartesianas: r> = 10r + 15rsenf = (x2 +y% - 15y)" =

100 (x* + y%). Con y = 0: x* = 100x?, x = 0,£10. Con x = 0: y*(y — 15)* = 100y?,
y =0,y =50y = 25. Coinciden.

(25,90%)

eje polar
(10,180°) (10,0%)

E.4B - Unidad 4 - Parte B - Curvas en el espacio

Ejercicio 4B.6.1

«— volver

1. Simplificacion: ﬁ = 4 sen 0, definida solo si sen # 0 (csc O no existe en 6 = k).
Paramétricas: x = =1+ 2cosf, y =5,z =3 + 4senb, 0 # kr.
2. a) Identidad: cos @ = XTH send = %; con sen® 0 + cos? 0 = 1:

(x +1)? N (z —3)? _
4 16

C: 1, y=5.
3. b) Identificacidn: elipse en el plano y = 5, centro (—1, 5, 3), eje mayor paralelo al eje
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z;a=4,b=2c=+16—-4 = 23. Vértices (-1,5,7) y (~1,5,—1); extremos del eje
menor (1,5,3) y (=3,5,3); focos ( — 1,5,3 + 24/3).

4. Puntos excluidos: en 0 = 0 y 0 = 7 la ecuacion vectorial no esta definida; esos valores
darian (1,5,3) y (=3, 5, 3), los extremos del eje menor. La curva es la elipse sin esos dos
puntos.

5. Bosquejo: en el plano vertical y = 5 (paralelo al plano XZ), una elipse alargada en la
direccion de z,de z = —1az =7y de x = —3 a x = 1, con puntos vacios en (1,5,3) y
(=3,5,3).

Ejercicio 4B.6.2

«— volver

1. a) Paramétricas: x = -3,y =2-5 sen? t,z =4 — 3 sent. Las tres funciones existen
para todo real: el intervalo paramétrico est € R (cont € [—%, %] se recorre la curva
una vez).

2. b) Despeje: sent = 4;32; sustituyendo en y:

-4y
9

y=2-5 -92=-2(y-2).

Cartesianas: (z — 4)? = —g(y —2), x = —3. Es una parabola en el plano x = —3, vértice

(=3, 2,4), eje paralelo al eje y, abre hacia las y negativas (4p = —g, p= —% .

3. Intervalodez: -1 <sent<1=-3<-3sent<3=z€[1,7]

. Intervalo de y: 0 < sen’t < 1= —5< —5sen’t < 0= y € [-3,2].

5. Recorte: solo se recorre el arco de la parabola entre (—3,—3,1) y (—3,-3,7), que pasa
por el vértice (=3, 2, 4).

'S

«— volver

Ejercicio 4B.6.3

1. a) sen 20 y cos 0 existen para todo real: 6 € R. Las dos funciones tienen periodo que
divide a 27, asi que 0 € [0, 27r) recorre la curva una vez.

2.b)—1<sen20<1=>x€(2,4];-1<cosf<1=z€[-1,1]. (Ademéas y = —-7.)

3. c¢) Despeje: x —3 = sen20 = 2senfcosf y cosf = z. Al elevar al cuadrado y usar
sen? = 1 — cos? 6:

(x —3)? = 4sen®fcos’ 6 = 4(1 - zz)zz.

Cartesianas: y = =7, (x — 3)% = 422(1 - zz).

4. Observacion: la ecuacion es de cuarto grado: no es una cénica. Es una curva cerrada
en forma de ocho en el plano y = -7, que se cruza en (3,-7,0) (0 = g yo= 37”). El
problema no pide identificarla.

Ejercicio 4B.6.4

«— volver

1. a) Condiciones: 9 —t > 0 = t < 9; la raiz de z esté en el denominador: t + 16 > 0 =
t > —16. Intervalo paramétrico: ¢ € (—16,9].

2. b) x: 9 — t recorre [0, 25) (vale 0 en t = 9y se acerca a 25 cuando t — —16%), asi que
Jo—te[0,5)y x € [-3,2). El 2 no se alcanza porque t = —16 est excluido.
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3. z:t + 16 recorre (0,25], vt + 16 € (0,5] y z =

es decreciente: z = 2 ent = 9 y
t+16 5

z — oo cuando t —» —16™. Entonces z € [EOO)
4. Observacion: la curva esta en el plano y = —1y y toma solo ese valor.

Ejercicio 4B.6.5

<« volver

1. a) En [—Z, E], cost vade 0alyregresaa0: 0 < cost < 1, asi que z € [0,2]. (Y
sent € [-1,1] da y € [-2,2].) R

2. b) Vectorial: p = (-1, 2sent, 2cost) = (=1,0,0) + 2sentj+ 2costk,t € [—% %]

3. ¢) Cartesianas: sent = %, cost = %; con sen?t + cos?t = 1: yz +2%2= 4, x = —1,con
z2>0.
4. Identificacién: semicircunferencia en el plano x = —1, de centro (—1,0,0) y radio 2:

la mitad con z > 0, de (—1,—2,0) a (-1, 2,0) pasando por (—1,0, 2).

<« volver

Ejercicio 4B.6.6

l.a)x=8,y=2tz= %

2
y/2
3. ¢) % exiget # 0:t € (—00,0) U (0, 0).

4. Identificacion: hipérbola equilatera en el plano x = 8, con centro (8,0, 0) y asintotas
las rectas y = 0y z = 0 de ese plano. Sus vértices estan sobre larecta y = z: (8,2,2) y
(8,-2,-2);a= 242. Con t > 0 se recorre la rama con Y,z > 0;cont < 0,laotra.

2. b) Eliminacion: t = £ y z = = 2 Cartesianas: yz=4,x=38.
2 y

E.4C - Unidad 4 - Parte C - Superficies cuadricas

Ejercicio 4C.6.1

<« volver

1. Directriz: g(0) = (-2 + 2cos0, 1+ 3sen0, 0).

2. Direccion: g(0) —v = (=5 + 2cos 0, 3+ 3send, —7).

3. Ecuacién vectorial: p(0,s) = (3,—2,7) + s(=5 + 2cos 8, 3+ 3senf, —7), 0 € [0, 27),
seR.

4. Eliminaciondes:z=7—-7s = s = ; z
5. Eliminacion de 0:
1(x-3 7x — 5z + 14 1(y+2 Ty+3z-7
cosf = - +5)= ———M—, senf = = —-3) =
2 2(7-2) 3 s 3(7—2)

(7x =5z +14)2  (7y + 3z —7)?

6. Identidad:
4(7 - z)? 9(7 — z)?

= 1; multiplicando por 36(7 — z)*:

9(7x — 5z + 14)% + 4(7Ty + 3z — 7)? = 36(z — 7).

7. Comprobacién: con z = 0: 9 - 49(x + 2)% + 4 - 49(y — 1)® = 36 - 49, que es la elipse
dada; el vértice da 9(21 — 35 + 14)? + 4(—14 + 21 — 7)® = 0.

Ejercicio 4C.6.2

<« volver

1. Directriz: x* + y? = 4 en z = 3: §(6) = (2cos, 2senb, 3).
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